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RESUMO

Os problemas em Dois Niveis apresentam grande importancia na programacao
matematica, devido a capacidade de representar com bastante realismo problemas
de natureza hierarquica. Desse modo, apresentam na literatura diversas aplicacdes
em diferentes areas. Este trabalho tem como propésito abordar o método proposto
por Campélo no ano de 1999 que consiste em caracterizar as solugfes 6timas locais
de problemas em Dois Niveis Linear (PDNLP) através de Pontos de Equilibrio do
problema Penalizado. Os problemas PDNLP sdo problemas em Dois Niveis Linear
que ndo apresentam no primeiro nivel restricdo dependente da varidvel do seguidor.
Enquanto que o Problema Penalizado, nada mais é que o problema em Dois Niveis
Linear apés reformulacdo através das condicbes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), em
que algumas das restricbes — as chamadas restricbes de complementaridade —
aparecem penalizadas na funcdo objetivo do primeiro nivel. Para abordar este
método, ressaltou-se neste trabalho os aspectos geométricos envolvidos nesta
problematica, objetivando assim adquirir a analise das tabelas simplex necessarias
para a caracterizacdo das solucdes oOtimas locais de PDNLP. Dessa maneira, 0S
problemas aqui destacados apresentam dimensao baixa. Como ilustracao préatica de
problemas em Dois Niveis apresenta-se o problema de tarifacdo. Apresentam-se

ainda alguns resultados de testes computacionais, que visam validar este trabalho.

Palavras-chave: Programacdo de Dois Niveis Linear, Pontos de Equilibrio e
Abordagem Geomeétrica.
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ABSTRACT

Bilevel Problems have great importance in mathematical programming, due to the
ability to represent fairly realistic hierarchical nature problems. Thus, in the literature
there are variety applications in different areas. This paper aims to approach the
method proposed to Campélo in 1999 wich consists in characterize the local optimal
solutions to the Linear Bilevel problems (PDNLP) through Equilibrium Points of
Penalized problem. PDNLP problems are problems in Linear Bilevel not showing on
the first level constraints dependent variable of the follower. While the Penalized
Problem is nothing more that the Linear Bilevel problem after reformulation through
the Karush-Kuhn-Tucker (KKT) conditions, where some of the constraints — known as
complementarity constraints - appear penalized in the objective function of the first
level. To approach this method, underscored in this paper the geometrical aspects
involved in this problem, aiming thus acquire analysis of simplex tableaux needed for
the characterization of local optimal solutions to PDNLP.Thus, the problems pointed
out here have low dimension. As a practical illustration of Bilevel problems presents
the problem of pricing. We also present some results of computational tests, aimed to

validating this paper.

Keywords: Linear Bilevel Programming, Equilibrium Points and Geometric Approach.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Desde os primérdios da Revolucdo Industrial ou até mesmo antes desse
processo de industrializacdo o homem ja buscava de maneira intuitiva otimizar de
alguma forma o seu negdécio, mesmo que pequeno e/ou informal, maximizando
lucros e minimizando custos. Assim, foi possivel observar que com o0 avanco
industrial e tecnolégico, ou seja, com o processo de globalizacdo as técnicas de
otimizacdo tornaram-se cada vez mais uma ferramenta de grande necessidade nos

sistemas industriais.

Pertencente a programacdo matematica, a otimizacdo € uma area que tem
por objetivo a busca de uma solugdo 6tima ou um conjunto de solu¢des 6timas de
um determinado problema. Este problema, entretanto, pode apresentar - se
modelado através de uma ou mais func¢des, podendo ou ndo apresentar condicbes
que o delimitam ou restrinja. Podendo inclusive, apresentar outros problemas de

otimizacdo em seu conjunto de restrigoes.

Tais problemas, conhecidos como problemas de programacdo Multinivel
caracterizam-se por representar situacées que apresentam niveis hierarquicos de
deciséo e segundo Savard, Marcotte e Colson (2007) de um ponto de vista histérico
estes problemas estdo intimamente relacionados com os problemas de economia de
Stackelberg, originados na década de 50. Este problema quando apresenta apenas
dois niveis de decisdo caracteriza-se como um caso particular da programacéo

Multinivel, chamado de programacao em Dois Niveis (PDN).

A programacdo em Dois Niveis ganhou nos ultimos tempos grande atencgéo e
dedicagdo por partes de pesquisadores interessados em aprofundar seus
conhecimentos tedricos e praticos relacionados a este assunto. Contribuindo, assim
com o desenvolvimento da programacdo matematica. Destacando-se para isto
Stephan Dempe (Friburgo, Alemanha), Gilles Savard, Charles Audet e Patrice
Marcotte.

Segundo Campélo (1999), a programacdo em Dois Niveis € um ramo da
programacao matematica que se ocupa de problemas de otimizacdo, onde a regiao

vidvel é parcialmente definida pelo conjunto de solu¢cdes de um segundo problema



de otimizacdo. Nesse segundo problema de otimizagdo assumem-se como
parametros as variaveis de decisdo do primeiro.

Problemas desta natureza podem ser encontrados na economia, nha
engenharia, na administracdo, na agricultura, na determinacao de precos 6timos em
estradas tarifadas, nas redes de distribuicdo de energia elétrica, gas e petréleo,
dentre outras aplicagfes nas mais diferentes areas.

Este problema quando apresenta funcdes objetivos e restricdes do primeiro e
do segundo nivel lineares, caracteriza-se como um problema de programacdo em

Dois Niveis Linear (PDNL), assunto a ser tratado neste trabalho.

Diferentes métodos de solugdo sdo encontrados na literatura para este
problema. Neste trabalho, entretanto, utilizaremos o método de Pontos de Equilibrio,
proposto por Campélo (1999). Neste método busca-se encontrar as solu¢des otimas
locais do problema em Dois Niveis linear através dos Pontos de Equilibrio do
problema penalizado. O problema penalizado, por sua vez, surge a partir da
reformulacdo do problema linear em Dois Niveis através das condicbes de
otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), quando as restricbes de

complementaridade s&o penalizadas na fungéo objetivo do lider.

1.1 Objetivos

Divididos em gerais e especificos, o0s objetivos deste trabalho séao
apresentados a seguir.

1.1.1 Objetivo geral

A proposta deste estudo é abordar o método de Pontos de Equilibrio como
solucéo do problema em Dois Niveis linear, no qual para estes problemas PDNL a
restricio do problema do primeiro nivel independa de variaveis de decisao
pertencentes ao problema do segundo nivel, caracterizando-se assim como

problemas do tipo PDNLP.

1.1.2 Objetivos especificos



Apresentar um comparativo entre os problemas PDNL e PDNLP, que sé&o
respectivamente, problemas em Dois Niveis lineares que trazem em sua
estrutura a presenca de restricbes do primeiro nivel que dependam, para o
primeiro caso ou que ndo dependam para o segundo caso, de variaveis de
decisdo do segundo nivel, justificando dessa forma o motivo da abordagem dos
problemas PDNLP neste trabalho.

(PDNL): Max,, ¢' x+G'y
s.a. Ax+ Ay< a , Primeiro Nivel
x= 0Oy solugdod
(P):Max, d'y
s.aB,x+ B,y< b ;Segundo Nive
y= 0

(PDNLP): Max,, g' x+g'y
s.a. x> @, solucadod
(P):Max, d'y
s.aB x+ B,y< b ; Segundo Niel
y= 0

EPrimeiro Nivel

Abordar os problemas aqui apresentados através de um enfoque geométrico,
utilizando para isto os seguintes softwares: Winplot e Matlab. Este enfoque
busca evidenciar através de ilustracdes caracteristicas, propriedades, dentre
outras particularidades do problema em Dois Niveis linear (PDNLP) e do
método de solucdo a ser abordado para este problema. Portanto, para isso 0s

problemas aqui apresentados apresentam dimenséao baixa.

Apresentar o processo de reformulacdo do problema em Dois Niveis linear
através das condicdes de otimalidade de KKT e consequentemente a
penalizacdo deste problema, visando assim utilizar o método de Pontos de

Equilibrio como solucéo de PDNL.

Apresentar o modelo de tarifagdo de pregos, proposto por Secchin (2010), que

ilustra de forma clara uma dentre tantas aplicacdes praticas de um problema de



programacao em Dois Niveis. Entretanto, € valido ressaltar que tal problema
nao se enquadra nos padrdes de linearidade de PDNL. Tal ilustracdo busca

somente apresentar uma aplicacéo para o problema em Dois Niveis.

» Apresentar o algoritmo de busca local e os resultados da sua implementacgao
em Matlab 6.5, visando assim validar através de testes computacionais a
pesquisa em questdo e consequentemente dados que foram antes

geometricamente apresentados.

1.2 Justificativa

De acordo com Sobral (2008) muitos problemas, devido a sua estrutura
fortemente hierarquica puderam ser melhor modelados através da programacao em
niveis. Por exemplo, em Economia, utiliza-se a programa¢do em dois niveis para
investigar a estrutura hierarquica de empresas com muitas divisbes descentralizadas
e, principalmente, com problemas de alocacdo de recursos. Estudam-se também,
meios de determinacdo do preco 6timo de energia elétrica, gas e biocombustivel.
Em ecologia estudam-se maneiras de determinar politicas 6timas para a emisséo de
poluentes na atmosfera. Diferentes aplicacdes deste problema nas mais diversas
areas podem ser encontradas nos trabalhos de Dempe (2002) e Vicente e Calamai
(1994).

Dessa maneira, € possivel observar que com uma extensa aplicagdo em
diferentes areas, contribuicbes académicas quanto ao que concerne tanto a
aspectos teodricos e/ou praticos tornam-se de extrema importancia para a
programacao matematica de um modo geral, mas principalmente e inclusive aos

preceitos da programacdo em Dois Niveis linear.

Tem-se que a quantidade de aplicacOes deste problema cresceu rapidamente
em funcdo de novos métodos que surgiram a partir das décadas de 80 e 90. Entre
os algoritmos mais conhecidos encontram-se métodos de maxima descida (SAVARD
E GAUVIN, 1994), métodos de branch and bound (BARD, 1988), métodos de pontos
extremos (BIALAS E KARWAN, 1982), métodos de penalidade (AIYOSHI E
SHIMIZU, 1984) e mais recentemente técnicas de restauracdo inexata (ANDREANI
et al., 2007) e regides de confianca (COLSON, MARCOTTE E SAVARD, 2005).



Sabe-se, entretanto, que a reformulacdo de um problema PDNL através do
uso as condi¢cdes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), segundo Sobral
(2008) € a forma mais intuitiva para resolver problemas em Dois Niveis, pois esta
ferramenta ndo aparece apenas como um método por si s0, mas também € utilizada
como base para diversas abordagens, como por exemplo: branch and bound,
restauracdo inexata e métodos de regido de confianca.

Todavia, esse processo de reformulacdo gera uma complexidade no
tratamento de tal problema, ocasionada pela ndo convexidade da regido viavel que é
gerada pela presenca das restricbes de complementaridade. Entdo, segundo
Campélo (1999) uma abordagem alternativa para esta situacdo consiste na
penalizacdo dessas restricbes e consequentemente sua introducdo na funcao
objetivo, obtendo assim um problema bilinear.

Campélo (1999), entretanto, ainda sugere em seu trabalho a abordagem
deste problema a partir da fixagdo da variavel do conjunto primal ou da variavel do
conjunto dual, considerando assim dois problemas lineares paramétricos. Dessa
maneira, torna-se possivel o seu tratamento através do método simplex,
possibilitando entdo a caracterizacdo das solucdes oOtimas locais do problema
PDNLP a partir das solu¢des (pontos de equilibrio) do problema penalizado. Sabe-
se, portanto, que uma solucdo do problema penalizado € um ponto de equilibrio
somente se max,,F, (z,5)= F, (z. 9= max,; F,(zS OM=M ,onde M é o
parametro de penalizacao e M =0.

Assim, o estudo e o desenvolvimento deste trabalho teve sua motivagéo no
trabalho A Simplex Approach for Finding Local Solutions of a Linear Bilevel Program
by Equilibrium Points, de Campélo e Scheimberg (2005). Neste trabalho € descrito
como se obter Pontos de Equilibrio com o método simplex, utilizando para isto
informacg0des obtidas da tabela simplex que podem ser usadas para obter condigbes
de otimalidade local necessérias e suficientes para PDNL.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho apresenta-se estruturado da seguinte maneira:
No Capitulo 2 — Programacdo em Dois Niveis Linear ; faz-se uma
apresentacao da formulacdo do problema em Dois Niveis Linear, suas propriedades

e algumas aplicagcdes encontradas na literatura. Neste mesmo capitulo, apresenta-



se um comparativo entre os problemas PDNL e PDNLP através de uma abordagem
geomeétrica.

No Capitulo 3 — Reformulacdo do Problema em Dois Nivei s Linear
apresenta-se as condicdes de otimalidade de KKT - o processo de reformulacédo do
problema em Dois Niveis Linear - e consequentemente o problema reformulado.

No Capitulo 4 — Pontos de Equilibrio  apresenta-se a formulacdo do
problema penalizado, a definicAo de Pontos de Equilibrio e suas condicbes de
otimalidade. Também séo apresentados os algoritmos que determinam os Pontos de
Equilibrio e o algoritmo local que busca a solucéo local do problema PDNLP através
de Pontos de Equilibrios.

No Capitulo 5 — Resultados Numéricos apresenta-se um exemplo
bidimensional e outro tridimensional que ilustram geometricamente a solucdo de
problemas PDNLP através dos Pontos de Equilibrio, utilizando inclusive, andlises
nas tabelas simplex. Também s&o apresentados resultados de testes
computacionais, obtidos a partir da implementacédo dos algoritmos apresentados no
software Matlab 6.5, visando assim validar o estudo apresentado.

No Capitulo 6 — Consideragbes Finais sdo referidas as experiéncias,
dificuldades e conclusdes do trabalho. Assim como, sugestdes de futuros trabalhos

de pesquisa.



CAPITULO 2

PROGRAMACAO EM DOIS NIVEIS LINEAR

Este capitulo tem como objetivo apresentar o problema de programacédo em
Dois Niveis Linear (PDNL), suas propriedades e aplicacdes. O item 1.1 apresenta a
formulacdo geral do problema, introduzindo a notacdo utilizada. O item 1.2
apresenta as principais propriedades de PDNL. Por fim, o item 1.3 apresenta

algumas das aplicacdes deste problema existentes na literatura.

2.1 Formulagao do problema

Os problemas de programacdo em Dois Niveis Linear sdo problemas de
otimizacdo que se caracterizam por apresentar em seu conjunto de restricdes um
segundo problema de otimizagdo. Dessa maneira, estes problemas apresentam-se
estruturados em dois niveis de hierarquia, onde o agente do segundo nivel

(seguidor) esta subordinado ao agente do primeiro (lider).

Este problema quando apresenta func¢des objetivos — do lider e do seguidor —
e as restricbes do primeiro e do segundo nivel todas lineares, convenciona-se
chama-lo de problema de programacdo em Dois Niveis Linear (PDNL). Neste caso

tal problema pode ser formulado da seguinte maneira:

(PDNL): Max,, ¢' x+G'y
s.a. Ax+ Ay< a , Primeiro Nivel
x= 0y solucéod
(P):Max, d'y
s.aB,x+ B,y< b :Segundo Nive
y= 0
Onde:
x, OR"; ¢, d, yYOR™; adR"; KIR"; AOR™"; AOR™™; BOR*" e BOR* "
Neste caso, 0 espaco vetorial das matrizes mxn é isomorfo ao espago vetorial

Euclideano R™". Por associacdo ao decisor do primeiro nivel, diz-se que x é a



variavel do lider e y a variavel do seguidor e o problema Py consiste em um
problema paramétrico controlado pela variavel do lider, ou seja, a cada valor fixo de

X 0 seguidor reage fornecendo ao lider suas solucdes otimas.

Associados ao problema PDNL e seu tratamento tedrico, tem-se as seguintes
definicbes (CAMPELO, 1999):

> O Problema Relaxado:

(PR): Max,, G x+g'y
s.a. Ax+ Ay< a
B x+ B y< b
x= 0y= O

» Conjunto viavel do Problema Relaxado:

W={(x YOR'XR": Ax+ Ay aB % Bx b x0 ¥

» Conjunto Viavel do Problema do Segundo Nivel para cada xR :

V. ={yOR™: Bx+ By< b 20

» Conjunto Solucao do Problema do Segundo Nivel (conjunto reacao do

seguidor) para cada xOR":

Arg max(F;).:{ y'OVvd y'=dy;,0y0 )

- Funcdo Valor: V(x)=d'y, onde yl Argmax(P

» Conjunto Viavel de PDNL (regido induzida):

V={(x y)O W: yO Argmax (P}




» Conjunto Solucdo de PDNL:

ViS{(X, )0V ¢ x+ &Yz &% Byl x0 N

O exemplo abaixo ilustra os conjuntos definidos acima, buscando ressaltar

caracteristicas peculiares de um problema PDNL. Neste exemplo, apresenta-se um

comparativo entre os problemas A e B, demonstrando assim as consequéncias da

presenca de uma restricdo dependente da variavel do seguidor (y) no primeiro nivel

deste problema. Problemas PDNL que apresentam no primeiro nivel somente a

restricdo de ndo negatividade para a variavel do lider (x), chamar-se-do PDNLP.

Exemplo 1

(A) : Max - X

sa x= 0 D
max Yy
s.ax Wy< )
X y < 3 ©)
2

y=> 0 (4)

> Problema Relaxado:

(A): Max- x
sa.x= 0 (1)
X < 402
X y < 3 3)
2
y=>0 (4)

(B) : Max - x
s.a.5 ys1
2 2
x= 0
max y
s.ax y<
X ¥y <
y=> 0
(B) : Max - x
sa. > ys1
2 2
x= 0
X < 4
X ysE
2

(D)

2
3)

(4)
©)

(D)
(2)

3)
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» Conjunto Viavel do Problema Relaxado:

W, ={(x yORX R™: x+ y<4, x 35% %20, ¢ 0} W ={(x yORXR™ x+ ¥4, x 352,

N \y*
4 ORT

---30
---2.0

---104

i ' : : (5 :
// 2 ; 4\
(1) - / ! : ! 3
FIGURA 1: Conjunto Viavel do Problema FIGURA 2: Conjunto Viavel do Problema
Relaxadn A Relaxado B.

O conjunto viavel do problema relaxado A corresponde na Figura 1 a regiao
poligonal delimitada pelo conjunto de restricbes deste problema. De modo anélogo,
0 conjunto viavel do problema relaxado B corresponde na Figura 2 a regido poligonal
delimitada pelo conjunto de restricbes do problema B. E possivel observar, neste
caso, que o conjunto viavel do problema relaxado B € menor que o conjunto viavel
do problema relaxado A, devido justamente a presenca da restricdo 1 do problema B

que néo aparece no conjunto de restricdes do problema A.

» Conjunto Viavel do Problema de Segundo Nivel:

PAB: max — y

[0,4-4, se @;xsg
sa X+ ys ‘ V:VA:VB:

X

3 3 11
——+X, 4-X|, se =< x<—
2 2 4
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FIGURA 3: Conjunto Viavel do Problema de Segundo
Nivel A e B.

Para efeito de visualizacdo, ilustra-se na Figura 3 o conjunto V, ={x}><VX.

Ressaltando, entretanto, que o conjunto Vy € a projecao ortogonal sobre o eixo y
(intervalo este definido pelo parametro x adotado). Como ilustracdo os conjuntos V’x
e Vy, representados pelos segmentos de cor laranja, foram definidos na figura acima

para x = 1.

Percebe-se neste caso, que ambos os problemas (A e B) apresentam o
mesmo conjunto viavel para o problema do Segundo Nivel, consequentemente a

mesma representagdo geomeétrica.

» Conjunto Solucéo do Problema de Segundo Nivel:

{0}, se Cﬁxsg

{ 3 } 3 11
-——+Xp, S€ —< X< —
2 2 4

Argmax(P, ) = Argmax@® § =

O conjunto solucdo do problema do segundo nivel € representado na figura

abaixo pelos segmentos de reta de cor laranja: y = 0, para 0< xsg e y:—g+ X,

3 11
para —< x< =,
2 4
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Para efeito de ilustragcdo adotamos o ponto x = 1 como parametro. Para este
ponto, ilustrado na figura com a cor verde, temos que o conjunto viavel do problema
de segundo nivel é determinado pelo segmento verde projetado no eixo y e para
este conjunto de viabilidade, a solucdo deste problema quando x = 1 € exatamente y

= 0, visto que o problema em questao visa maximizar —y.

FIGURA 4: Conjunto solu¢do do Problema de Segundo
Nivel A e B. (em laranja!)

» Conjunto Viavel do PDNLP e PDNL.:

VA:{(XO)/ 0< xsi}D{(x,—} xj/ :;’s )6]:} Ve :{(x,O)/ 0< x< 1}D{( x,—§+ xj | x xs%}

________________________________________________________

_____________________________________________________

FIGURA 5: Conjunto viavel do Problema de Dois FIGURA 6: Conjunto viavel do Problema de Dois Niveis
Niveis A.. (em laranja!) B. (em laranja!)
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O conjunto viavel do PDNLP e do PDNL € apresentado na figura acima por
um conjunto de pontos (X, y), definidos na regido poligonal pelas arestas de cor

laranja, onde a variavel x varia para o problema A (Figura 5) nos intervalos: [Og} e

Blzl} e para o problema B (Figura 6) esta variagcdo ocorre nos intervalos: [O]] e

]

A presenca de uma ou mais restricoes dependentes da variavel do seguidor
(y) no primeiro nivel de um problema em Dois Niveis, como apresentado no
problema B, além de reduzir a regido viavel deste, gera uma desconexidade neste
conjunto (DEMPE, 2002).

(Ver no APENDICE A, definicdo de conjunto convexo e conjunto conexo).

» Conjunto Solucdo do PDNLP e PDNL.:

FIGURA 7: Conjunto solugdo do Problema de Dois FIGURA 8: Conjunto solugdo do Problema de Dois
Niveis A Niveis B.

Observa-se na Figura 7 que no problema de Dois Nives A, a funcdo objetivo
do lider atinge o seu valor 6timo no ponto (0,0). Enquanto que, devido a

desconexidade do conjunto viavel do problema B, este apresenta 0s seguintes
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valores o6timos: (0,0) e (2%) como observado na Figura 8. Sabe-se, entretanto,

gue ambos os problemas A e B apresentam a solucéo 6tima global: (0,0).

Neste exemplo, foi possivel observar a seguinte particularidade: a
desconexidade da regido viavel do problema B né&o influenciou no valor 6timo deste

problema, pois o conjunto de solugdes globais foi modificado.

Desta maneira, 0os seguintes problemas em Dois Niveis a serem abordados

neste trabalho sédo do tipo PDNLP, que apresenta em geral a seguinte formulacao:

PDNLP): Ma Tx+ ¢
( ) %oy G &Y Primeiro Nivel
s.a. x= §, solucaojde

(P):Max, d'y
s.aBx+ B,y< b Segunitivel
y= 0

2.2 Propriedades

Muitas caracteristicas de PDNLP ndo sdo encontradas comumente em
problemas tradicionais da programacdo matematica, como: ndo convexidade da
regido viavel, ndo conexidade e ndo diferenciabilidade. Nesta secdo, sao

formalizadas as principais propriedades de PDNLP, segundo Campélo (1999).

» Propriedade 1: O conjunto vidvel V do PLDNP esta contido no conjunto viavel

do problema relaxado W.

» Propriedade 2: A solucdo de um problema de Dois Niveis, quando existe, é
atingida em um ponto extremo do conjunto relaxado W. Esta propriedade
explica a esséncia de alguns algoritmos encontrados na literatura, que
buscam a solucdo deste problema entre os veértices do conjunto viavel do

problema relaxado (W).
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» Propriedade 3: Todo ponto extremo de V € ponto extremo do conjunto viavel
do problema relaxado W.

» Propriedade 4: Se as restrices do primeiro nivel independem da variavel do
segundo nivel, isto é A, = 0, entdo o conjunto viavel V do PLDN é conexo.
Essas propriedades ajudam a caracterizar a regido viavel e a solugéo 6tima
de problemas em Dois Niveis, como ilustra o exemplo 1 apresentado
anteriormente. Este trabalho ndo tem por objetivo apresentar provas das
propriedades apresentadas acima. Tais resultados podem ser encontrados no
trabalho de Campélo (1999).

2.3 Aplicacgbes

A estrutura hierarquica presente no PDNL possibilita descrever diversas
aplicacoes praticas deste problema. Citamos abaixo, alguns dos trabalhos

encontrados na literatura:

» NEVES (2002) — em seu trabalho de doutorado intitulado Modelo de
Programacao Linear Binivel para Alocacdo Dinadmica de Veiculos, aborda a
PLDN através da parceria entre os agentes de decisdo: transportador e
expedidor, que visam respectivamente, a maximizagdo dos lucros e a

minimizac&o nos envios de cargas com atraso.

» SANTOS (2002) — em sua dissertacdo de mestrado, Programacédo em Dois
Niveis aplicada ao Estudo da Oferta Otima de Sistemas Termoelétricos,
considera a problematica de maximizacdo dos lucros e a minimizacao dos

custos do despacho térmico dos respectivos agentes de deciséo.

» LAVAL (2003) — propde em sua dissertacdo de mestrado, Modelo de
Programacdo Linear em Dois Niveis para Otimizagdo de Estoques
Sobressalentes, um modelo de otimizacdo de estoques, onde os agentes
envolvidos, centros de manutencdo e deposito central, visam

respectivamente, minimizar a quantidade de pedidos atrasados, o



16

desbalanceamento entre os niveis de servico e minimizar os custos de

transporte e de manutencao de estoques.

Vicente (1992) cita mais algumas das aplicacfes encontradas na literatura:
nos diversos problemas de transporte (taxagdo ou cobranga de impostos, rede,
design, estimacao de falta de demanda), na administracdo (coordenacdo de firmas
compostas de multi-divisdes, na localizacdo 6tima de redes), no planejamento
(politicas de agricultura, servigo publico elétrico) e otimizacdo de projetos. Também,

na area militar como apresentado por Bracken e Mc Gill apud Campélo (1999).

Exemplo 2 — O Problema de Tarifagao (TOP)

Como referéncia para esta subsecéao, o leitor pode consultar os trabalhos de
Dewez (2004) e Secchin (2010).

O problema de tarifacdo (TOP) representa-se por uma rede composta de nos
(cidades) e arcos (estradas) que ligam esses noés. Este € um problema em Dois
Niveis, onde os agentes envolvidos — empresa privada (lider) que controla alguns
dos arcos cobrando tarifas de viagem e usuérios (seguidor) que viajam de um no
(origem) a outro nd (destino) — buscam respectivamente, maximizar a tarifacdo e

reduzir os custos com a viagem.
Afim de modelar o problema, seja G(K,N,Z\) uma rede onde K é o conjunto
cujos elementos representam usuarios de mesmo par origem-destino (commodities),

N é o conjunto de nés e Ao conjunto de arcos. Seja {(ok dk)D N?: kO K} 0 conjunto
desses pares origem-destino, onde demandas 7, >0 s&o associadas a cada destino

d, . Seja também A [ Ao subconjunto dos arcos tarifados e B = A\A 0 subconjunto

dos arcos nao tarifados. A cada arco (i, j) I A associamos um custo fixo ¢; e uma

tarifacdo adicional t; 2 0. A cada arco (i, j) U B associamos um custo fixo d; . Sejam

ainda

1

« _|1,sekd Kusa (,j A o « _|Lsekd Kusa(,jyJB
N T 0, caso contrario Yi = 0, caso contrario
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A variavel do nivel inferior >q'j‘ corresponde a quantidade de usuarios da

commodity K num arco tarifado ij e a variavel yi'j‘ a quantidade de usuarios da

commodity K num arco nao tarifado ij. Ignorando efeitos de congestionamento,
assumindo que a demanda € fixa e que 0S usuarios minimizam seus custos de
viagem individualmente, o problema TOP pode ser formulado como um problema em
Dois Niveis com funcdes objetivos bilineares e restricdes lineares. Secchin (2010)

ilustra o problema TOP da seguinte maneira:

\ Ly

custos fixos: ;\Mf;\'
— y?? —

tarifas adicionais: (7 e desas (7
Ry

110l caminho percorrido

- 3rco nao tarifado
= arco tarifado

TOP: max n*t,. .
mox 3 5

keK (i,j)eA

sa. (0 5™ <ty < 0, V(i j) € A
(z,y) € arg H}iyn Z Z (et tﬂ,-_j).ri-‘;f- + Z d.é_?-y:-;-
" keK \(ijleA (i.j)eB
-, K ok k k
5.48. Z ‘l".':J + Z y'.':J =T Z 'l'j'?'- = Z 'yjf
i3(2.7) €A i5(i.7)EB i(s2)€A HERIES 2

~1, g0f = o
= 1., Eeg = d* Vke K,.Vje N
0, caso contrario
wf, >0,  Vke K\V(ij)eA
ok >0, Vk € K,\Y(i,5) € B.

FIGURA 9: Formulag&o do Problema de Tarifacéo.
Fonte: SECCHIN (2010).
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Se para algum k O K s6 existem caminhos de o*e d* que contenham algum
arco (i, j) tarifado, a condigéo t; <t™é importante para prevenir que o problema nao
possua solucdo Otima. Vale ressaltar, que o problema apresentado busca apenas

ilustrar uma dentre varias aplicacdes do problema em Dois Niveis. Sabendo

portanto, que este problema trata-se de um caso bilinear.
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CAPITULO 3

REFORMULACAO DO PROBLEMA EM DOIS NIVEIS LINEAR

Neste capitulo apresentamos o processo de reformulagdo do problema em
dois niveis através das condi¢cbes de Karush — Kuhn — Tucker (KKT). Na sec¢éo 3.1
sdo apresentadas as condi¢cdes de KKT no problema do seguidor do PDNLP e na

secdo 3.2 é apresentado o problema reformulado.
3.1 As condicbes KKT

O uso das condi¢des KKT tem por objetivo contornar a dificuldade em tratar
problemas em dois niveis, transformando estes problemas em um problema de
apenas um nivel, através da substituicdo do segundo nivel pelas condi¢cdes KKT,
facilitando assim a solucdo deste problema através de técnicas computacionais.
Diversos autores, dentre eles Bialas e Karwan (1984), Judice et. al (1992) utilizam

essa mesma técnica.

As condicdbes KKT sdo condicbes necessarias de otimalidade, sob
determinadas condicbes de regularidade (Linearidade, Mangasarian — Fromovitz,
Slater). (ver Apéndice B)

Seja o0 seguinte problema geral de Programacdo Matematica:

h(x) =0,

(P):max, f (x), S'a{g(x)SO

em que f:R" - R é a funcdo a ser maximizada, ¢g:R" - R* determina as
restricdes de desigualdade e h:R" - R' determina as restricbes de igualdade. O

conjunto viavel deste problema (P) é V ={xOR"/ { 3 =0, d 3<0}.

As condi¢cdes necessarias de otimalidade para este problema podem ser

apresentadas da seguinte forma:



20

Sob uma das condi¢es de regularidade, se x"0V for uma solugéo local do
problema (P), entdo existem p#ORY, AOR' tais que aiL(xD,/},,u): 0,<u,g(X)>=0,
X

onde a funcdo Lagrangeana é€: L(xA,u)="f(X)+<A,h(X)>+<u,g(R> e
< u,9(x)> é o produto escalar entre o multiplicador de Lagrange x e conjunto de

desigualdades do problema P.

.Definicado: (ISMAILOV E SOLODOV, 2009), diz-se que xOV €& um ponto KKT, se
existem xOR*, A0R' tais que

9

—L(x,A,)=0,
ax( 1) |
<ug(¥> =0

Explicitamos abaixo as condicbes KKT do problema do segundo nivel (Py)

apresentado no item 2.1, visando a reformulagdo do PDNLP.

0
Funcao objetivo: y— f(x y)=<0,x>+<d, y>=<(dj [);J >

Bx+ B y< b

As restricoes: {
y=0

g(x y)<0; onde
Podem ser representadas na forma: X b
St VA

mxn

Para a funcéo Lagrangeana (y, ) L(x y,u) = f(x Yy+< o % y,4>, temos:

) ) )
—L(X,y,1)=0= — f(x, y)+u — g(x Y= 0
Y% oy ay

k+m

- O,f(x,y)+>,0,9,(% Yu, =0

j=1
T T u
= d+(B, (=1 )u;=0< d+ B u-v=0; onde,u:[

jDRTm
\Y)
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Finalmente

<ig(xy)> =0 = <Bx*By hw-< y» =0 -<a,»-< y¥ =0
onde,Bx+ B y+ta=Db;a= 0

3.2 O Problema Reformulado
Ao fazer uso das condi¢cdes KKT no segundo nivel do problema PDNLP, este

resulta reformulado como sendo o seguinte problema de programacgé&o nao linear:

(P) Max, g x+ gy
sa Bxx Bywa=1I
X2 Oy=> @2
Bju-v=d
U=z = 0
viy+u'a= 0

Onde aOR* ¢é chamada variavel de folga, uOR* e vORT sdo variaveis

duais associadas as restricdes do segundo nivel.

A equivaléncia entre o problema (P) e o PDNLP é no sentido de que um ponto
(X, y) é solucao global do PDNLP, se e somente se, (x,y, a, i, v) é solucao global
de (P) para algum (a, u, v) viavel. Esta equivaléncia deve-se ao fato de que as

condicdes de otimalidade de KKT s&@o necessérias e suficientes para o problema
linear do segundo nivel. (Audet et al (1998) apud Campélo (1999)).

A reformulacdo do PDNLP faz surgir as restricdes de complementaridade,
apresentadas na ultima linha de (P), que impedem garantir a convexidade da regido
viavel. Dessa forma, apesar de ser possivel trata-lo, o problema reformulado
apresenta caracteristicas indesejaveis para os algoritmos de programacao convexa
(CAMPELO, 1999). Com isso, apresentamos no capitulo seguinte uma maneira de

contornar esta dificuldade.
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CAPITULO 4

PONTOS DE EQUILIBRIO

Neste capitulo, apresentamos a formulacdo do problema penalizado, a
definicdo de Pontos de Equilibrio: o método, as condi¢cdes de otimalidade para a
solucéo local e o algoritmo proposto por Campélo (1999) que utiliza os Pontos de

Equilibrio como solugéo de PDNLP.

4.1 O Problema Penalizado

O problema penalizado P(M) consiste em uma alternativa para tratar o

problema (P): onde as restricbes de complementaridade do problema reformulado
sdo penalizadas com um parametro M =0 na funcdo objetivo de (P), como

apresentado abaixo:

P(M) Max,, ¢ x+ gy MUa+v'y
s.aBx+By+ta=0Db
x> Oy= Q= O
Biju-v=d
u=z Oy= 0

Ou, mais sucintamente, na forma paramétrica do seguinte problema bilinear.
(onde N = n+ m+ k)

P(M): Max F,, (z,s)=C z= MS z
sazlZ s S

(o} X 0
c=|¢c |,z=| y|, S|V
0 a u
onde
Z={zOR"/ Bz=h S{ 8&R!Y Ds}d
B=(BiB,i),
D=(,,,:-1,B")
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O conjunto Z corresponde ao conjunto vidvel da formulacdo primal do
problema do seguidor, incluindo também, as varidveis de folga. E o conjunto S
representa o conjunto viavel do problema dual do seguidor.

O método de penalizagdo utilizado por Campélo e Scheimberg (2005), tem
por objetivo caracterizar as solugdes do PDNLP através dos pontos de equilibrio.

Este é o propdsito no seguinte topico.

4.2 Pontos de Equilibrio: Conceitos

7z

Diz-se que (E,_s) 0 Zx S é um ponto de equilibrio do problema P(M) se

existe M =0 tal qued M =M , tem-se

max,, F,, @ ,_s): Y (_z,_gz max, s F, Zz, S

onde F,(z,9=¢ = MS .

A igualdade acima € uma condi¢cdo necessaria para otimalidade do PDNLP,
como assegura o Teorema 4.1 de CAMPELO e SCHEIMBERG (2005), apresentado

logo abaixo.

Adotaremos a seguinte notacao:
P(M,9):max,, F, (2,9 RM, 2:max,s (2

A relacao existente entre os pontos de equilibrio do problema penalizado P(M)
com as solucdes o6timas locais do problema PDNLP é dada pelo seguinte teorema
(CAMPELO e SCHEIMBERG, 2005):

Teorema 4.1: z[ Zdetermina uma solucdo oOtima local de PDNLP se e somente

se S,(2#{} e, paracada s0S(3, (z 9 éum ponto de equilibrio de P(M).

No teorema acima, S,(2 denota o conjunto de vértices do poliedro S( 2, onde
S(2=Sn 2:={ B /< ,zs =0}.

Com o teorema 4.1 Campélo (1999) teve o propdsito de encontrar entre 0s

pontos de equilibrio do problema penalizado as solugbes locais do PDNLP.
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Entretanto, € importante salientar que nem todo ponto de equilibrio do problema

penalizado garante uma solucéo local do PDNLP.

Segundo o lema apresentado abaixo, ainda tem-se que:

Lema 4: Se (E,Ts) € um ponto de equilibrio do problema penalizado P(M), entdo

min{?s: d] %:min{_Ts z [ }Z= Ts =0

4.3 CondicOes de Otimalidade

De acordo com o teorema 4.1 as solugdes 6timas locais de um PDNLP estédo

associadas com pontos de equilibrio do problema P(M). Considerando entdo, o

ponto (z, s) como um ponto de equilibrio, apresentamos nesta secdo outras

condi¢des de otimalidade do problema PDNLP obtidas em funcéo de (E,_s). Essas
condi¢gbes visam obter propriedades computacionalmente mais simples de serem

verificadas do que as que foram apresentadas acima.

Sabe-se, portanto, que Z e s sdo solucbes de (PM,g) e de (PM‘E),

respectivamente, para todo M =M e que tais solu¢cbes sdo encontradas, nos

vérticesde Z e S.

Denotamos por J o conjunto de indices {1, 2, 3, 4,...,n} das varidveis bésicas e
ndo basicas de z e s.

Considere abaixo, a tabela simplex inicial e 6tima do problema P( M ,_s), onde

DOJ e NOJ, séo respectivamente, os conjuntos de indices das variaveis basicas

e nao basicas de z.

_T _ - _ AT
% I 0 cN=Cn-CoBy |
B, B, b ] .
-7 —T 0 | By = BJ'B, zo = B'b
Sp SN
M T _=T—
CB (;L 0 } 0 SN=SL—SLB«| 0=5o 2
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. ~ .. - ~T ,
Na tabela acima, a funcdo objetivo F,, (z, s) =d z Ms : é representada em

duas linhas. A primeira linha corresponde ao termo de complementaridade s z.
Enquanto que a segunda linha expressa o termo linear c¢'z. E possivel considerar
implicitamente o parametro M, otimizando prioritariamente a primeira linha, como
realizado pelo método simplex big-M (BAZARAA et al.(1990)).

Consideremos agora, a tabela simplex inicial e 6tima do problema P(M,_z),

onde EOJ e RO J, sdo respectivamente, 0s conjuntos de indices das variaveis

basicas e nao basicas de s.

S Sk S Sk
D D, |d - = ~
— K = —> | Dr = D:'D, se = Dd
ZE Zr
M T - U=
0 Zr = Za— z Dk 0=sez

No problema P(M,_z) a funcéo a ser otimizada é F,, (E, s) =d 2 Mz . Como

0 primeiro termo € constante, representamos somente 0 segundo termo na tabela.

Neste caso, a solugdo ndo depende do parametro M.
De acordo com Campélo (1999), tém-se as seguintes propriedades:

Propriedade 4.1:

As seguintes proposic¢des se satisfazem:
(1) su=0e ze20. (2)Dadoi N , ¢ > 0= §> |

Quando as situagbes acima nao ocorrem, podem-se inferir outras condigbes

de otimalidade. Essas condi¢cfes sdo obtidas em funcdo das direcdes extremas dos
poliedros Z e S nos pontos zes, disponiveis nos quadros. Tais direcfes sao dadas
pelas colunas das seguintes matrizes:

G, =| B |[gr™m™ H,=| P& [OR™™™)
| |

n-m n-n,
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Onde |, € uma matriz identidade p x p. Para iUUN ejUR, a coluna

G de
G, e acoluna H,; de Hy séo:
G =8 |or H =| D |ore
g 9
Onde g OR™™e ¢ OR"™™ s&o colunas de I, e I, ,respectivamente.
Consequentemente, as componentes dessas dire¢des sao dadas por:
-B,, kOD —ij, kOE
G;=10, kONY} H; =10, kORY }
1, k=i 1 k=]
As componentes de custos reduzidos sao:
¢=CG 5=5G2 0 7= 7 H2 C
para iON e jOR, onde as desigualdades se cumprem pela Propriedade 4.1.
Considere os seguintes conjuntos:
N* :[iDN:E:i >O}:{iDN:ch>O} R°={jDR:~Z; =O]:{ jo R z H:O}

Esses conjuntos s&o, respectivamente, diregdes de melhoria da funcédo c'z

~ - . ~ ., . .~ —-T
em Z, em relagdo ao ponto z e dire¢Bes viaveis para a restricdo z s=0 em S,
relacionadas ao ponto s.

Propriedade 4.2:

() N*={} = z é solugdo 6tima global do prabke PLDNP
z

(2) R°={} = z é solucdo 6tima local do prahke PLDNP.

Definem-se também os subconjuntos:

N+°:{iDN*:sTC-}:O, para algums] S{_):} ?9={ § R = }
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Campélo e Scheimberg (2005) afirmam que os pontos de z e s podem ser
representados, respectivamente, em funcao de z e das diregbes G, e em fungéo de

s e das direcdes H;.

z=2+) 7G s s> sH

ioN iCR
Assume-se a hipotese: [D]:sO S(_%: §G=0;ie, 5@EO0O I

Esta hipétese cumpre-se trivialmente quando z é um vértice ndo degenerado

(zB >O). Neste caso, B, € a Unica base que determina z. Entdo, uma vez que z é

solugéo de min{sT z: 77 2} , 0 vetor de custo reduzido 6timo s'G, =g, - g B B=0.

Teorema 4.2: Se N**={ } = z é solucdo 6tima local do problema de PDNLP.

A condicao suficiente presente no teorema acima é também necessaria sob
uma condicao adicional de ndo degeneracao. Para isso, introduzem-se as seguintes
afirmacdes.

(1) Dadoi ON , adirecd6, é degenerada sgmj{@ B /B > ]= 0 0

(2) O conjuntdN* se diz totalmente degederéem relagéo a bagg ), N&€ #{ }
eG é degeneradai (IN™

Teorema 4.3: O ponto zé solucao o6tima local do problema PDNLP se e somente
se:

(i()N*={}, ou

(ii )N *° totalmente degenerac

Teorema 4.4: Se o conjunto {(i, ))ON*xR™:G'H, < 0} é vazio, entdo z é uma

solucao otima local do PLDNP.
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4.4 Algoritmo

Para a obtencdo dos pontos de equilibrio, Campélo (1999) propde dois
algoritmos. Tais algoritmos foram definidos a partir dos seguintes problemas lineares

paramétricos:
P(M,s):max_, F, (z, 9 RM 3maxs F(z3

Para estes problemas s é uma solucao viavel fixa do conjunto S e z é uma

solucéo viavel fixa do conjunto Z.

O primeiro algoritmo parte de um ponto viavel so O S.

Algoritmo 1

e Passo0: SeZXS#{}, tomesyS.
* Passo 1 : Resolva P(M, sp), pelo método Simplex big-M. Obtenha uma solucéo
Zo ou verifigue se o problema é ilimitado. No segundo caso, conclua que P(M) é

ilimitado para todo M=0.
» Passo 2 : Resolva P(M, zp) pelo método Simplex, obtendo uma solugéo s.
» Passo 3 : Resolva P(M, §), pelo método Simplex big-M. Obtenha uma solugéo

z ou verifigue que o problema é ilimitado. No primeiro caso, (z, S) € um ponto

de equilibrio; no segundo, conclua que P(M) é ilimitado para todo M=0.

O segundo algoritmo parte de um ponto viavel zo [0 Z.

Algoritmo 2

o Passo0:SeZ XS #{}, tome z, 0 Z.
e Passo 1: Resolva P(M, zp) pelo método Simplex, obtendo uma solugéoé.
« Passo 2 : Resolva P(M, 5), pelo método Simplex big-M. Obtenha uma

solugéo Z ou verifique se o problema é ilimitado. No primeiro caso, (E, E) é
um ponto de equilibrio, no segundo, conclua que P(M) é ilimitado para todo M
> 0.

Os algoritmos 1 e 2 terminam com uma das possibilidades:



(1)

(@)
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encontra um ponto de equilibrio do problema penalizado P(M) e,
equivalentemente uma solucao local de (P), ou

verifica que P(M) é ilimitado para todo M > 0 e, equivalentemente, que (P) &
ilimitado.

A seguir apresentamos 0 algoritmo que visa obter uma solucéo local para o

problema em Dois Niveis a partir de Pontos de Equilibrio do problema penalizado

através da analise das tabelas 6timas dos problemas P(M, E) e P(M, E). Caso nao

se encontre a solucdo para o problema PLDNP o algoritmo fornece uma direcédo de

melhoria para a funcéo objetivo.

Algoritmo Local

Passo 1: Se Zx S ={ }, pare. O problema PDNLP ¢ inviavel. Caso contrario

encontre um zo Ul Z. Faga K =1.

Passo 2: Resolva o problema P(M, zp) e obtenha uma solucao S0 S. Se

7z

este problema for ilimitado, entdo o problema PLDNP ¢é ilimitado. Caso

7z

contrério, obtenha a solugdo z* 0 Z, do problema P(M, s'). O ponto (Ek,_sk) é

ponto de equilibrio.

Passo 3: Considere as tabelas 6timas do Simplex relativa ao problema P(M,
§k) e determine N™
% Se N”={}, pare: z ¢ um 6timo local do problema PDNLP. Caso

contrario:

R/

<% N* é totalmente degenerado, Parar! Ndo ha garantia de que o ponto de
equilibrio gere uma solugéo étima local do problema PDNLP.

R/

< N* n3o é totalmente degenerado. Entdo, seja i IN™, tal que G néo seja

degenerado.

Passo 4: Encontre §k+l 0 arg mir{ Gf s: 4] P(Q_kz)} , que € outra solugéo de

P(M, Z'). Faca K = k+1 e v4 a0 passo 2.
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CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos a abordagem geométrica de alguns problemas
de programacdo em dois niveis linear quanto a sua solug¢do através dos pontos de
equilibrio do problema penalizado. Propomos também alguns testes computacionais

que visam validar os conceitos apresentados e a sustentabilidade da pesquisa.

5.1 Problemas considerados: abordagem geométrica

Exemplo 3

Utilizando as condicbes de KKT no problema A, obteremos entdo o seguinte

problema penalizado.

Problema A Problema Penalizado
Max - X P(M) Max-x- M(yw+ ya+v y
s.ax=20 (1) sa X+ y+ w= 4

max _y X=y+a :§

sax ys <@ 2

3 x= 0,y= Ow= @@=
X y < > (3) —u+u,+v=1

y =0 4 u= 0, u,=2 O,v= 0

Onde:
Z={zOR*/ Bz=b

Z={(x ywa)OR:/ x+ y+ w=4, x wa:g}

Assim:

4
e L3
1-1\y) (a >
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11_(L+t)) (11 1 1
x) |4 2 4 2 2
5 (t -t 5 1 1
M Z_(lzz) =2 [T TS S
W 4 2 2
a t1 0 1 0
t, 0 0 1
x:1—1——1(t1+t2) Xx20 o t1+tzsl—l
0 4 2 2
5 1 5
==-=(t -t >0 o t-t, <=
y 4 2(t1 2) y tL-t 5

A partir das inequacdes obtidas acima, tem-se em relacdo aos parametros t; e t; a

solugéo do conjunto Z representado na Figura 10.

FIGURA 10: Conjunto solugdo do sistema linear ndo
homogéneo Bz = b.

Dessa forma, tem-se que:

F:R? _ R
_ . . 11 5
()=t FO=(-30+1), -1 0-t) )+ €. 0,0)

Sendo os vértices do conjunto Z da Figura 10: (0,0), (3, 0),(0,),(4,2), temos:
15 51 1
F0,0: ,_,0,0_ F = 014101 =
(0,0) (14 7 F % (2 ) 0.( 2]) A

FC.0=6,02 0 3 F &9 003,z
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Entdo, o conjunto de vértices do poligono Z é: Z,={z,z,,z,,z,}0R*, como

apresentado na Figura 11.

FIGURA 11: Representagdo geométrica do conjunto Z.

Da mesma forma, descrevemos o conjunto S e 0s pontos pertencentes ao seu
conjunto de vértices (S,).

Seja:

S={sOR?/ Ds= ¥
S={(0, y, u, YORL /- y+ y+ =1}

Na Figura 12, temos o plano colorido [ R®que representa o conjunto S.

BIXO W

eixo u2

eixo ul

FIGURA 12: Conjunto solugdo do sistema linear né&o
homogéneo Ds = d.

Portanto, para este conjunto temos S, = {s1, sz} ={(0, 0, 0, 1), (0, 1, 0,0)}.
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Com os conjuntos Z, e S,, obtem-se o0s problemas lineares paramétricos
apresentados abaixo. E a partir desses problemas conseguimos obter os pontos de
equilibrio do problema penalizado e consequentemente as solucbes locais do

Problema de Dois Niveis Linear.

Nas tabelas abaixo as variaveis A; e A, representam variaveis artificiais

presentes e necessarias na tabela simplex inicial, devido a presenca de restricbes

com igualdade nos problemas P(M, E) e P(M, §), devido também a impossibilidade

de determinar a matriz identidade nestas tabelas.

Tomando os vértices do poligono Z, temos:

11 5
> ={—,—,0,0
% (4 4 j
5

P(M, 2): Max F, (3, §= = MCV)

sa.-y+u+tv= 1
u=0 u=0 vz |

v U, u, | A1 4 U U,
A 1 -1 1 1 1 u, 1 -1 1 1
Mo s 0 M| s 0 0 0
0 0 0 1

TABELA 2: Tabela simplex 6tima do Problema

TABELA 1: Tabela simplex inicial do Problema P(M. 7).
PM, Z,).
~ 11
Entdo:s; =(0,0,0, 1) e Fm (z1, S) = "

Temos na tabela 1 a tabela simplex inicial e na tabela 2 a tabela simplex étima para

o problema P(M, z,).

Essa solucédo: s; = (0, 0, 0, 1) apresenta o valor 6timo 121 para este problema.
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P(M,2): Max F, (3, $= -g— Ve 4

sa.-—y+u+tr= 1
=20 u=0 vz |

u | u, | A1 i U L
AL | 1 -1 1 1 1 u, 1 1 1 1
M 0 5 0 0
2 M 0 % 0 0
0 0 0 1
TABELA 3: Tabela simplex inicial do Problema P(M, Z,). TABELA 4: Tabela simplex otima do Problema P(M, Z, ).
. 3
Entdo: s; = (0, 0, 0, 1) e FM (z1, s) = )

" 3 . ~
O problema P(M, z) apresenta o valor 6timo 5 encontrado a partir da solugéo

Otima s; obtida, como mostra a tabela 4.

11
> =10,4,0—
% ( 2)

P(M,2,): Max F (7, 3= - M) u+ 4)

sa.—y+tuyt+tv= 1
wu=0, u,=2 0, vz

U u, A1 v U u,
Al 1 -1 1 1 1 v 1 -1 1 1
M 4 ] 00 M 0 N 0
0 0 0 1

TABELA 6: Tabela simplex 6tima do Problema P(M, Z,).
TABELA 5: Tabela simplex inicial do Problema P(M, Z,).

Entdo: s, =(0,1,0,0) e Fum (22, S) = - 4M
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Este problema apresenta a solucao: s, = (0, 1, 0, 0) e - 4M como valor étimo.

3
> =10,0,4—
% ( 2)

P(M.2): Max F (2, 9= - Mdwr> o)

sa.—y+u+rv= 1
u=0 u=0 vz |

v U, u, Al v U u,
A, 1 1 | 1| 1 1 V I ] 1 1
M | 0 4 | 3 | 0
2 M 0 4 16 0
0 0 0 1 >

TABELA 7: Tabela simplex inicial do Problema P(M, Z;). TABELA 8: Tabela simplex 6tima do Problema P(M, Z;).

Entdo: s, =(0, 1, 0,0) Fm(z3,8)=0

Nas tabelas 7 e 8, temos respectivamente, a tabela simplex inicial e a tabela simplex

6tima do problema P(M, z,).

A solucéo para este problema: s, = (0,1, 0, 0) apresenta o valor 6timo 0.

Fixando agora os pontos s, s, § no problema penalizado P(M), temos:
> §= (0,0,0,J)

P(M,s): Max K (7 §)= - x Ma)
sa. x+ty+w= 4

ey
2

x=2 =0, w20, a=(
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X y a w X y a w
W 1 1 0 1 4 w 0 2 -1 1 %

a 1 -1 1 0 % X 1 1 1 0 %
tjojpopo 0 | 1| 1] 0
Mlpojop o M | 0| 0] 1| 0] 0
TABELA 9: Tabela simplex inicial do Problema P(M, S). TABELA 10: Tabela simplex 6tima do Problema P(M, S)).

Tem-se entao: z; = (g, 0, g,O) e Fv(z, §)=- g

Nas tabelas 9 e 10, temos respectivamente, a tabela simplex inicial e a tabela

simplex 6tima do problema P(M, s).

A solucéo para este problema: z; = (g, 0, g,O) apresenta o valor 6timo - g

> s5,=(0,1,0,0
P(M,s): Max F,(z$)= - x My

sa. xty+tw= 4

x—y+cr:§
2

x= =0, w20, a=(

X y a W X y a w
w 1 1 0 1 4 w 1 1 0 1 4
a 1 -1 1 0| 3 a 10 -1 1 0] 3
2 2
1 0 0 0 1 0 0 0
M 0 1 0 0 M 0 1 0 0 0
TABELA 11: Tabela simplex inicial do Problema TABELA 12: Tabela simplex 6tima do Problema
PM, S,). PM, S,).
Tem-se entéo: z3 = (0, 0, 4, %) e Fm(z, s,)=0

Temos para o problema P(M, s,) a solucao zz = (0, 0, 4, g), como apresentado na

tabela 12. Temos também que, com essa solucédo o problema P(M, s,) obtém o valor

6timo 0.
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Resumidamente, temos:

_ 11
MaXss Fwm (ZOa S) - 'Za
maxg,sFwm (23, S) = 0;

- _3.
maxy,s Fu (21, 5) = o max,, Fu(z, §) = -g;

maxgs Fwm (22, S) = - 4M;
Kos P22 9) max,, Fu(z, s,)=0;

Portanto, podemos notar que max,g Fm (z1, S) = max,,, Fu (z, ) = —3.

Assim como, F, (z,5)=-2. Do mesmo modo que, max,sFwv (zs, S) =max,, Fu (z,

$)=0e F,(z,8)=0.

Entdo, de acordo com a definicdo de pontos de equilibrio, apresentada na
secéo 4.2, temos que (z1, S) e (z3, S,) séo pontos de equilibrio do problema P(M).
Podemos confirmar este fato através do lema 4, onde o produto escalar das
coordenadas deste ponto € nulo.

A partir das tabelas 6timas do simplex relativas aos problemas P(M, s;1) e P(M,
S;) obtemos o conjunto N*® para cada um destes problemas, objetivando assim
encontrar as solucdes locais do problema PDNLP A, apresentado na secédo 5.1
deste trabalho.

Assim, temos que:
* ParaP(M, s;): N*={} e N ={ }; (ver apéndice C)
» ParaP(M, sp): N*={1}, N*°={ }; (ver apéndice C)
Deste modo, os pontos z =(2,0,5,0) e z,=(0,0,42), solugdes de P(M, s;) e

P(M, s,), respectivamente, sdo solucdes Otimas locais do problema PDNLP A. E

possivel observarmos este fato na Figura 7.

Exemplo 4

O exemplo a seguir, adaptado de Campélo e Scheimberg (2005), tem por
objetivo ilustrar a geometria dos conjuntos viaveis de um problema PDNLP em
espacos de dimensdes maiores que dois.

Seja o problema PDNLP:
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Max—- x+2y-20z
s.a x= 0,y,z solugao d
P, :max-y+ 10z
sa x+ y+ z< 3
X+y-z=>21
X—-y+z< 1
xX+y+z< 1
y=2 0; =z 0

Tem- se entao:

> O Problema Relaxado:

Max—- x+2y-20z

s.a x= 0
X+y+2z< 3
X+y-z>21
X—-y+z<1
XxX+y+z< 1
y=2 0, == C

» Conjunto Viavel do Problema Relaxado:
W={(xy30R3: s w X3, % y 21- X ¥ 21, x 4 <71, >x0, 2y0, >z0

Conjunto Yiavel do Problerma Relaxado

D §7 o gixo %

FIGURA 13: Conjunto viavel do Problema Relaxado.
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O conjunto viavel do problema relaxado (W) € determinado pela intersecéo
das restricdes presentes no problema relaxado, que descreve neste caso, como
apresentado na Figura 13 a regido delimitada pela piramide de base quadrada com
vértices A (0,1,0), B (1,2,0),C (2,1,0), D (1,0,0) e M (1,1,2).

» Conjunto Viavel do Problema de Segundo Nivel:

Este conjunto representa o conjunto de solucdes viaveis (y, z) do problema Px.

Temos neste caso que, para x = 0:

(

{(y,z)DRi:y+zs1+x;y-2 1-x9 @2 }O,seO)«<l
V, = {(y,z)D]Ri:y+zs 3-x;y+x 1-x;9 @2 }O ,se& x<2

{(1,0)} , sex=2

{} sex>2

Para uma melhor interpretagéo geomeétrica do conjunto (V,), consideramos na figura
0<x<1

14, os casos:
1<x<2

D<x=<1

BIXD 2
210 Z

19542
2
— }’*Z‘B-X
15 — ytz<1+x
L) rd
= s
L a
0.5
]
0] 1 2 5
gixg y BixX0 ¥

FIGURA 14: Interpretagdo geométrica do Problema de Segundo Nivel
para 0< X< 2
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DXD[OJ]' y-221-x=>y-2-1+)
Ty +zg1lt x> y+ = 3 X

y-z2-1l+x=>y-221- x

y+z2<3-Xx=> y+ = I+ X

Observando a figura acima, temos que:
Ox0[1, 2] :{

Entdo, para x no intervalo [0,1] a restricdo y — z > 1 - X garante a restricao y —
Zz> -1+ Xx. Assim como, a restricdoy + z < 1 + x garante a restricdoy + z < 3 - X.
De modo analogo, temos que para x variando no intervalo [1,2] as restricbes y — z > -
1+ xey+z<3-x, garantem, respectivamente, as restricbesy —z>1-xey+z<
1+x

Resumidamente, é possivel observamos que o conjunto V, € determinado por
triangulos isosceles de vértices (1 —x, 0), (1 + x, 0) e (1, X) para DXD[O,J] e(-1+x,
0), B-x 0 e (1, 2 - x) para DxD[l, 2] . Esses triangulos podem ser melhor

identificados quando pensamos na projecdo de ‘cortes’ realizados
perpendicularmente ao eixo x na piramide apresentada no conjunto W , ou seja, de
maneira mais rudimentar, na ‘fatiacao’ vertical desta figura. Dessa forma, esses
tridangulos aparecem de acordo com a variagdo da variavel x, partindo inicialmente

de um ponto, quando x = 0 e apresentando assim um crescimento quando x - le

um decrescimento paraxD[l, 2] , até voltar a sua forma inicial de ponto quando x = 2,

como mostra a Figura 15.

Dy < 1<x<2

y-z>1-x L — y-z>-1+x
— y+z <1 +x \

RiX0 Z
eixo z

0 1-x 1+x 2 o +x 3-x 2
eixo y gixo y

FIGURA 15: Conjunto Viavel do Problema de Segundo Nivel
para 0< X< 2
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Observagao:
O conjunto viavel do Problema de Segundo Nivel quando x assume valores maiores
que 2 é vazio, visto que as restricbes envolvidas ndo apresentam uma regiao

comum, como mostra a Figura 16.

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

BIXO

0z

0.15

0.1

0.05

0
0 0z 04 0.6

eixo y

FIGURA 16: Conjunto Viavel do Problema de Segundo
Nivel: x > 2

» Conjunto Solucéo do Problema de Segundo Nivel:

{(Lx)}, se@ x 1

ArgmaxP (x)= {(1 2- x)} , se k x<

Funcao valor.

f(x1x)=-1+10x, se@ x 1
V(x) =

f(x12-x)=19- 1, sed x

Como o problema do segundo nivel busca a maximizacdo, tem-se que o
conjunto solucao deste problema € dado justamente pelos pontos que descrevem as
arestas da piramide de W, quando y = 1. Este fato pode ser melhor observado se

atentarmos ao gradiente desta fungdo, que nos dé a sua direcdo de crescimento.

Para este problema a figura 17 ilustra a solucdo do problema de segundo
nivel, quando x assume valor 0 e quando x assume valor 2 (pontos de cor verde).

Essas solucdes sao de modo respectivo, os pontos (1,0) e (1,0).
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08

i

BN T

0.4

0.2

alxo BN M

FIGURA 17: Conjunto Solucéo do problema de Segundo Nivel.

» Conjunto Viavel do PDNLP:

V={(x1x:0s x<30{(x12 3 :k x }

Neste problema o conjunto V é representado pelas arestas em vermelho AM

e MC da piramide do problema W, como mostra a figura 18. Na figura 15,
observamos essas arestas, determinadas a partir da unido dos pontos pertencentes

ao conjunto solucéo do problema de segundo nivel.

Conjunto Viavel do Problema de Dois Miveis

Bix0 T
[k

iy 0o s x eloy ko %
FIGURA 18: Conjunto Viavel de PDNLP no Problema FIGURA 19: Conjunto Viavel de PDNLP.
Relaxado

» Conjunto Solucdo do PDNLP:

v:={(01.0}
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BiXD 2

aixa ¥ =2

BiX0 X
FIGURA 20: Representacio Geométrica do Conjunto Solucdo do PDMNLFP

De acordo com o conjunto viavel de PDNLP, apresentado anteriormente,
temos que a solucéo deste problema da-se exatamente em um dos veértices (A, M ou
C) da piramide de W. Sabendo, portanto que, o problema do lider busca a
maximizacdo, temos que isto acontece quando a variavel de decisdo do lider (x)
assume valor minimo, ou seja, zero. Pode-se observar isto através da Figura 20, em
que é possivel notar a direcdo de crescimento (gradiente) desta funcdo. Ainda nesta

figura, ilustra-se através do ponto verde a solucéo (0,1,0) do problema em questéao.

> PROBLEMA PENALIZADO:

Utilizando as condi¢cbes KKT para a reformulacdo do problema PDNLP do
exemplo 4, temos o problema penalizado P(M):

Exemplo 4
Max—- x+2y-20z
s.a x= 0,y,z solucao d
P, :max-y+ 10z
sa x+ y+ z< 3
X+y—-z=2 1
X—-y+z< 1
XxX+y+z< 1
y= 0; =z O
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P(M): Max -x+2y— 20z— M@ +au,+au+a u,vy+v z.
sa xtwywzag=3

-X-y+z+ta,=-1

X-y+z+ta,= 1

-X+ty+z+a,= 1
VR R Ay A

Mttt 1, —v,= 10

Xx= Oy= 0,z O,= 0,2 O

a= Oy= O parxg 1,234

Neste problema, temos o0s conjuntos Z e S que determinam

respectivamente, os conjuntos viaveis da formulacdo primal e dual do problema de

segundo nivel.

z={z0R]/ Bz= h

- (%Y, 2a,,0,,0,,a,)OR [ x+ y+ za,=3; - x y za,=-1]
X=y+z+a,=1, - x+ y #a,=1

Assim:

111 X 0
1110y | |a]| |-
(xy,za,a,,0,0,)0 Z = e Mk
3

1110\a) \a,

_1

X 111 0 X 3) (O

y | |-1-210 |- a, y_O-1 0E -1 | a,

“lz|l1110 _03 Tz Zli 1_0'3

a) (1110 a, a) |0 05 S|l 1) la,
1 1-1 ]



45

(t-t,)
(t1_t3) 2 2 _1
xS AERL 2
1—(t2+t3) 1 2 _1 3
z 2 1 0 2 2
o lay [=] it +t = 0]+t —1+t,]1  [+t,[1
az tl 0 1 0 0
a, | |t 0 0 1 0
a, ts 0 0 0 1
le"'l(tl_tz)
2 >0 < —t1+t2S 2
1
=1+ (-t 20 = -t+tgs?2
. y 2(t1 3) N y L+t
N >0 o t,+t,< 2
z=1—5(t2+t3) a,20 < -t +t,+t,20
a’l:—tl+t2+'[3

onde t t, t;= O

O conjunto de inequacdes acima, definido pelos parametros ti, t; e t3
representa através de parametrizacdo o conjunto Z. Este conjunto e seu conjunto de

vértices Z, sdo apresentados na figura 21.

Temos entao:

F:R® - R’

(t.t,t;) =t F(t):[% (tl—tz),—;(tl—tg,——;(t Sttt Attt ot ;+ (1,1,1,0,0,0,(

Sendo os vértices do conjunto Z 0O R?: (0,0,0), (0,0,2),(2,2,0),(0,2,0),(2,0,2), temos:
F(0,0,0)= (1,1,1,0,0,0,05 z F(0,2,0)= (0,1,0,2,0,2,3 z

F(0,0,2)= (110!0127010129 Z F Z,Q, 2): (2,1,0,0,2,0,2% A
F(2,2,0)= 1,2,0,0,2,2,09 z,

O conjunto de vértices do poliedro Z O R’ é Z, = {z1, 22, Z3, Z4, Zs}.



eixo t3
£

POLIEDRO Z

2 2 eixo 1
gixo t2

FIGURA 21: Conjunto solucdo do sistema linear ndo homogéneo Bz = b.
De modo analogo, determinamos 0s conjuntos S e S,:

S={sOR’/ Ds= ¥

S={0,\, % Y U, Y, WOR, /= y+ y+ ¢ @ ¥ 1 ¢ ¢ o g ¥10}

=1t - p, -yt Uy,

V.
s=(0,v,u)=(0y, v, , OR’= s S { '
( ﬂ) ( 1 2/’111/'1271'13#4) = {V2:_10+,L11+ﬂ2+/13+/14

v, ) (14t -t —t,+t, 1 1 - (-1 (1
v, | |10+t +t,+t,+t,| [-10| |1 1 1 1
o A= 2| 0 +t, ! +t, 0 +t, 0 +t, 0 :VO+Z4:t,-Vj;
w ||, 0 0 1 0 0 =
w ||t 0 0 0 1 0
)\, 0 0 0 0 1

V, =(,-10,0,0,0,0
V;=(11,1,0,0,0)
onde<V, = ¢ 1,1,0,1,0,0)
vV, =(-11,0,0,1,0)
V,=(110,0,0,1)

46
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v, =1+, —-t,-t,+t,) V,20 < -t+t,+t-t,<1
=
v, ==10+ (t, +t,+t,+t,) V,20 o tHt,+t 4t > 1

onde t t,t,t,2 O

4
Podemos escrever s=(0,v,u)= F(t);ondeF ¢ L L I, F (Ovo+z Ty PR xR®
j=1
-t +t,+t,-t, <1 J

Para o conjunto de restri¢cdes:
t +t,+t,+t,>10

Consideraremos primeiramente as igualdades correspondentes:
-, =1 (1-1)(t) (1) (1-1)(t, t)
t+t,+t,+t,=10 (1 1t ) (10 (1 3l t,)

Daqui resulta

N

oty

Observamos entdo que a interse¢cdo dos hiperplanos -t +t,+t,—t,=1 e
A 13 ” 11 9 ’
t +t,+t,+t,=10 € o “plano” que passa pelo ponto (O, O, > 5) e é gerado pelos

vetores (1, 0, 0, -1) e (O, 1, -1, 0). Temos entéo na figura 22 a ilustragdo do conjunto

S em relac&o aos parametros ty, t, tz € t4 projetado em R?.

Bix0 Z

OO0 = M W & M m

W

eixo vy 6 1

2ixo ¥

FIGURA 22: Conjunto solugéo do sistema linear ndo homogéneo Dz = d
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Entao:
F:R* 5 R’

(tottot,) =t F)=(0t,—t,—t +t t+t +t 4+ttt t )+ (0,1 10,0,0,0,0,

Sendo os vértices do conjunto S O R*: (0,0,4 L9 (£,0,4,0),(2,0,1, 2),(2,1,0,
2),(2,4,0,0),(0, 4,0, 2) temos:

11 9 11 9)_ 9.
F(002 2) (OOOOOE—J—Sl F(2,1,0,9) [09,0,— 1,073 S
9 11 . _ 9 11 )_ 9,11 09 1
F(E’O’E’O)‘(O’O’O’_z 0 @—sa F -6 ,0,10@ @o, ],0,0J
9 9. 9 9 1 _
F(Eioili_z)_(oigioz 101]5j_% F '%1 ) ' () O@O j_%

Assim, SV={ $S S H D 6}5

Com os conjuntos Z, e S,, obtemos os problemas lineares parameétricos
apresentados abaixo. E a partir desses problemas € possivel obtermos os pontos de
equilibrio do problema penalizado e consequentemente as solugfes 6timas locais do
problema PDNLP, apresentado no exemplo 4 deste trabalho.

Portanto, para:
> 2=(1,110,0,0,p

P(M,2): Max (2, $= -19 M(y* y)
sa -y+uytuy-y+v,=1
u+u,+u+u-v,= 1(
v,2 0y,=2 0
> 0, para= 1,2,3,4

Vi | Vo | U | Uy [ U [ U, |AL]|A2 v, | v, |ulu|uyluy,
A1, 0} -1 1| 1| -1f 1} O 1 u, % _% o1, 1,0 171
A,lO|-1| 11 1 1] O] 1 10 u | — % - % 10| 0] 1 %
M|1|1, 0| O0f Of O] O] O M 1 1 0| 0| 0| O

olol ol ol ol of 1 1 TABELA 14: Tabela simplex 6tima do Problema P(M, z1).

TABELA 13: Tabela simplex inicial do Problema P(M, z).
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Entdo: s = (0, 0, 0, % 151 0,0)=s e Fwm (21, 8) =-19

Temos nas tabelas acima: a tabela simplex inicial (tabela 9) e a tabela simplex 6tima
(tabela 10) do problema P(M, z).

A solucéo 6tima s, apresenta para este problema o valor -19.

» 2,=(1,0,0,2,0,0,2

P(M,z): Max F,(z, 3= -1- M2uy+ 2y)
sa -y+u+uy-y+v,=1
u+u,+u+u-v,= 1

v,z 0y,=z O
u = 0, para= 1,2,3,4

Vi | Vo | U | U, | U |u, |AL] A2 vy V, | u | u, |u|u,
Al 1|o0|-1| 1] 1| 1] 1 o 1 L| L [-t|[0[1]1]o[x
A, O|-1| 1| 1| 1| 1, 0O 1] 10 u | - % - % 1 0 0 1 %
M|O| O] 2| 0Of O 2 0 O M 1 1 0| 0| 0] O] O
0| 0| 0] O] OfF O 1} 1 TABELA 16: Tabela simplex 6tima do Problema P(M, z»).

TABELA 15: Tabela simplex inicial do Problema P(M, z»).

Entdo: s = (0, 0, O, g 151 0,0)=s e Fu(zz,8)=-1-9M

Na tabela 11 a tabela simplex inicial do problema P(M, z,) e na tabela 12 a tabela

simplex 6tima deste problema.

Para o problema P(M, z) a solucdo 6tima s, nos da o seguinte valor otimo:

-1-9M..

> 2,=(1,2,0,0,2,2,)
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P(M,z): Max (2, 9= 3- M2y+ 2y+ 2y)
sa -y+ru+tu-yty,=1
W+u+ U+ u-v,= 1

v,z 0p,=z2 O
u == 0, para= 1,2,3,4
Vi | Vo | W | Uy | Uy | U, |Ar]A2 v, | vV, U |u, | Uy,
Al 1|01 1) 1 -1 1] O 1 uy, % _% oOoj1, 1,0 171
A,jO|-1} 11 1, 1f O 1 10 | _1|_2z /1|00 1]z
20l o| 2] 2] o] of o I 2
M 1 1 0| 0| 0] 0| O
00 0| O] O] O] 1 1
TABELA 18: Tabela simplex étima do Problema

TABELA 17: Tabela simplex inicial do Problema P (M, z3). P (M, z3).

Entdo: s = (0, 0, O, % 151 0,0)=s e Fwm(zzs)=3-1M
Nas tabelas 13 e 14, temos respectivamente, a tabela simplex inicial e 6tima do

problema P(M, z,).

Este problema tem como solugéo s, e apresenta o seguinte valor 6timo:3-11M .

> 2,=(0,1,0,2,0,2,p

P(M,z): Max F, (7, 9= 2= M2+ 24+ )
sa -y+tuy+u-y+y,=1
u+u,+u+u-v,= 1

v,z 0y,z2 O
u= 0, para= 1,2,3,4

Vi | Vo | U | U, | U [ U, |AL] A2 v, | Vv, W | U |u,

A1, 0}-1| 12, 1} -1 1 0O 1 u, % —% oj1y1, 0 171

A, O | -1y 11| 1/ 1] O 1 10 u, _% _% 10| 0] 1 %
1/0| 2] 0| 2, 0] 0] O M| 1 0| 2| 0| 2 0 O
00| O O] O] O] 1] 1 TABELA 20: Tabela simplex étima do Problema P (M, za).

TABELA 19: Tabela simplex inicial do Problema P (M, z4).
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Entdo: s=(0, 0, 0, O, 1?1,0,2) =s e Fu(zas)=2

Nas tabelas acima, temos a tabela simplex inicial (15) e a tabela simplex 6tima (16)

do problema P(M, z,).

Para este problema a solugéo 6tima s, apresenta o valor 6timo 2.

> z=(2,1,0,0,2,0,2

P(M,z): Max (3, $=—- M2y+2y+ )
sa -—y+u+y-yty,=1
u+u+u+u-v,= 1

v,z 0,2 0
u== 0, para= 1,2,3,4

Vi [V, U | U, | U | u, |[Ar|A2 v, | Vv, U |u, | Uy,
A1 0}-1 1| 1| -1 1] O 1 U, % —% 0(1j1} 0 171
A, O|-1] 1| 1| 1| 1| O] 1 10 u | — % — % 1,0 0] 1 %

1,100 2| 0, 21 0f O M| 1 0O |0 2] 0] 2, O

00| 0| O] O] O 1 1 TABELA 22: Tabela 6tima do Problema P (M, zs).

TABELA 21: Tabela simplex inicial do Problema P (M, zs).

Entdo: s = (0, 0, O, % 0, 151,0) =s, e Fu(zs,9)=0

Temos para o problema P(M, z), a tabela simplex inicial (17) e a tabela simplex
Otima (18).

A solucéo 6tima s, apresenta para este problema o valor 6timo 0.

Fixando agora o ponto sUJ§ no problema penalizado P(M), temos os seguintes

problemas paramétricos:

Observacédo: Como as solucdes obtidas para os problemas P(M,_z) apresentados

acima foram apenas 3 pontos distintos do conjunto S, sendo eles: (g,s_;, %),
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apresentaremos somente a analise das tabelas simplex de P(M,_s) para tais pontos,

visto o interesse em encontrar 0s pontos de equilibrio.

Assim:

> %=(QQ03,¢E,9
2 2

P(M,s):Max F,(z5)=- %2y20z 1\6201+131a3j

sa Xx+ty+tza= 3
X+y-z-a,= 1
X-y+z+a,= 1
-X+y+z+a,= 1
x= 0y= 0z= O

a = 0; pare= 1,...,4

X\yl|lz|a|a,|a|a,| A X\ylz|a|a,| a, |a,
a (1)1 1) 1) 0 0 O O 3 “xl1lo[1[2s]0] 2 |0]2
A, [1]1] -1 o -1] o] of 1 1 2 2
1]2/20{ 00| 0] 0] 0O y (0411011017011
M 1010y 0p 810111010 M |o[ojO|s | O] u|O]O
2 2
00| O O] O 0 0 1 olol19] 2 |0 1 0
TABELA 23: Tabela simplex inicial do Problema P (M, s,). 2 2

TABELA 24: Tabela simplex 6tima do Problema P (M, sy).
Entdo:z=(2,1,0,0,2,0,2)= z e Fm(z,s2) =0

Nas tabelas acima, temos: a tabela simplex inicial (19) e a tabela 6tima (20) do

problema P (M, sp). Tem-se como solucdo deste problema z que nos da o valor

6timo 0.

> %z@ﬁﬁﬁi?&@
2 2
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P(M,s):Max F,(z§)=- %2y 20z V\E%aﬁ%lazj
sa xty+tza= 3
X+y-z-a,= 1
X=y+z+a,= 1
-X+y+z+a,= 1
x= Oy= 0z= O
a =2 0; para= 1,..,4
X\yl|lz|a|a,|a|a,| A X\ylz|a | a, | a, | a,
a, |11 1] 1| 0| 0| O O 3
A TT[T 2l ol 2l o o 1 1 il el e e il el
1 - ' 1/ojof 0| _2|21]0]|1
a|1|1[1]|0] 0| 1] o] of1 " 2|2
a, |-1|1] 1] o] o] of 1] o] 1 z |00l 0P 011111
1/-2/200 0| 0] O] 0| O yl0{2{0| 0| 2| 0|11
M|O|O| O]9 |212]0|0]O0 2 2
2 2 M [0/0|0]| O 1 91910
00| O O] 0| 0Of O] 1 2 2
. 0/0|0| O i 21| 9
TABELA 25: Tabela simplex inicial do Problema P (M, ss). 2 2
TABELA 26: Tabela simplex 6tima do Problema
P(M,Ss).

Entdo:z=(1,1,1,0,0,0,00=2z e Fm(z, s2)=-19

Temos nas tabelas 21 e 22, respectivamente, a tabela simplex inicial e a tabela

simplex 6tima do problema P (M, ss), que nos da como solugdo z e o valor 6timo 1

para este problema.

> sﬁz(o,o,o,o}—l,o,—gj
22

P(M,s):Max F,(z§)=- %2y 20z Aﬁ%laﬁgmj

sa xt+ty+tza= 3
X+y-z-a,= 1
X=-y+z+a,= 1
-X+y+z+a,= 1
x= 0y= 0z= 0O

a= 0; pare= 1,...,4
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X|Yy|z|a|a,|a|a |A X\|\y|zja | a, |a,|a,
a |1]1]1] 1] 0] 0 of 00 3 — ol ol 1111 ot
A |1|1]-1] o] -1] o] o] 1] 1
a(1(1[1]0] 0] 1] o] o] 1 @200 t] OO0 -2
a, |-L[1[ 1] 0] o] o] 1| of 1 z |-110j1) 01 1 10110

1]2/20/ 0] 0] 0] 0] © y[ofifolo]-1]o]1]1

9
MO0 01913109130 M [0 fofo[ o ulos o
0]0] 0] 0] 0] 9] 9] 1 21/0j/o0/ 0| 11 0] 9

TABELA 27: Tabela simplex inicial do Problema

P (M, Se).

TABELA 28: Tabela simplex 6tima do Problema
P (M, Se).

Entdo:z=(0,1,0,2,0,2,0)=2 e Fm(z,52)=2

Nas tabelas acima, temos: a tabela simplex inicial (23) e a tabela 6tima (24) do

problema P (M, sg). Tem-se como solugcao deste problema: z = (0, 1, 0, 2, 0, 2, 0),

que nos da o valor 6tim

0 2.

Resumidamente, temos:

max Fy (z1, S) =-19

max Fy (z2, S) = —-1-9M

max Fu (z3, s) = 3—1IM

max Fy (z4, S) =2

max Fy (zs,s) =0
max Fy (z, s2) =0
max Fy (z, ss5) =-19

max Fy (z, Sg) = 2

De acordo com as solugdes obtidas acima, temos:

maxF, (2, 9
maxF, (z,$
maxF, (%, 9

Assim (z,s).( 2, §)

e(z9

= mak, (2 =- 1%F,(,
= mak, (23 = 2F,(.,2s
= mak, (2,3 = €F,(sz,s

sdo pontos de equilibrio do problema P(M).
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Temos ainda a satisfacdo do lema 3, que pode ser observado nas seguintes
consideragoes:

Sendo:
z=(11,1,0,0,0,0 z,=( 0,1,0,2,0,2)0
ss=(ooog 121 0,9 = Z2g= 0 =( oo,cy,&,,o j = z&(

(2,1,0,0,2,0,2

z,
9 11 .
Ololoy_los_ )
S, ( 50 (3 = &3

0

A partir das tabelas 6timas do simplex relativas aos problemas P(M, sy), P(M,

ss) e P(M, sg) obtemos o conjunto N*™ para cada um destes problemas, objetivando

assim encontrar as solucdes locais do problema PDNLP, apresentado no exemplo 4
deste trabalho.

Assim, temos que:

* ParaP(M, sp): N*={3} e N*={ }; (ver apéndice C)

={
» ParaP(M, ss): N*={}, N*={}; (ver apéndice C)
» ParaP(M, s¢): N*={1}, N*°={ }; (ver apéndice C)
Deste modo, os pontos z=(2,10,0,20,2 z=(1110000 e

2,=(0,1,0,2,0,2,), solugdes de P(M, s), P(M, ss5) e P(M, se) respectivamente, s&o

solugbes Otimas locais do problema exemplo 4. E possivel observarmos isto na
Figura 18.

5.2 Testes Computacionais

Foram considerados nos testes os exemplos abordados geometricamente na secao
anterior, sédo eles: Exemplo 3 e Exemplo 4.
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» Problema Teste - Exemplo 3:

Max - x P(M) Max-x- M(yw ya+v Y
s.ax=0 sa x+ y+ w= 4
max -y x—y+a—§
sa X s ¢ PROBLEMA 2
' x= 0,y= Ow= Q@@=
X ¥y < — PENALIZADO u-u-v= 1
y >0 wu= 0,u,=2 O,v= 0

Utilizando o algoritmo 2, implementado em Matlab, tomamos:

3
z,=(0,0,4,
5= ( 2

Tem-se:

P(M,2): Max F,(2, 9= - Mdy> 1

sa. y-uy-v= 1
u=0, u,2 0, v= |

Para este problema o algoritmo obtém a solugéo s,= (0, 1, 0, 0)

Tem-se entdo:

P(M,s): Max K, (z$)= - x My
sa. X+t y+w= 4

x—y+a:§
2

x= =0, w20, a=(

Que nos da z, = (0,0,4% )
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Entdo (z,, s) é Ponto de Equilibrio.
Assim z, n&do somente é uma solucéo local de PDNLP, como também € solugéo

global deste problema (ver figura 7). Visto que:

N ={3 N°={ )

» Problema Teste - Exemplo 4:

Max—- x+2y—-20z
s.a x= 0
P, :max-y+ 10z
sa X+ y+ z< 3
XxX+y-z=>21
X—-y+z< 1
XxX+y+z< 1
y=2 0; =z (C

Penalizando na funcdo objetivo do lider as restricbes de complementaridade, que
aparecem apos a reformulacdo de PDNLP através das condi¢des de KKT, tem-se:

P(M): Max X +2y = 202~ M4 +ally+ Qi+ Y FVy+V 2|
sa xtwywzag=3

-X-y+z+a,=-1

X—-y+z+a,= 1

-X+ty+z+a,= 1
W Y =1

Mo+ i+ pyt =V, = 10

x= 0y=z 0,z O 0,2 O

a=z 0= O pax 1,234

Utilizando entédo o algoritmo 2, toma-se:

2,=(1,2,0,0,2,2,)
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Assim, temos:
P(M,z): Max F, (7, $= 3- M2u+ 2y+ 2y)
sa -y+ru+tu-y+y,=1
u+u+u+u-v,= 1
v,z 0p,=z2 O
u == 0, para= 1,2,3,4

911

Obtém-se para este problema a solucéo s, = (O,O,OE > 0(3 como mostra a tabela

14.

Tem-se entdo:

P(M,s):Max F,(z§)=- %2y 20z V\E%aﬁ%lazj
sa xty+tza= 3
X+y-z-a,= 1
X=y+z+a,= 1
-X+y+z+a,= 1
x= 0y= 0z= O
az= 0; pare= 1,...,4

Que nos da a seguinte solugdo: z =(1,1,1,0,0,0,)

Temos assim o ponto de equilibrio (z, s).

Este ponto de equilibrio determina uma solucao 6tima local para o problema PDNLP.

Observamos isto em:

N =) N = )



59

CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Conclusoes

Os problemas em Dois Niveis tornam-se importantes por tratar com
evidente realismo problemas de estruturas hierarquicas, cada vez mais comuns em
sistemas organizacionais. Dessa maneira, 0 método de Pontos de Equilibrios torna-
se uma alternativa eficiente na solucdo deste problema, visto que apds a
transformacdo de PDNLP em problemas equivalentes € possivel aborda-lo utilizando
técnicas da programacao linear.

Portanto, o propésito deste trabalho foi abordar o Problema em Dois Niveis
Linear utilizando para sua solucdo o método de Pontos de Equilibrio. Para isso,
buscou-se ressaltar os aspectos geométricos dos conjuntos de viabilidade de
PDNLP e dos conjuntos Z e S do problema penalizado através da apresentacao de
exemplos de baixa dimensao, desejando com isso facilitar a compreensdo deste
problema.

Apresentou-se inclusive um problema (exemplo 4) de maior dificuldade
geométrica quanto a apresentacdo dos conjuntos de viabilidade Z e S, visto que
estes se apresentavam em espacgos de dimensao maior que trés. Dessa forma, fez-
se necessario recorrer a algebra linear para obter a representacao de tais conjuntos
atraveés de transformacdes lineares.

Portanto, foi de extrema necessidade uma revisdo de conhecimentos de
algebra linear, analise convexa, solvers de programacao linear, manuseios com o0
matlab, entre outros.

Além claro, de programacéo linear que permitiu melhor compreenséo e
analise das tabelas simplex apresentadas. Facilitando inclusive, a assimilacdo de
forma mais clara do conceito de Pontos de Equilibrio, observado com mais detalhes
a partir dos exemplos abordados.

E valido ressaltar que a analise das tabelas simplex foi de extrema
importancia para a compreensdo das condi¢cdes de otimalidade local do problema

PDNLP, principalmente para a implementacdo do algoritmo local em matlab. E
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importante também lembrar que a abordagem algoritmica ndo foi o foco deste
trabalho, esta foi utilizada apenas para validacdo dos dados obtidos, como ja
mencionado.

Dessa forma, este trabalhou objetivou ressaltar através de abordagens
geométricas caracteristicas importantes dos problemas em Dois Niveis Linear e de
Pontos de Equilibrio, facilitando atraves da visualizagdo o conhecimento destes.

6.2 Recomendacdes para trabalhos futuros

Para pesquisas futuras propfe-se a abordagem do método de Pontos de
Equilibrio para problemas Multiniveis. Propde-se também a criacdo de um modelo
para estudo de caso deste problema.

Sugere-se, ainda, aduzir possiveis relacbes entre o0s problemas de
programacao estocastica com recursos de dois estagios e os problemas de
programacdo em dois niveis, principalmente quanto aos niveis de decisdo, a

resolucao e o tratamento destes problemas.
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APENDICE

APENDICE A

Conjunto Convexo e Conjunto Conexo

Conjunto Convexo

» Definicdo: Um conjunto C OOJR" é convexo se contiver qualquer combinacao

convexa de dois quaisquer de seus pontos.

M
i
-

FIGURA AA1: Conjunto Convexo FIGURA AA2: Conjunto N&o Convexo
Onde:
Combinacdo Convexa : Um ponto y(A) é combinagéo convexa de dois pontos, z e w

de um espaco vetorial V, se: y(A) = (1 -A)z + Aw, A O[O, 1].

Geometricamente, no plano, os pontos que pertencem ao segmento de reta que vai
do ponto z até o ponto w sao pontos representados por y(A) e variam de acordo com

0 parametro A, como se mostra na Figura AA3.

y(A)

FIGURA AA3: Combinagéo Convexa de dois pontos
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Conjunto Conexo

» Definicdo: Um conjunto C é dito conexo quando ndo pode ser escrito como

a uniao de dois conjuntos A e B ndo vazios e abertos e tais que
An(cl B)={ } e (cl A)n B={ }
onde cl denota o fecho do conjunto (ISMAILOV e SOLODOQOV, 2009).
O conceito de conexidade de conjuntos esta ligado a ideia de continuidade. Na

verdade, um conjunto C € conexo quando existe sempre um “caminho continuo” de

pontos de C entre qualquer par de pontos deste conjunto.
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APENDICE B

Condic0Oes de regularidade

» Definicao:

Com relacéo ao seguinte problema geral de Programacao Matematica

. h(x) =0,
(P):max, f (x), s. 9(x) <0

(aqui f:R" - R,g:R" - R h:R" - R")

Se xOV:={xOR"/ d X <0, If X=0}, diz-se que a restricao g,(X) <0 é uma restricdo
ativa no ponto X, se 0, (;() =0.
Neste caso i é chamado indice ativo.

| (x) O{L,2,3,...k }denota o conjunto de indices ativos no ponto X

Cada uma das trés afirmacdes seguintes € chamada condi¢cdes de regularidade.

(1) Condicdes de Linearidade.

Quando as fungdes g e h séo afins.

(2) Condicdes de Mangasarian — Fromovitz.

Quando as linhas h;(;<) da matriz Jacobiana h(X) em algum ponto xOV
constituem vetores linearmente independentes em R" e

[ O Ker h(X tal que< ¢ (x),d>< @ O I (x.

(3) Condicao de Slater.

H é wuma funcdo afim e g €é uma fungcdo convexa e

[XOV tal queg )< @i0 {1,...k .



APENDICE C

Andlise das Tabelas Simplex: Solucédo Otima Local de PDNLP

» Problema: Exemplo 3

indices das variaveis: (x,y,w, a) = (1,2,3,4)

* P(M, sy)
Basicas N&o Basicas
w X y a
1 1 1 0
0 1 -1 1
0 1 0 0
0 0 0 1
N+ ={ } s N+o ={ }
= 3 é solucéo local
* P(M,sy)
Basicas Nao Basicas
w a X y
1 0 1 1
0 1 1 -1
0 0 1 0
0 0 0 1
N* ={1}
-1
-1

G1=1 S(z)Fs O Gs# |

N =)

= z3 é solucéo local

» Problema: Exemplo 4

S(z)=3%n S

z, 4w+3a =0
s=(0,v,y,u)0Z = y= y=0
S(z)={ ¢

67
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indices das variaveis: (x,y,w, a,,a,,a,,a,) = (1,2,3,4,5,6,7)

= P (M, Sz)
Basicas N&o Basicas
X a, | a, |Y a, | a;
1 0 0 1 1 0
1 -1 |0 1 101 0
1 0 0 -1 1 0 1
-1 0 1 1 1 0 0
1 0 0 -2 20 | O 0
0 0 0 0 0 9/2 | 11/2
N* ={3
. S(z)=%n S
. z':2x+ y+2a,+20,=0
1 s=(0,v,%,4,4,4,4)J Z= y= y= y=0
= 9
1 onde
0 a=(0,0,-9,0,0,1,0)
0 b=(0,0,2,10,10)
0S(3)={ s}
N ={}
= Z5 é solucéo local
= P (M, Ss)
Basicas N&o Basicas
a | X z Yy a, a, a,
1 1 1 1 0 0 0
0|1 11 -1 0 0
0 1 1 -1 0 1 0
0 101 1 0 0 1
0 1 20 | -2 0 0 0
9/2 | 0 0 0 11/2| 0 0




N ) N )

= 2z; é solucéo local

= P (M, se)

Basicas N&o Basicas
a, |a, |z |y X |a |a,
0 |1 |1 |1 1 [0 |o
00 [1]1 |[1 [ [0
1 [0 |1 [1|[1 Jo o
0 |0 [1 [1 |[1 Jo |1
0 |[o [20] -2 1 0 0
0 |0 [0 [0 | [0 [11/2]9r2
N ={3}

-1

-1

-1
G =|1 SzFs O Gg# |
1

0

0
N+O:{}

= 24 € solucéo local

S3)=4nS

Z,: y+2m+20,=0
=0\, % 4,4, 4,y 2 ¥ F ¥ (
Sz)={ayp =3

onde

a=(0,0-110,0,6: 1)

b=(0,0,2,0,1,0,1)

0S(2)={ ¢



