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Uma proposta algoritmica para o Problema de Dois Níveis Linear

Aqui consideramos el Problema de Dois Niveis Linear (PDNL):

(𝑃𝐷𝑁𝐿):

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟(𝑥,𝑦) 𝐹𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑐1
𝑇𝑥 + 𝑐2

𝑇𝑦

𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑥 ∈ ℜ+
𝑛1 𝑒 𝑦 é 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜 𝑑𝑒

(𝑃𝑆(𝑥)): 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟𝑦 𝐹𝑆(𝑦) = 𝑑𝑇𝑦

𝐺𝑥 + 𝐸𝑦 ≤ 𝑏

𝑦 ∈ ℜ+
𝑛2



Comapremos o (PDNL) com um problema de PL comum:

(𝑃𝐿):

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟(𝑥,𝑦) 𝐹𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑐1
𝑇𝑥 + 𝑐2

𝑇𝑦

𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑋 ∈ ℜ+
𝑛1 𝑒 𝑦 é 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜 𝑑𝑒

(𝑃𝑆(𝑥)): 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟𝑦 𝐹𝑆(𝑦) = 𝑑𝑇𝑦

𝐺𝑥 + 𝐸𝑦 ≤ 𝑏

𝑥 ∈ ℜ+
𝑛1 , 𝑦 ∈ ℜ+

𝑛2
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RI

𝑋

Y
𝑥∗, 𝑦∗

𝑥∗

𝑦∗ 𝛻𝐹𝑆

𝛻𝐹𝐿

𝐺𝑥 + 𝐸𝑦 ≤ 𝑏

𝑥0

𝐸𝑦 ≤ 𝑏 − 𝐺𝑥0

𝛻𝐹𝐿

𝑦0 ∈ 𝑅(𝑥0)

𝑃𝑟𝑜𝑗𝑋(𝐺𝑥 + 𝐸𝑦 ≤ 𝑏)

Note que:

(PDNL) ⟺
𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟(𝑥,𝑦)𝐹𝐿(𝑥, 𝑦)

(𝑥, 𝑦)𝜖𝑅𝐼

𝑥∗, 𝑦∗



Example 2 (Campêlo and Scheimberg, 2005)
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𝛻𝐹𝐿

𝛻𝐹𝑆(𝑥0, 𝑦0)

𝑥0

ො𝑦0

(𝑥1, 𝑦1)
(𝑥2, 𝑦2)

𝛻𝐹𝐿

(𝑥0, ො𝑦0)

(𝑥3, 𝑦3)
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𝛻𝐹𝐿

𝛻𝐹𝑆

𝐹𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝐿(𝑥2, 𝑦2)

(𝑥2, 𝑦2)

𝑷𝜶: 𝐹𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝐿(𝑥2, 𝑦2) − 𝜀 = 𝛼, 𝜀 > 0
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𝑷𝜶 = 𝑥, 𝑦 𝜖ℜ+
𝑛1+𝑛2: 𝐺𝑥 + 𝐸𝑦 ≤ 𝑏, 𝑐1

𝑇𝑥 + 𝑐2
𝑇𝑦

𝐹𝐿(𝑥,𝑦)

= 𝛼

Existe algum ponto da RI em 𝑷𝜶?
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𝐺𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝑠 = 𝑏

𝑐1
𝑇𝑥 + 𝑐2

𝑇𝑦 = 𝛼

𝑢 − 𝐸𝑇𝑤 = 𝑑
𝑢𝑇𝑦 + 𝑤𝑇𝑠 = 0

𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑠 ≥ 0, 𝑢 ≥ 0,𝑤 ≥ 0

Pelas condições de KKT, pode-se provar que a questão: “Existe algum ponto da RI em 𝑷𝜶?”,
é equivalente à questão: o seguinte sistema tem solução?

Note que 𝑢𝑇𝑦 + 𝑤𝑇𝑠 ≥ 0, para todo 𝑦 ≥ 0, 𝑠 ≥ 0, 𝑢 ≥ 0,𝑤 ≥ 0. Portanto, existe um ponto 
( ҧ𝑥, ത𝑦)𝜖𝑅𝐼 se, e somemte se, 0 = 𝐹( ҧ𝑧, ҧ𝛾) = 𝑚𝑖𝑛 𝐹(𝑧, 𝛾): 𝑧𝜖𝑍, 𝛾𝜖𝛤 , onde 𝐹(𝑧, 𝛾) = 𝑧𝑡𝛾, com
𝑧𝑇 = (𝑥𝑇 , 𝑦𝑇 , 𝑠𝑇) e 𝛾𝑇 = (0𝑇 , 𝑢𝑇 , 𝑤𝑇).

𝑍

𝛤

𝐹(𝑧, 𝛾)
= 𝑧𝑡𝛾
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𝐾 =
𝐺 𝐸 𝐼𝑚
𝑐1
𝑇𝑐 2 𝑇

𝑧 =
𝑥
𝑦
𝑠

𝑍 = 𝑧𝜖ℜ𝑛1+𝑛2+𝑚: 𝐾𝑧 =
𝑏
𝛼

, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑠 ≥ 0
𝑧≥0

𝐻 = 0 𝐼𝑛2 −𝐸𝑇 𝛾 =
0
𝑢
𝑤

𝛤 = 𝛾𝜖ℜ𝑛1+𝑛2+𝑚; 𝐻𝛾 = 𝑑, 𝑢 ≥ 0,𝑤 ≥ 0
𝛾≥0
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Seguindo o conceito de pontos singulares em Campello e Scheimberg (2005), tem-se a seguinte definição:

Definição 1. Um ponto ( ҧ𝑧, ҧ𝛾) é chamado de ponto de equilíbrio para 𝐹(𝑧, 𝛾) = 𝑧𝑡𝛾, se se cumpre que
𝑚𝑖𝑛𝛾𝜖𝛤𝐹( ҧ𝑧, 𝛾) = 𝐹( ҧ𝑧, ҧ𝛾) = 𝑚𝑖𝑛𝑧𝜖𝑍𝐹(𝑧, ҧ𝛾)

Proposição 1. If ( ҧ𝑧, ҧ𝛾) é um ponto de equilíbrio para 𝐹(𝑧, 𝛾) = 𝑧𝑡𝛾, como na Definição 1, então 𝐹( ҧ𝑧, ҧ𝛾)=0.

Algoritmo 1. Considere 𝐹(𝑧, 𝛾) = 𝑧𝑡𝛾, para (𝑧, 𝛾)𝜖𝑍 × 𝛤.

Passo 1. Se 𝑍 × 𝛤 = 𝜙, não existe ponto de equilíbrio. Caso contrário, seja 𝑧0𝜖𝑍 e encontre ҧ𝛾𝜖𝛤, tal que 

𝑧0
𝑇
ҧ𝛾 = 𝑚𝑖𝑛𝛾𝜖𝛤𝐹(𝑧

0, 𝛾).

Passo 2. Tente encontrar ҧ𝑧𝜖𝑍, tal que ҧ𝑧𝑇 ҧ𝛾 = 𝑚𝑖𝑛𝑧𝜖𝑍𝐹(𝑧, ҧ𝛾). Se este problema é ilimitado, não existe ponto de 
equilíbrio. Caso contrário, ( ҧ𝑧, ҧ𝛾) é um ponto de equilíbrio para 𝐹(𝑧, 𝛾).
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