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RESUMO 
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Este trabalho trata da análise de placas apoiadas numa fundação elástica tipo 

Winkler, utilizando a teoria de flexão de placas de Reissner com o Método dos 

Elementos de Contorno (MEC). Nesta formulação, utiliza-se a mesma solução 

fundamental já empregada na análise de placas pelo MEC, considerando equações 

adicionais escritas para pontos da região do domínio situada sobre a base elástica, 

já que as reações do solo acrescentam incógnitas ao problema. Esta região é 

discretizada em células triangulares constantes e, para considerar a reação do solo, 

são admitidos apoios elásticos com o modelo de Winkler nos pontos situados no 

centro geométrico das células, sendo esta reação escrita em função dos 

deslocamentos transversais dos nós da célula. Para a discretização do contorno, 

são empregados elementos com aproximação quadrática, podendo ser contínuos ou 

descontínuos. Resultados obtidos com a formulação apresentada são comparados 

com resultados analíticos e de outras soluções numéricas encontradas na literatura. 

 

Palavras–Chave: Teoria de Reissner, Método dos Elementos de Contorno, Modelo 

de Winkler.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 
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This work deals with the analysis of plates layered on a Winkler type elastic 

foundation, using Reissner’s theory for plate bending with the Boundary Element 

Method (BEM). In this formulation the fundamental solution already employed in the 

analysis of plates by the BEM is used, considering additional equations written for 

points of the region over the elastic foundation, since the reactions of the soil add 

unknowns to the problem. This region is discretized into constant triangular cells and, 

to consider the reaction of the soil, elastic support with the model of Winkler in points 

in the geometric center of cells are allowed. This reaction is written in terms of 

transverse displacements of the nodes of the cell. For the discretization of the 

boundary, elements are used with quadratic approximation, and may be continuous 

or discontinuous. Results obtained with the presented formulation are compared with 

analytical results and with ones obtained from other numerical solutions found in 

literature.  

 

Keywords:  Reissner’s theory; Boundary Element Method; Winkler’s model 
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CAPÍTULO 1 

 

INTRODUÇÃO 

 

1.1 – Considerações Iniciais 

 

A análise de placas apoiadas sobre fundação elástica tem alcançado larga 

aplicação no campo da Engenharia Estrutural. 

A primeira equação descrevendo a flexão de placas foi proposta por Navier, 

em 1823. Em 1828, Poisson prescreveu três condições de contorno como 

necessárias para o problema de placas. Percebendo que as três condições de 

contorno propostas por Poisson não eram compatíveis com a equação diferencial de 

quarta ordem obtida para placas, Kirchhoff, em 1850, reduziu de três para duas as 

condições de contorno apresentadas por Poisson, desprezando o efeito de 

cisalhamento na deformação e tornando compatíveis a equação diferencial de 

quarta ordem por ele encontrada com as duas condições de contorno propostas. 

Assim, a principal hipótese desta teoria consiste em que segmentos de reta normais 

à superfície média, antes da flexão, permanecem retos, normais à superfície média 

e inalterados no comprimento, após a flexão, acarretando deformações cisalhantes 

transversais nulas. Desta forma, a teoria clássica de Kirchhoff (Timoshenko, 1970) é 

limitada a placas delgadas com pequenos deslocamentos. 

Além disso, a teoria clássica (teoria de Kirchhoff) lida com certas 

simplificações, o que conduz a resultados imprecisos tanto nos bordos e cantos da 

placa como próximo a furos com diâmetro pequeno em comparação com a 

espessura da placa, fatos que levaram Reissner, em 1944, a formular sua teoria, 

introduzindo o efeito das deformações cisalhantes, obtendo um sistema de 

equações diferenciais de sexta ordem que atende às três condições de contorno 

apresentadas por Poisson. A teoria refinada de Reissner (Reissner, 1945) possibilita 

modelar tanto placas delgadas quanto espessas. A principal hipótese desta teoria é 

que segmentos de reta normais à superfície média antes da deformação da placa 

permanecem retos, mas não necessariamente normais a esta superfície após a 

deformação. 

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) constitui uma alternativa 

importante no conjunto das técnicas numéricas mais utilizadas, onde a solução de 
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problemas físicos é calculada em pontos discretos (nós) que são definidos sobre o 

contorno para os casos em que uma solução fundamental é conhecida. De acordo 

com Barbirato (1999), a necessidade de utilização de uma solução fundamental, que 

genericamente pode ser classificada como uma desvantagem, na verdade 

proporciona precisão ao método. 

 Em relação ao Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos 

Elementos de Contorno (Brebbia et al., 1984) possui algumas vantagens. Uma delas 

é a possibilidade de redução de uma unidade na dimensão do problema, 

considerando-se a discretização em elementos apenas ao longo do contorno da 

região a ser analisada. No caso do MEF, necessita-se discretizar todo o domínio. 

Em particular, no caso da análise de placas pelo MEC, são discretizadas apenas as 

linhas de contorno que circundam a sua superfície média. 

Uma outra vantagem de se utilizar o MEC é que todos os valores calculados 

nos pontos internos, tanto os deslocamentos como os momentos e esforços 

cortantes, possuem a mesma precisão, visto que derivam-se os tensores da 

chamada solução fundamental, não acarretando perda de precisão. Sabe-se que, no 

Método dos Elementos Finitos, os esforços ou tensões possuem precisão inferior 

aos deslocamentos, devido à derivação destes para a obtenção dos esforços ou 

tensões. 

Devido à complexidade do comportamento da fundação, vários modelos 

simplificados foram idealizados e podem ser encontrados na literatura. O modelo de 

Winkler, modelo de um parâmetro, consiste na substituição do solo por um conjunto 

de molas contínuas, no qual não se considera a interação entre as molas. Há 

modelos de dois parâmetros, um destes o modelo de Pasternak, no qual se supõe 

uma interação da força cisalhante entre as molas, o que conduz a resultados mais 

exatos.  

Neste trabalho, o Método dos Elementos de Contorno será utilizado como 

ferramenta numérica para analisar deslocamentos e esforços em placas, utilizando a 

teoria refinada de Reissner, já que esta permite a análise de placas delgadas e 

espessas. O comportamento do solo será considerado pelo modelo de Winkler, 

devido a sua simplicidade.  

Inicialmente, é apresentado um resumo da teoria refinada de Reissner para 

análise de flexão de placas incluindo a consideração da reação do solo pelo modelo 

de Winkler. 
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Em seguida, as equações integrais básicas são deduzidas para um ponto do 

domínio a partir do Método dos Resíduos Ponderados e, posteriormente, escritas 

para um ponto do contorno.  

Os tensores da solução fundamental também são apresentados, assim 

como, obtidas as equações que permitem o cálculo dos deslocamentos e esforços 

nos pontos internos. 

As integrais de forças de domínio relativas às cargas aplicadas na placa são 

desenvolvidas para cargas uniformemente distribuídas e transformadas em integrais 

sobre o contorno da placa. 

Considera-se o domínio sobre a base elástica dividido em células e as 

integrais de domínio relativas à reação do solo são transformadas em integrais sobre 

o domínio de cada célula interna e, posteriormente, transformadas em integrais 

sobre o contorno de cada célula. 

O contorno da placa é discretizado em elementos de contorno quadráticos, 

podendo ser contínuos ou descontínuos, pois representam satisfatoriamente tanto a 

geometria como as funções envolvidas. A parte do domínio da placa que     

encontra-se apoiada na base elástica é dividida em células internas triangulares 

constantes.  

As equações integrais são discretizadas formando um sistema de equações 

algébricas. São escritas três equações para cada ponto nodal do contorno, uma para 

cada uma das três direções generalizadas. Como as forças de reação da base 

elástica também são incógnitas, são escritas equações adicionais ao sistema 

original, constituídas pelas equações dos deslocamentos transversais dos pontos 

situados nos centros geométricos das células. 

Observa-se que a divisão do domínio em células permite a análise nos 

casos em que o módulo da base elástica varia no domínio da placa. 

É importante enfatizar que, neste trabalho, é utilizada a notação cartesiana 

indicial, onde os índices gregos variam de 1 a 2 e os latinos, de 1 a 3. 

 

1.2 – Revisão Bibliográfica 

 

Existem vários trabalhos que abordam o Método dos Elementos de Contorno 

para análise de placas sobre base elástica ou rígida, dos quais alguns são 

destacados a seguir: 
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Paiva e Venturini (1985) mostraram uma formulação para análise de placas 

do solo de um edifício. Inicialmente introduzem a formulação usual de elemento de 

contorno para problemas de flexão de placas e, para considerar cargas aplicadas 

nas placas, as integrais de domínio são transformadas em integrais de contorno.  A 

validez da formulação é comprovada a partir da análise de três exemplos, sendo 

dois destes de aplicações simples e o terceiro através de um algoritmo desenvolvido 

do elemento de contorno demonstrando confiabilidade, mesmo com discretizações 

grosseiras. 

Baseado na teoria clássica de Kirchhoff, Paiva (1989) apresentou uma 

formulação do Método dos Elementos de Contorno para análise de placas apoiadas 

numa base elástica tipo Winkler, onde a solução fundamental não incorpora o efeito 

da base elástica. A fim de obter as contribuições da base elástica, nesta formulação, 

a parte do domínio da placa que se encontra apoiada na base elástica foi dividida 

em células triangulares. Em cada célula, adotou uma aproximação linear para a 

reação da base elástica, sendo esta escrita em função dos deslocamentos 

transversais dos pontos das células. Os resultados fornecidos por esta formulação 

são próximos dos obtidos por outros processos numéricos, mesmo para um 

pequeno número de células. 

Silva e Venturini (1990) utilizaram a teoria refinada de Reissner para a 

análise de placas com vinculação interna. O sistema de equações iniciais é alterado 

à medida que os carregamentos ou deslocamentos prescritos em pontos internos 

produzem reações internas, sendo estas tratadas como cargas distribuídas nas 

áreas de contato. Foram consideradas células internas na parte do domínio com 

vinculação interna. A integral de domínio correspondente à região sobre a 

vinculação interna foi transformada em uma soma de integrais sobre o contorno de 

cada célula. Compararam, através de um exemplo numérico, os resultados obtidos 

pelo MEC com a teoria de Reissner aos valores teóricos e aos da teoria de Kirchhoff, 

mostrando a sua validade e confiabilidade. 

Sapountzakis e Katsikadelis (1992) propuseram uma solução de elementos 

de contorno para o problema unilateral do contato de uma placa elástica delgada 

apoiada numa fundação elástica em que a placa pode ter a forma arbitrária e estar 

sujeita a qualquer condição de contorno de carregamento. O modelo consiste em 

molas espaçadas independentes e sua reação pode depender linearmente (modelo 

de Winkler) ou não linearmente da deflexão. O procedimento da solução é baseado 
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na representação integral da deflexão em que a reação desconhecida do contato é 

tratada como termo de carregamento. Um sistema de equações algébricas 

envolvendo tais incógnitas é obtido através do Método dos Elementos de Contorno, 

onde a deflexão da superfície média é calculada a partir de um processo iterativo. 

Jianguo et al. (1993) apresentaram uma formulação de equações integrais de 

contorno e a solução fundamental para placas espessas apoiadas em uma fundação 

elástica de Winkler. Utilizaram o método de Hörmander para transformar o sistema 

de equações diferenciais do problema, a fim de obter as soluções fundamentais do 

problema. As soluções fundamentais de placas espessas em uma fundação de 

Winkler foram expressas por uma combinação linear de funções auxiliares e de suas 

derivadas. As equações integrais de contorno foram obtidas usando o método dos 

resíduos ponderados. Os resultados numéricos mostram que a formulação tem boa 

precisão.  

Já Fadhil e El-Zafrany (1994) introduziram uma teoria para análise de placas 

espessas apoiadas em uma fundação elástica com um ou dois parâmetros, baseada 

na teoria de Reissner e utilizando o Método dos Elementos de Contorno, na qual os 

termos das integrais de domínio foram reduzidos para casos com cargas uniforme e 

linearmente distribuídas e forças de cisalhamento e momentos fletores 

concentrados, o que conduziu a uma análise com boa precisão para placas com 

condições de contorno e cargas diferentes. Utilizaram também contornos 

imaginários para superar problemas de integrais divergentes, o que confirmou as 

vantagens dos modelos de fundações de dois parâmetros. 

Um ano após, Fadhil e El-Zafrany (1995) introduziram uma abordagem do 

método dos elementos de contorno para análise de placas delgadas apoiadas em 

uma fundação de Winkler. A equação integral do contorno foi derivada considerando 

três graus de liberdade por nó para placas com forma e condições de contorno 

arbitrárias. Uma solução fundamental foi obtida considerando as funções modificas 

de Kelvin e os termos de domínio relativos ao carregamento foram reduzidos para 

casos de carga uniformemente distribuída e concentrada. 

Paiva e Butterfield (1997) apresentaram uma formulação do MEC para a 

análise da interação entre uma placa e o solo, onde a região de interação placa-solo 

é dividida em elementos triangulares, nos quais os deslocamentos e a reação de 

contato variam linearmente. As integrais sobre os elementos da interface são 

transformadas em integrais sobre seus respectivos contornos, o que evita a 
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singularidade r-1. Os resultados obtidos foram comparados com os de outros autores 

e mostraram-se próximos, confirmando, assim, a validade do modelo. 

Rashed et al. (1998) derivaram a solução fundamental para placas de 

Reissner apoiadas numa fundação de Winkler, onde a solução fundamental tem três 

casos diferentes, dependendo das constantes da fundação. Elementos quadráticos 

foram usados para modelar a geometria e os termos desconhecidos do contorno. As 

integrais com singularidade forte foram avaliadas através de uma expansão em série 

de Taylor. Os resultados foram satisfatórios e mostram que, do ponto de vista 

computacional, é mais apropriado modelar placas moderadamente espessas numa 

fundação elástica com o modelo apresentado do que com um modelo tridimensional.  

Um ano depois, Rashed et al. (1999) apresentaram uma formulação com 

elementos de contorno para placas de Reissner sobre fundação de Pasternak. A 

formulação tem três casos diferentes, dependendo dos parâmetros da fundação, 

onde elementos isoparamétricos quadráticos são utilizados para aproximar a 

distribuição dos termos desconhecidos do contorno e possuem a mesma ordem de 

singularidade que em problemas da elasticidade de duas dimensões. Os resultados 

mostram que a formulação é uma alternativa aos métodos numéricos existentes 

para análise de aplicações práticas. 

Posteriormente, Rashed e Aliabadi (2000) apresentaram um método 

numérico baseado na teoria de Reissner e no modelo de fundações de Winkler, no 

qual o solo é representado por molas e a exatidão do modelo depende do número 

de molas usadas. A formulação baseou-se no fato de que o efeito do solo é 

incorporado diretamente nas soluções fundamentais do problema. Duas aplicações 

práticas foram desenvolvidas e os resultados comparados aos diferentes métodos, 

tais como: MDF, MEF, e MEC, mostrando que o modelo proposto para análise da 

interação solo-placa tem boa precisão, mesmo com discretização grosseira, e que a 

modelagem do solo é independente da discretização do problema. 

Mendonça e Paiva (2000) apresentaram uma formulação de elementos de 

contorno para análise estática de interação solo-fundação-placa em que todas as 

interações entre a placa, a fundação e o solo são consideradas simultaneamente. O 

solo é representado por um semi-espaço homogêneo linear elástico. A placa é 

suposta ser fina e cada fundação é representada por um único elemento com três 

pontos nodais, onde a força cisalhante ao longo da mesma é aproximada por um 

polinômio do segundo grau. Assim, as contribuições das forças das fundações e do 
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solo são transferidas à placa. Comparando os resultados com os de outros autores, 

justifica-se que as diferenças nos resultados provêm das diferenças de abordagem 

das interações entre placa-fundação-solo. 

Auatt (2002) apresentou uma análise para o problema de contato de uma 

placa elástica ou elastoplástica com um obstáculo rígido pelo método dos elementos 

de contorno. Utilizou a mesma solução fundamental empregada para o caso sem 

contato e usou células no domínio. Considerou equações adicionais ao sistema 

original, escritas para deslocamentos em pontos internos. 

Karam e Auatt (2003) apresentaram uma análise de placas com apoios 

internos pelo MEC, com a teoria de Reissner, considerando células internas nas 

partes da placa que se encontram sobre os apoios. Consideraram as reações 

nesses apoios como forças distribuídas nas células e usaram equações adicionais 

ao sistema original para resolver o problema.  

Almeida (2003) analisou a interação solo não homogêneo/estrutura via 

acoplamento MEC/MEF, onde desenvolveu as formulações para a estrutura através 

do método dos elementos finitos, utilizando a teoria de Kirchhoff, e as formulações 

para o solo e a subestrutura através do Método dos Elementos de Contorno. O MEC 

é bastante apropriado para análise do solo pelo fato de as funções envolvidas já 

contemplarem as restrições a grandes distâncias. Os resultados encontrados 

mostraram boa concordância com os resultados de outros trabalhos, sendo que 

alguns exemplos não foram comparados em virtude de escassez de referências 

sobre o assunto.  

Rashed (2005) desenvolveu uma nova formulação com o método de 

elementos de contorno/domínio para análise de placas espessas sobre fundações 

elásticas. Utilizou a teoria de Reissner e o MEC para modelar a placa e considerou 

condições de contorno livres nos bordos. O solo ou a fundação elástica foi 

representado como um meio contínuo, usando o modelo de Winkler, e foi modelado 

usando células internas constantes. A integral de domínio relacionada ao solo foi 

transformada em integrais de contorno equivalentes aos contornos das células. 

Conseqüentemente, para a implementação numérica da formulação, o domínio e o 

contorno da placa foram discretizados. Dois exemplos foram utilizados para análise, 

incluindo um considerando solo não-homogêneo. Das análises, concluiu que a 

referente formulação é mais abrangente que a desenvolvida por Rashed e Aliabadi 

(2000), pois é válida para todo tipo de solo. 
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1.3 – Objetivos 

 

O objetivo deste trabalho é a análise de placas apoiadas em base elástica 

pelo Método dos Elementos de Contorno, utilizando a teoria refinada de Reissner e o 

modelo de fundação de Winkler.  

 

1.4 – Organização da Dissertação  

 

Esta dissertação é apresentada em 6 capítulos. O trabalho inicia-se com 

uma revisão bibliográfica sobre as teorias de placas, o Método dos Elementos de 

Contorno e os modelos para consideração de reações do solo. Apresentam-se 

também os objetivos e organização desta dissertação. 

Em seguida, no Capítulo 2, é apresentada, de forma sucinta, a teoria de 

Reissner para análise de flexão de placas aplicada ao modelo de Winkler, em que 

são mostradas as expressões para a reação do solo, as tensões, os esforços 

resultantes das tensões, os deslocamentos generalizados, as deformações 

específicas, as equações de equilíbrio e as condições de contorno. 

No Capítulo 3 é apresentada a formulação utilizada no Método dos 

Elementos de Contorno aplicado à teoria de Reissner e ao modelo elástico de 

Winkler, onde são deduzidas as equações integrais a partir do Método dos Resíduos 

Ponderados. Mostra-se ainda a transformação das integrais de domínio em integrais 

de contorno e as expressões dos deslocamentos e esforços nos pontos internos. 

No capítulo seguinte, Capítulo 4, é mostrada a implementação numérica, 

onde são discretizadas as equações integrais do capítulo anterior, a fim de se obter 

um sistema de equações algébricas. 

No Capítulo 5 são apresentados três exemplos, assim como as respectivas 

análises dos resultados. Os resultados obtidos neste trabalho são comparados com 

resultados numéricos de trabalhos de outros autores e com soluções analíticas. 

Finalmente, no Capítulo 6, são apresentadas as conclusões sobre o estudo 

realizado neste trabalho.  
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CAPÍTULO 2 

 

TEORIA DE REISSNER PARA ANÁLISE DE FLEXÃO DE PLACAS  

CONSIDERANDO O MODELO DE WINKLER 

  

2.1 – Introdução 

 

A teoria de Reissner é uma teoria mais refinada do que a teoria clássica de 

flexão de placas ou teoria de Kirchhoff e permite a consideração de três condições 

de contorno por bordo, obtendo-se, assim, um problema de integração de sexta 

ordem. A teoria clássica, que considera apenas duas condições de contorno por 

bordo, em vez das três condições físicas do problema, conduz a uma equação 

diferencial de quarta ordem. 

O modelo de Winkler (Winkler, 1867) é um modelo utilizado para análise de 

fundação elástica, no qual o solo é representado por molas contínuas, ou seja, o 

modelo considera que a fundação funciona como um sistema de elementos de mola 

independentes e que a reação do solo é assumida como sendo uma função linear do 

deslocamento da estrutura em cada ponto. 

Neste capítulo, as fórmulas básicas da teoria refinada de Reissner 

(Reissner, 1945) para flexão de placas são apresentadas, nas quais, incorpora-se a 

reação do solo usando-se o modelo de Winkler. 

 

2.2 – Formulação Básica 

 

Placa é um elemento estrutural utilizado em diversos tipos de estruturas, 

caracterizado por apresentar duas das três dimensões muito grandes em 

comparação com a terceira e cujo carregamento é transversal à sua superfície 

média.   

Considera-se, então, uma placa linearmente elástica, homogênea e 

isotrópica, com espessura h constante e sujeita a um carregamento transversal q por 

unidade de área. Considera-se, ainda, um carregamento p, também por unidade de 

área, representando a reação do solo. 

Além disso, representa-se por ix  as coordenadas cartesianas, onde αx  

estão na superfície média e 3x  na direção transversal da placa (Figura 2.1). 
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Figura 2.1 – Sistema de coordenadas 

 

2.2.1 – Reação do solo através do modelo de Winkler   

 

O modelo de comportamento do solo proposto por Winkler admite que o 

deslocamento w  de qualquer ponto situado na superfície do solo é diretamente 

proporcional ao carregamento p aplicado no ponto e independe de outros 

carregamentos externos, aplicados em outros pontos do solo (Figura 2.2). Assim, a 

reação do solo é dada por: 

 

wkp =                                                                                                       (2.1) 

 

onde: 

 

k = módulo de reação do solo 
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Figura 2.2 – Solo representado pelas molas 

 

Uma das hipóteses assumidas no modelo é que os deslocamentos são 

determinados para pontos imediatamente abaixo da região carregada, sendo nulos 

os deslocamentos fora dessa área. Assim, tal simplificação pode, dependendo do 

problema analisado, produzir desvios de respostas. 

 

2.2.2 – Expressões da tensões 

 

As condições de carregamento consideradas nas faces da placa são: 

 

233

q=σ   e  03 =ασ  para 
2

h
x =  

 (2.2) 

p
q −=
233σ   e  03 =ασ  para 

2

h
x −=  

  

As tensões são dadas em função dos esforços resultantes e variam ao longo 

da espessura na seguinte forma: 

 

33

12
x

h

Mαβ
αβσ =     

                                                                                                    



















−=
2

3
3

2
1

2

3

h

x

h

Qα
ασ                                                                                           
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( )


















−
−

+=
2

33
33

2
3

22 h

x

h

xpqpσ                                                                                  

(2.3) 

 

As tensões normais 33σ , que atuam na direção transversal, são 

consideradas desprezíveis em relação às demais. 

 

2.2.3 – Momentos e esforços resultantes das tensões   

 

As expressões dos momentos fletores e torsores αβM  e dos esforços 

cortantes αQ , por unidade de comprimento, atuando na superfície média da placa, 

são obtidas por integração das tensões αβσ  e 3ασ  ao longo da espessura, sendo: 

 

∫−= 2

2
33

h

h
dxxM αβαβ σ                                                                       (2.4a) 

 

3
2

2
3 dxQ

h

h∫−= αα σ                                                                            (2.4b) 

 

Os sentidos positivos desses esforços estão indicados na Figura 2.3. 

 

 

 

Figura 2.3 – Esforços Resultantes: momentos e esforços cortantes 
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2.2.4 – Deslocamentos generalizados 

 

Os deslocamentos generalizados αφ  e w , que representam, 

respectivamente, as rotação da normal à superfície média nos planos                      

αx – 3x e o deslocamento transversal (flecha) considerados para pontos da 

superfície média da placa, são dados a seguir, e representam a média ponderada 

dos deslocamentos v i de pontos situados ao longo da espessura nas direções dos 

eixos coordenados.  

 

33
2

2
3

12
dxxv

h

h

h ααφ ∫−=                                                                            (2.5a) 

 

3

2

3
3

2

2

2
1

2

3
dx

h

x
v

h
w

h

h


















−= ∫−
                                                             (2.5b) 

 

2.2.5 – Momentos e esforços cortantes 

 

Os momentos e esforços cortantes são expressos a seguir, em função dos 

deslocamentos generalizados, e são obtidos utilizando-se a teoria da elasticidade 

para pequenos deslocamentos e princípios variacionais.  

 

( )
αβαβγγαββααβ δ

λν
νδφ

ν
νφφν

2,,, )1(1

2

2

)1(

−
−+









−
++−= pq

DM      (2.6a) 

 

( )ααα φλν
,

2

1 2 wDQ +−=                                                                 (2.6b) 

 

onde: 

 

ν  = coeficiente de Poisson 

αβδ  = delta de Kronecker 

w  = deslocamento transversal (flecha) de um ponto da superfície média 

αφ  = rotações da normal à superfície média nos planos αx – 3x  
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( )2

3

112 ν−
=

hE
D  = rigidez à flexão da placa                                                (2.7)                

E  = módulo de elasticidade longitudinal 

h

10=λ  = constante característica das equações de Reissner                (2.8) 

 

2.2.6 – Deformações específicas 

 

As expressões das deformações específicas de flexão αβχ  e cisalhantes 

transversais αψ , em função dos deslocamentos generalizados da placa, são: 

 

 ( )αββααβ φφχ ,,2

1 +=                                                                        (2.9a) 

 

ααα φψ ,w+=                                                                                         (2.9b) 

 

Cabe observar que, na teoria clássica de Kirchhoff, as deformações 

cisalhantes transversais são consideradas desprezíveis e tem-se, assim, 0=αψ . 

Conseqüentemente, as rotações αφ  são obtidas através de derivadas da flecha, o 

que não ocorre na teoria refinada de Reissner, já que as deformações cisalhantes 

transversais não são desprezadas. 

 

2.2.7 – Equações de equilíbrio 

 

Fazendo-se o equilíbrio de um elemento de placa e considerando a teoria da 

elasticidade para pequenos deslocamentos, são obtidas as seguintes equações de 

equilíbrio: 

 

0, =−+ pqQ αα                                                                                (2.10a) 

 

0, =− αβαβ QM                                                                                   (2.10b) 
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Substituindo as expressões (2.6) em (2.10), obtém-se o seguinte sistema de 

três equações diferenciais lineares: 

 

0* =+∆ ijij bu                                                                                    (2.11) 

 

onde *
ij∆  representa as componentes do operador de Navier e suas expressões são 

mostradas a seguir: 

 













∂∂
∂

−
++−∇−=∆

βα
αβαβ ν

νδλν
xx

D
2

22*

1

1
)(

2

)1(
                             (2.12) 

 

α
αα λν

x
D

∂
∂−−=∆−=∆ 2*

3
*

3 2

)1(
                                                       (2.13) 

 

22*
33 2

)1( ∇−=∆ λν
D                                                                               (2.14) 

 

sendo: 

 

2∇  = 
αα xx ∂∂

∂ 2

 = operador de Laplace                                                      (2.15) 

 

e ib  representa as componentes das forças de domínio que, neste caso,são: 

 

( )
)1(

,
2 νλ

ν α
α −

−
=

pq
b                                                                                        (2.16) 

 

pqb −=3                                                                                                   (2.17) 
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2.2.8 – Condições de contorno 

 

Seja uma placa, onde devem ser satisfeitas três condições de contorno por 

bordo. Considerando pu Γ∪Γ=Γ , podem ser definidas as seguintes condições de 

contorno em Γ : 

 

Em αα φφ =Γ :u  

            ww =                                                                                             (2.18) 

 

Em αα ppp =Γ :  

            33 pp =                                                                                          (2.19) 

 

sendo: 

 

βαβα nMp =  

ββ nQp =3                                                                                                  (2.20) 

 

e 

 

βαβα nMp =  

ββ nQp =3                                                                                                 (2.21) 

 

onde: 

 

Γ = contorno total da placa 

uΓ = parte do contorno onde há deslocamentos prescritos 

pΓ  = parte do contorno onde há forças generalizadas prescritas 

αp  e 3p  =  forças de superfície generalizadas 

βn = co-senos diretores da normal exterior ao contorno 
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Vale ressaltar que o traço em cima dos símbolos indica que os valores 

correspondentes são prescritos.  
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CAPÍTULO 3 

 

O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO À TEORI A 

DE REISSNER E AO MODELO DE WINKLER 

 

3.1 – Introdução 

 

Para aplicar o Método dos Elementos de Contorno, as equações diferenciais 

que governam o problema são utilizadas para a obtenção de equações integrais em 

que as integrais de domínio são transformadas em integrais de contorno, sempre 

que possível. Para a obtenção das equações integrais que possibilitem a análise do 

problema, o MEC necessita de uma solução fundamental.  Tais equações podem ser 

obtidas através do Método dos Resíduos Ponderados, utilizando a solução 

fundamental como função ponderadora. 

Neste capítulo, são deduzidas as expressões das equações integrais a partir 

do Método dos Resíduos Ponderados, apresentados os tensores da solução 

fundamental e obtidas as equações para a resolução do problema no contorno e 

para o cálculo dos deslocamentos e esforços nos pontos internos, segundo Karam e 

Telles (1988) e Karam (1992).  

Por maior conveniência, daqui em diante, os deslocamentos generalizados 

αφ  e w  definidos em (2.5) serão representados, respectivamente, por αu  e 3u , ou 

ainda, genericamente, como ku . 

Cabe ressaltar ainda que os índices latinos variam de 1 a 3 e os gregos, de 

1 a 2. 

 

3.2 – Equações Integrais 

 

Seja uma placa definida por um domínio Ω, representado por sua superfície 

média e um contorno Γ , representado pela linha que a circunda. Considere-se ainda 

que a placa se encontre em estado de equilíbrio, sujeita a um carregamento 

transversal q atuando em Ω e possuindo uma espessura constante h. 

 

As condições de contorno consideradas para as três direções generalizadas 

da placa são: 
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jj uu =  em uΓ   

jj pp =  em pΓ                                                                                          (3.1) 

 

sendo: 

 

pu Γ∪Γ=Γ  

 

Seja a reação do solo dada por: 

 

3ukp =                                                                                                    (3.2) 

 

Seja ainda um domínio *Ω com um contorno *Γ , que contenha a placa de 

domínio Ω  e contorno Γ , e que também esteja em estado de equilíbrio. 

Considerando as equações apresentadas no capítulo anterior, têm-se o que 

se segue: 

 

a) Para a região ( Ω Γ∪ ): 

  

� Deslocamentos: ku  

 

� Forças de superfície: kp  

 

βαβα nMp =  

(3.3) 

αα nQp =3          

 

� Deformações específicas: 

 

2
,, αββα

αβχ
uu +

=  

  (3.4) 

αααψ ,3uu +=  
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� Esforços: 

 

( )
( ) ( ) αβαβγγαββααβ δ

λν
νδ

ν
νν

pquuu
D

M −
−

+










−
++−=

2,,, 11

2

2

1
 

(3.5) 

( ) ( )ααα

λν
,3

2

2

1
uu

D
Q +

−
=    

                                                                       

� Equações de equilíbrio: 

 

0, =− αβαβ QM  

(3.6) 

0, =−+ pqQ αα  

 

b) Para a região ( ∪Ω*  *Γ ): 

 

� Deslocamentos: *
ku  

 

� Forças de superfície: *
kp  

 

βαβα nMp ** =  

(3.7) 

αα nQp **
3 =  

 

� Deformações específicas: 

 

2

*
,

*
,* αββα

αβχ
uu +

=  

(3.8) 

*
,3

**
αααψ uu +=  
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� Esforços: 

 

( )











−
++−= αβγγαββααβ δ

ν
νν *

,
*

,
*

,
*

1

2

2

1
uuu

D
M  

(3.9) 

( ) ( )*
,3

*
2

*

2

1
ααα

λν
uu

D
Q +

−
=  

 

� Equações de equilíbrio: 

 

0***
, =+− ααβαβ FQM  

(3.10) 

0*
3

*
, =+ FQ αα  

 

onde: 

 
*

kF  = componentes das forças de domínio definidas a fim de se obter a 

solução fundamental, sendo que estas se distribuem ao longo da espessura como 

mostrado a seguir: 

 

*
3

3* 12
αα F

h

x
f =  

(3.11) 























−=

2

3
*

3*
3

2
1

2

3

h

x

h

F
f  

 

3.2.1 – Dedução das equações integrais a partir do Método dos 

Resíduos Ponderados 

 

Utilizando as equações de equilíbrio (3.6) e as condições de contorno (3.1),  

pode-se então distribuir o erro da forma seguinte, para uma solução aproximada 

composta de αu  e 3u : 



 

 

22 

( ) ( )[ ] ( ) +Γ−=Ω−++− ∫∫
ΓΩ

ujjj

u

dpuudupqQuQM **
3,

*
, ααααβαβ  

( ) pj

p

jj dupp Γ−+ ∫
Γ

*                                             (3.12) 

 

Integrando a primeira parcela do primeiro membro de (3.12) por partes e 

considerando as expressões (3.3), obtém-se: 

 

( ) Ω−Ω−Γ=Ω− ∫∫∫∫
ΩΩΓΩ

duQduMdupduQM **
,

**
, ααβααβααααβαβ      (3.13)     

 

Integrando a segunda parcela do primeiro membro de (3.12) por partes e 

considerando as expressões (3.3), tem-se: 

 

( ) ( ) Ω−+Ω−Γ=Ω−+ ∫∫∫∫
ΩΩΓΩ

dupqduQdupdupqQ *
3

*
,3

*
33

*
3, αααα       (3.14) 

 

Desta forma, o lado esquerdo da equação (3.12), considerando as 

expressões (3.1), (3.3), (3.13) e (3.14), pode ser escrito na forma seguinte: 

 

( ) ( ) −Γ−=Ω−+Ω+−Ω− ∫∫∫∫
ΓΩΩΩ

ujj

u

dupdupqduuQduM **
3

*
,3

**
, αααβααβ   

( ) ujjj

u

pjj

p

dpuudup Γ−+Γ− ∫∫
ΓΓ

**                                    (3.15) 

 

Considerando que: 

 

**
, αβαββααβ χMuM =                                                                              (3.16) 

 

ressaltando que isto não significa que **
, βαβα χ=u , e usando a reciprocidade de 

Betti: 

 

αβαβαβαβ χχ ** MM =                                                                                (3.17) 

                                                   

Ω= d
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então: 

 

Ω=Ω=Ω ∫∫∫
ΩΩΩ

dMdMduM αβαβαβαββααβ χχ ***
,                                 (3.18) 

 

Desta forma, utilizando (3.5) e (3.9), obtém-se: 

 

( ) ( ) Ω−
−

+Ω=Ω ∫∫∫
ΩΩΩ

dupqdMduM *
,2

**
, 1 βααβαβαββααβ δ

λν
νχ        (3.19) 

       

Considerando, ainda, as expressões (3.4), (3.5), (3.8) e (3.9) em (3.15),  

tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) +Ω−
−

−Ω+−Ω− ∫∫∫
ΩΩΩ

dupqduuQduM *
,2,3

*
,

*

1 βααβαααβααβ δ
λν

ν
    

                           ( ) +Γ−Γ−=Ω−+ ∫∫∫
ΓΓΩ

pjj

p

ujj

u

dupdupdupq ***
3  

                           ( ) ujjj

u

dpuu Γ−+ ∫
Γ

*                                                        (3.20) 

 

Integrando novamente por partes a primeira parcela do primeiro membro de 

(3.20) e utilizando (3.3), fica: 

     

Ω−Γ=Ω ∫∫∫
ΩΓΩ

duMdupduM αβαβααβααβ
*

,
*

,
*                                     (3.21) 

 

Integrando por partes a segunda parcela do primeiro membro de (3.20) e 

considerando (3.7), obtém-se: 

 

Ω−Γ=Ω ∫∫∫
ΩΓΩ

duQdupduQ 3
*

,3
*
3,3

*
αααα                                         (3.22) 

 

Sabe-se que: 
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βα
βαδαβ ≠

=





=
para

para

0

1
                                                                    (3.23) 

 

Então, tem-se *
,

*
, ααβααβδ uu =  para 1=αβδ . 

 

Logo, considerando (3.21), (3.22), (3.23) em (3.20), fica: 

 

+Γ−Ω−Ω+Γ− ∫∫∫∫
ΓΩΩΓ

dupduQduMdup 3
*
3

**
,

*
αααβαβαα  

                      ( ) ( ) +Ω−
−

−Ω+ ∫∫
ΩΩ

dupqduQ *
,23

*
, 1 αααα λν

ν
     

                      ( ) +Γ−Γ−=Ω−+ ∫∫∫
ΓΓΩ

pjj

p

ujj

u

dupdupdupq ***
3  

                      ( ) ujjj

u

dpuu Γ−+ ∫
Γ

*                                                             (3.24) 

 

ou ainda, utilizando (3.1) e (3.10), obtém-se : 

 

( ) ( ) −Ω−Ω−
−

−Ω−Ω ∫∫∫∫
ΩΩΩΩ

duQdupqduFduQ αααααααα λν
ν **

,2
**

1
 

                   ( ) −Γ−=Ω−+Ω− ∫∫∫
ΓΩΩ

ujj

u

dupdupqduF **
33

*
3  

              pjj

p

ujj

u

pjj

p

dpudpudup Γ+Γ+Γ− ∫∫∫
ΓΓΓ

***                          (3.25) 

 

A expressão (3.1) fornece: 

 

ujj

u

ujj

u

dpudpu Γ=Γ ∫∫
ΓΓ

**                                                                     (3.26) 

 

Então: 

 

Γ=Γ+Γ ∫∫∫
ΓΓΓ

dpudpudpu jjujj

p

ujj

u

***                                             (3.27) 
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Logo, a equação (3.25) pode ser escrita como: 

 

( ( ) ) −Ω
−

−+Γ−Γ=Ω ∫∫∫∫
ΩΓΓΩ

duuqdpudupduF jjjjjj
*

,2
*
3

***

1 ααλν
ν

 

                      ( ( ) ) Ω
−

−− ∫
Ω

duup *
,2

*
3 1 ααλν

ν
                                     (3.28) 

       

As forças de domínio *
jF  são forças generalizadas concentradas unitárias 

aplicadas em cada uma das três direções generalizadas de um ponto pertencente à 

região *Ω , o qual será chamado de ponto carga ou ponto fonte e representado por 

ξ . 

Essas forças podem ser representadas por: 

 

( ) jj PxF ξδ −=*                                                                                  (3.29) 

 

onde: 

 

1=jP                                                                                                      (3.30) 

 

( )ξδ −x  = função generalizada delta de Dirac com singularidade em ξ . 

 

A função delta de Dirac tem a seguinte propriedade: 

 

( ) ( ) *

*

0

)(
)(

* Ω∉
Ω∈





=Ω−∫
Ω ξ

ξξ
ξδ

se

seg
xdxxg                                      (3.31) 

 

Sendo agora ξ  pertencente à região Ω e considerando (3.29), a primeira 

integral de (3.28) fica: 

 

( ) Ω−=Ω ∫∫
ΩΩ

duPxduF jjjj ξδ*                                                    (3.32) 
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ou ainda, considerando (3.31): 

 

( ) jjjj PuduF ξ=Ω∫
Ω

*                                                                (3.33) 

 

E, considerando (3.30): 

 

( )ξj
j

jj uduF ∑∫
=Ω

=Ω
3

1

*                                                              (3.34) 

 

Seja, agora, cada carga concentrada generalizada unitária atuando 

independentemente. Então, pode-se escrever: 

 

( ) ijij Pxuu ,** ξ=  

(3.35) 

( ) ijij Pxpp ,** ξ=                                                                                              

 

onde: 

 

ξ  = ponte fonte, ou seja, ponto onde são aplicadas as cargas concentradas   

generalizadas unitárias 

x = ponto campo, ou seja, ponto onde são observados os efeitos das cargas 

concentradas generalizadas unitárias aplicadas 

( )xu ji ,* ξ  = deslocamento generalizado na direção j do ponto campo 

correspondente a uma força unitária aplicada na direção i do ponto fonte 

( )xp ji ,* ξ  = força de superfície generalizada na direção j do ponto campo 

correspondente a uma força unitária aplicada na direção i do ponto fonte 

 

Considerando as cargas unitárias atuando em cada uma das três direções 

generalizadas, pode-se então escrever três equações da forma seguinte, sendo 

válidas para um ponto ξ  qualquer situado no interior da região Ω : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) +Γ−= ∫
Γ

xdxuxpxpxuu jjijjii ,, ** ξξξ  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −Ω












−
−+ ∫

Ω

xdxuxuxq ii ,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξ αα

 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxuxp ii Ω












−
−− ∫

Ω

,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξ αα                   (3.36) 

 

3.3 – Equação Integral para um Ponto do Contorno 

 

A equação (3.36) fornece os deslocamentos em qualquer ponto contido no 

interior da placa desde que os valores das forças de superfície e deslocamentos de 

todos os pontos do contorno sejam conhecidos. Para a obtenção dos valores 

incógnitos, é necessário escrever essa equação integral para pontos do contorno, 

utilizando-se um artifício que consiste em transformar, inicialmente, o ponto do 

contorno em um ponto de domínio. Então, aumenta-se o domínio e o contorno da 

placa, acrescentando a esta o contorno εΓ  de uma região semi-circular de 

domínio εΩ , com centro no ponto do contorno ξ  e de raio ε , conforme indicado na 

Figura 3.1. 

 

 

 

Figura 3.1 – Placa com ponto ξ  no contorno 
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Neste caso, a equação integral (3.36) para os deslocamentos no ponto ξ  

fica: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+Γ−Γ= ∫∫ Γ+Γ−ΓΓ+Γ−Γ
xdxuxpxdxpxuu jjijjii ,, ** ξξξ

εεεε
  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −Ω












−
−+ ∫ Ω+Ω

xdxuxuxq ii ,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξ αα

ε
                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxuxp ii Ω












−
−+ ∫ Ω+Ω

,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξ αα

ε
          (3.37)  

 

Pode-se estudar separadamente o limite de cada integral de (3.37) quando 

0→ε . 

A segunda integral em (3.37) pode ser escrita como: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Γ=Γ ∫∫ Γ→Γ+Γ−Γ→
xdxuxpxdxuxp jjijji ,lim,lim *

0

*

0
ξξ

εεε εε
        

 ( ) ( ) ( )xdxuxp jji Γ+ ∫ Γ−Γ→
,lim *

0
ξ

εε
                                                  (3.38) 

 

onde a primeira integral à direita pode ser representada por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )+Γ−=Γ ∫∫ Γ→Γ→
xduxuxpxdxuxp jjjijji ξξξ

εε εε
,lim,lim *

0

*

0
        

 ( ) ( ) ( ){ }xdxpu jij Γ+ ∫Γ→
,lim *

0
ξξ

εε
                                                     (3.39)

                                                               

A primeira integral à direita na equação (3.39) se anula devido à 

continuidade de ( )xu j  e a segunda integral à direita, juntamente com o lado 

esquerdo da equação (3.37), fornece: 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )




 Γ+=Γ+ ∫∫ Γ→Γ→

xdxpuxdxpuu jiijjjiji ,lim,lim *

0

*

0
ξδξξξξ

εε εε
  (3.40) 

 

pois: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )




 Γ+=Γ+ ∫∫ Γ→Γ→

xdxpuxdxpuu jiijjjiji ,lim,lim *

0

*

0
ξδξξξξ

εε εε
   (3.41) 

 

Então: 

 

( ) ( ) ( )xdxpc jiijij Γ+= ∫ Γ→
,lim *

0
ξδξ

εε
                                                    (3.42) 

 

A segunda integral à direita em (3.38) deve ser interpretada no sentido de 

valor principal de Cauchy, cuja existência pode ser demonstrada se ( )xu j  satisfaz a 

condição de Hölder: 

 

( ) ( ) αξ rBuxu jj ≤−                                                                               (3.43) 

 

onde B e α  são constantes positivas. 

 

As integrais restantes em (3.37) não apresentam problemas, pois possuem 

singularidades mais fracas.  

Assim, pode-se escrever, para um ponto ξ  do contorno: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) +Γ−= ∫
Γ

xdxuxpxpxuuc jjijjijij ,, ** ξξξξ  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −Ω












−
−+ ∫

Ω

xdxuxuxq ii ,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξ αα

 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxuxp ii Ω












−
−− ∫

Ω

,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξ αα          (3.44) 

 

onde a primeira integral à direita deve ser interpretada no sentido de valor principal 

de Cauchy e o coeficiente ( )ξijc  definido em (3.42) depende da geometria do 

contorno no ponto ξ .  

Assim, pode-se considerar a equação (3.44) escrita para um ponto ξ  

qualquer, onde: 
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ijijc δ=   quando ξ  é ponto do interior 

(3.45) 

2ijijc δ=  quando ξ  é ponto de contorno suave  

 

3.4 – Solução Fundamental 

 

Para desenvolver uma formulação que permita aplicação do Método dos 

Elementos de Contorno, é necessária uma solução fundamental. 

Esta solução representa a solução das equações diferenciais do problema 

nas direções generalizadas consideradas para um ponto campo x devido a forças 

concentradas generalizadas unitárias aplicadas em um ponto ξ . 

 

3.4.1 – Deslocamentos generalizados 

 

Sejam as equações (2.11) para cargas concentradas unitárias na direção k 

no ponto ξ , aplicadas separadamente. Neste caso, as equações (2.11) podem ser 

representadas como: 

 

0*** =+∆ kikjij bu                                                                                   (3.46) 

 

sendo: 

 

( ) kiki xb δξδ −=*                                                                                     (3.47) 

 

onde ( )ξδ −x  é definida no item 3.2.1. 

 

O campo de deslocamentos *
kju  representa a solução da equação (3.46) e é 

chamada de solução fundamental. 

Segundo Van der Weeën (1982b), uma solução que satisfaz as equações 

(3.46) foi obtida pelo método de Hörmander, dadas por: 

 



 

 

31 

( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }βααβαβ νδν
νπ ,,

* 1281ln218
18

1
rrzAzzB

D
u −+−−−−

−
=  

 

( ) ααα π ,
*
3

*
3 1ln2

8

1
rrz

D
uu −=−=  

 

( ) ( ) ( )[ ]zzz
D

u ln81ln1
18

1 2
2

*
33 −−−

−
= ν

λνπ
                                  

 (3.48) 

 

onde: 

 

αα rrr =  = distância entre o ponto fonte e o ponto campo                    (3.49) 

 

( ) r

r

xx

r
r α

α
α =

∂
∂=,                                                                                        (3.50) 

 

sendo: 

 

( ) ( )ξααα xxxr −=                                                                                    (3.51) 

 

rz λ=                                                                                                   (3.52) 

 

( ) ( )[ ]1
1

1
0 2)( −− −+= zzKzzKzA                                                            (3.53) 

 

( ) ( )[ ]1
1

1
0)( −− −+= zzKzzKzB                                                              (3.54) 

 

onde 0K  e 1K  são funções de Bessel modificadas, calculadas através das 

expansões polinomiais dadas por Abramowitz e Stegun (1965). 
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3.4.2 – Forças de superfície generalizadas 

 

Substituindo as derivadas de (3.48) em (3.5) e, em seguida, substituindo as 

expressões resultantes em (3.3), resultam: 

 

( )[ ( ) ++−++= γααγγα δν
π

nrrzKA
r

p n ,,1
* 124

4

1
 

      ( ) ( ) ]nrrrzKAnrA ,,,1, 128214 γααγ νν −++−+++  

 

[ ]nrrAnBp ,,

2
*

3 2 γγγ π
λ −=  

 

( ) ( )
( ) 













+










−

−
+−−= nrrnzp ,,

*
3 21ln

1

1
2

8

1
ααα ν

ν
π
ν

 

 

nr
r

p ,
*
33 2

1

π
−=                                                                                          

(3.55) 

 

onde nr,  é a derivada de r em relação à normal no ponto x, sendo expressa por: 

 

( ) αα nr
xn

r
r n ,, =

∂
∂=                                                                                 (3.56) 

 

e considerou-se que: 

 

( ) α
α

λ ,rxx

z =
∂

∂
 

 

( ) ( )AKz
r

r

xx

A
21

, +−=
∂

∂ α

α
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( ) ( )AKz
r

r

xx

B +−=
∂

∂
1

,α

α

 

 

( ) r

rr

xx

r βααβ

α

β δ ,,, −
=

∂
∂

                                                                          

(3.57) 

 

Vale ressaltar que as derivadas de *
iju  são em relação às coordenadas do 

ponto x (ponto campo). 

Assim, são obtidas as expressões dos tensores *
ijp  da equação (3.36), que 

representam as forças de superfície da solução fundamental. 

 

3.5 – Transformação das Integrais de Forças de Domí nio em Integral de 

Contorno 

  

A primeira integral de domínio à direita que aparece em (3.44) representa a 

contribuição da carga transversal ( )xq  e a segunda integral de domínio à direita 

representa contribuição da reação do solo ( )xp . 

A primeira integral de domínio à direita pode ser transformada em integral de 

contorno para vários tipos de carregamento. 

Neste trabalho, será considerado que a carga ( )xq  é um carregamento 

uniformemente distribuído. 

Tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxuxqI iii Ω












−
−= ∫

Ω

,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξξ αα

                     (3.58) 

 

Considerando a equação de Poisson seguinte, para a qual *
iv  é uma 

solução: 

 

( ) ( )xuxv ii ,, *
3

*
, ξξαα =                                                                                (3.59) 
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e aplicando o teorema da divergência em (3.58), tem-se, sendo ( )xq  = q = cte: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxnxuxvqI iii Γ












−
−= ∫

Γ
ααα ξ

λν
νξξ ,

1
, *

2
*
,

               (3.60) 

 

sendo, de acordo com Van der Weeën (1982a) e Karam (1986): 

 

( ) ( )[ ]βααββα δ
π

,,3ln425ln4
128

2
*

, rrzz
D

r
v −+−=  

(3.61) 

( )
( ) ( ) ( )[ ]5ln411ln232

1128

,
2

2

*
,3 −−−−

−
−= zzz

D

rr
v ν

νλπ
β

β  

 

Seja o domínio da placa dividido em células, onde: 

 

cΓ  = contorno da célula c 

cΩ  = domínio da célula c 

cN  = número total de células da placa 

 

A segunda integral de domínio à direita em (3.44) pode ser escrita como 

uma soma de integrais sobre o domínio de cada célula e estas integrais podem ser 

transformadas em integrais sobre o contorno de cada célula. 

Tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxuxpII iii Ω












−
−= ∫

Ω

,
1

, *
,2

*
3 ξ

λν
νξξ αα                    (3.62) 

 

Considerando a equação de Poisson (3.59), pode-se escrever: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxvxpII iii Ω












−
−= ∫

Ω

,
1

, *
,2

*
, ξ

λν
νξξ αααα

                (3.63) 
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Admitindo-se a divisão do domínio em células, tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxuxvxpII ii

Nc

c
i

c

Ω












−
−= ∫∑

Ω=

,
1

, *
,2

*
,

1

ξ
λν

νξξ αααα        (3.64)  

 

Aplicando o teorema da divergência, tem-se, sendo ( )xp  = p= cte: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdnxuxvpII ii

Nc

c
i

c

Γ












−
−= ∫∑

Γ=
ααα ξ

λν
νξξ ,

1
, *

2
*
,

1

           (3.65) 

 

Assim, as equações (3.44) podem ser escritas como mostradas a seguir, 

contendo apenas integrais de contorno: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) +Γ−= ∫
Γ

xdxuxpxpxuuc jjijjijij ,, ** ξξξξ  

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −Γ












−
−+ ∫

Γ

xdxnxuxvq ii ααα ξ
λν

νξ ,
1

, *
2

*
,

 

                  ( ) ( ) ( ) ( )xdxnxuxvp ii

Nc

c
c

Γ












−
−− ∫∑

Γ=

)(,
1

, *
2

*
,

1
ααα ξ

λν
νξ  (3.66) 

 

 

3.6 – Expressões para Deslocamentos e Esforços nos Pontos Internos 

 

Os deslocamentos e esforços nos pontos internos também podem ser 

calculados através de equações integrais. 

 

3.6.1 – Deslocamentos 

 

Os deslocamentos nos pontos internos são obtidos através da expressão 

(3.66) com ijijc δ= . 

Tem-se, para um ponto interno ξ  qualquer: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) +Γ−= ∫
Γ

xdxuxpxpxuu jjijjij ,, ** ξξξ  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −Γ












−
−+ ∫

Γ

xdxnxuxvq ii ααα ξ
λν

νξ ,
1

, *
2

*
,

 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xdxnxuxvp ii

Nc

c
c

Γ












−
−− ∫∑

Γ=
ααα ξ

λν
νξ ,

1
, *

2
*
,

1

       (3.67)  

 

3.6.2 – Momentos e esforços cortantes 

 

Os momentos e esforços cortantes nos pontos internos são calculados 

através das expressões (3.5) onde os deslocamentos e as derivadas de 

deslocamentos que nela aparecem são substituídas pelas expressões (3.67) e suas 

respectivas derivadas em relação às coordenadas do ponto ξ . 

Considerando (3.50) e (3.51), tem-se: 

 

( ) ( ) α
αα ξ ,rxx

r

x

r −=
∂

∂−=
∂

∂
                                                                       (3.68) 

  

Conseqüentemente, de (3.56), (3.57) e (3.68), vem: 

 

( ) α
α

λ
ξ ,rx

z −=
∂

∂
 

( ) ( )AKz
r

r

x

A
21

, +=
∂

∂ α

α ξ
 

 

( ) ( )AKz
r

r

x

B +=
∂

∂
1

,α

α ξ
 

 

( ) ( )10
,1 KKz
r

r

x

K
+=

∂
∂ α

α ξ
 

 

( ) r

rr

x

r αββα

α

β δ
ξ

−
=

∂
∂ ,,,  
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( ) r

nrr

x

r nn αα

α ξ
−

=
∂

∂ ,,,  

(3.69) 

 

Resultam, então, expressões da seguinte forma para os momentos e 

esforços cortantes: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Γ−Γ= ∫∫
ΓΓ

xdxuxpxdxpxuM kkkk ,, ** ξξξ βαβαβα  

( ) ( ) ( ) ( ) +Γ−Γ+ ∫∑∫
Γ=Γ

xdxwpxdxwq
c

Nc

c

,, *

1

* ξξ βαβα
 

( ) ( ) αβδ
λν

ν
pq −

−
+

21
                                                              (3.70) 

                    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Γ−Γ= ∫∫
ΓΓ

xdxuxpxdxpxuQ kkkk ,, *
3

*
3 ξξξ ββα  

           ( ) ( ) ( ) ( )xdxwpxdxwq
c

Nc

c

Γ−Γ+ ∫∑∫
Γ=Γ

,, *
3

1

*
3 ξξ ββ

                  (3.71) 

 

Será mostrada a seguir, a determinação dos tensores *
kiu β , *

kip β  e *
βiw , 

considerando-se que são os termos que multiplicam, respectivamente, as forças de 

superfície ( )xp k , os deslocamentos ( )xuk  e a carga distribuída q  ou a reação do 

solo p , quando da substituição das expressões dos deslocamentos nos pontos 

internos e suas derivadas nas expressões dos esforços. 

 

a)  Para *
kiu β , tem-se: 

Na expressão dos momentos: 

 

( ) ( ) 









+

−
++−= αβγγαβγβγαγβα δ

ν
νν *

2,2
*

1,1
*

,
*

,
*
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2

2

1
uuuu

D
u  

(3.72a) 

( ) ( ) 
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−
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ν
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*
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*
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*

3 1

2

2

1
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D
u  
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Na expressão dos cortantes: 

 

( ) ( )*
,3

*

2

*
3 2

1
βγγβγβ

λν
uu

D
u +

−
=  

(3.72b) 

( ) ( )*
,33

*
3

2

*
33 2

1
βββ

λν
uu

D
u +

−
=  

 

Considerando as expressões (3.48) e derivando em relação às coordenadas 

do ponto ξ , obtém-se, após reagrupar os termos: 

 

( )
[ ( ) +−+−−++

−
= γβααβγγαβ νδυ

νπ ,,,1,1
*

, 282)144(
14

1
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rD
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        ( ) ])(14 ,, αβγβαγ δδν rrA +−++              
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*
,3

*
,3 2)1ln2(

8

1
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D
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[ ]8)1ln2()1(
)1(8

2
2

,*
,33 −−−

−
−

= zz
rD

r
u υ

λυπ
α

α                                         

(3.73) 

 

A substituição de (3.48) e (3.73) em (3.72) fornece, após reagrupar-se os 

termos: 
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4
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π
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[ ]βγγβγβ δ
π

λ
,,

2
*
3 2

rrABu −=  

 

ββ π ,
*

33 2

1
r

r
u =                                                                                               

(3.74) 

 

b)  Para *
kip β , tem-se: 

Na expressão dos momentos: 

 

( ) 







+

−
++−= αβγγαβγβαγαβγ δ

υ
υυ *

2,2
*

1,1
*

,
*

,
*

)1(

2

2

)1(
pppp

D
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(3.75a) 

( ) 







+

−
++−= αβαββααβ δ

υ
υυ *

2,23
*

1,13
*

,3
*

,3
*

3 )1(

2

2

)1(
uupp

D
p  

 

Na expressão dos cortantes: 

 

( ) ( )*
,3

*

2

*
3 2

1
βγγβγβ

λν
pp

D
p +

−
=  

(3.75b) 

( ) ( )*
,33

*
3

2

*
33 2

1
βββ

λν
pp

D
p +

−
=  

 

Considerando as expressões (3.55) e derivando em relação às coordenadas 

do ponto ξ , obtém-se, após reagrupar os termos: 

 

( )[ ( ) ++−++= γαββαγβγα δδν
π

nnzKA
r

p 124
4

1
12

*
,  
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2
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[ ]nrrn
r

p ,,2
*

,33 2
2

1
βββ π
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(3.76) 

 

Substituindo (3.55) e (3.76) em (3.75) são obtidas, após reagrupar os 

termos: 
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(3.77) 

 

c)  Para *
βiw , tem-se: 

Na expressão dos momentos: 

 

( )
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Na expressão dos cortantes: 
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Considerando as expressões (3.72), podem-se escrever as expressões 

(3.78) como: 
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( ) [ ] γβγγγβγββ λυ
υλν

nunvv
D

w *
32

*
,3

*
,

2
*
3 )1(2

1

−
−+

−
=                        

(3.79) 

 

Derivando-se as expressões (3.61) em relação às coordenadas do ponto ξ , 

obtém-se, após reagrupar os termos: 
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π ,,,

*
, 43ln4

64
rrz

D

r
v  

         
( ) ( )}αβγβαγ δδ ,,3ln4 rrz +−+  

(3.80) 







+







−−−−

−
= )5ln4()1(

16
)2ln4(

)1(8

1 2

2
*
,3 z

z
z

D
v υδ

λυπ γββγ  

     














−−−+ )3ln4()1(

8
4

2

,, z
z

rr υγβ    

                                           

A substituição de (3.61) e (3.80) em (3.79) fornece, após reagrupar os 

termos: 
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CAPÍTULO 4 

 

IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 

 

4.1 – Introdução 

 

Neste capítulo, são mostrados os procedimentos utilizados na 

implementação numérica, considerando a formulação do capítulo anterior. Para isto, 

as equações integrais são escritas em forma discretizada, a partir da consideração 

da discretização em elementos de contorno e células internas.  

As integrações são efetuadas numericamente e monta-se um sistema de 

equações composto de três equações para cada ponto nodal do contorno, sendo 

uma para cada uma das três direções nodais generalizadas, e uma equação para 

cada ponto considerado nas células. Aplicando-se as condições de contorno, o 

sistema pode ser resolvido, encontrando-se todos os valores desconhecidos nos 

pontos nodais. 

Mostram-se, ainda, as equações discretizadas que permitem o cálculo dos 

deslocamentos e esforços nos pontos internos. 

 

4.2 – Discretização das Equações Integrais 

 

A fim de se proceder a resolução numérica das equações integrais 

apresentadas no capítulo anterior, o contorno Γ  da placa é dividido em elementos, 

cada um possuindo um contorno jΓ . Além disso, o contorno cΓ  de cada célula é 

dividido em elementos de contorno jcΓ . 

Neste trabalho são utilizados elementos quadráticos, podendo ser contínuos 

ou descontínuos e células internas triangulares constantes, como mostrado na 

Figura 4.1. Nos cantos da placa, podem ser considerados nós duplos. 

 

4.2.1 – Sistema de equações 

 

A equação (3.66) é escrita, em forma discretizada, para cada ponto nodal ξ  

de Γ , substituindo-se as integrais em Γ  por somatórios de integrais em jΓ , sendo 
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jΓ  o contorno do elemento j. Além disso, as integrais escritas para o contorno cΓ de 

cada célula são substituídas por somatórios de integrais em jcΓ . 

 

 

Figura 4.1 – Placa dividida em células internas 

 

Para um ponto qualquer do elemento j, serão consideradas as expressões 

seguintes para interpolar os deslocamentos e forças de superfície em função dos 

valores nodais: 

 

nj uNu =  

(4.1) 

nj pNp =  

 

sendo: 

 

N = matriz que contém as funções de interpolação  

nu e np = vetores que contêm as componentes dos deslocamentos e forças 

de superfície, respectivamente, relativos aos pontos nodais do elemento 

considerado 
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Admitindo o contorno Γ  discretizado em elementos de contorno jΓ  e 

considerando a equação (4.1), a equação (3.66) pode ser escrita na seguinte forma 

discretizada: 

 

+













Γ−














Γ= ∫∑∫∑

==

n*
i

n

Γ

*
iii uNPpNUuC

j

dd
jΓ

e

j

e

j 11

 

           













Γ−














Γ+ ∫∑∑∫∑

===
dpdq

jcj Γ

Ne

j

Nc

cΓ

e

j

*
i

*
i ss

111

                               (4.2) 

 

onde: 

 

iC = matriz cujos elementos são os ijc  que aparecem na equação (3.45) 

iu  = vetor deslocamento do ponto fonte 

e  = número de elementos do contorno 

*
iU  e *

iP  = matrizes que contêm as componentes dos tensores da solução 

fundamental relativos aos deslocamentos e forças de superfície, respectivamente 

*
is = vetor cujas componentes são expressadas por: 

 

( ) ααα λν
ν

nuv kk 













−
−=

2
*

, 1
*
ks                                                               (4.3) 

 

eN = número de elementos no contorno de cada célula interna 

cN  = número total de células da placa 

 

As funções de interpolação são escritas, em função de uma coordenada 

intrínseca adimensional η  (ver item 4.3) e, portanto, torna-se necessário transformar 

a diferencial de contorno Γd  para esse sistema. Sendo J  o jacobiano da 

transformação, será usada a expressão: 

 

ηdd J=Γ                                                                                                  (4.4) 
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Chamando: 

 

Γ= ∫ d
jΓ

NUG *
iij                                                                                         (4.5) 

 

Γ= ∫
Γ

d
j

NPH *
iij

^

                                                                                       (4.6) 

 

Γ= ∫
Γ

dq
j

*
iij sb                                                                                            (4.7) 

 

Γ= ∫
Γ

dp
jc

c *
iij sl                                                                                            (4.8) 

 

a equação (4.2) pode ser escrita como: 

 

∑∑∑∑∑
=====

−+−=
Ne

j

c
Nc

c

e

j

e

j

e

j 11111
ijijjij

^

jijii lbuHpGuC                                 (4.9) 

 

ou ainda: 

 

∑∑∑∑∑
=====

−+=
Ne

j

c
Nc

c

e

j

e

j

e

j 11111
ijijjijjij lbpGuH                                            (4.10) 

 

onde: 

 

ij

^

ij HH =  para ji ≠  

(4.11) 

iij

^

ij CHH +=  para ji =  

 

No caso de integrais regulares (quando o ponto ξ  não pertencente a jΓ ), a 

integração numérica das expressões (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8) foi resolvida através da 

quadratura de Gauss. 
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Deste modo, para jΓ∉ξ , a expressão (4.4) foi utilizada para substituir a 

diferencial do contorno e as integrais assim obtidas foram então substituídas por 

somatórios, como indicados nas seguintes expressões: 

 

( ) kk

K

kΓ

dd
j

ωη JNUJNUNU *
i

*
i

*
i ∑∫∫

=−

==Γ
1

1

1

                                 (4.12) 

 

( ) kk

K

k

dd
j

ωη JNPJNPNP *
i

*
i

*
i ∑∫∫

=−Γ

==Γ
1

1

1

                                  (4.13) 

 

( ) kk

K

k

dd
j

ωη JsJss *
i

*
i

*
i ∑∫∫

=−Γ

==Γ
1

1

1

                                                (4.14) 

 

( ) kk

K

k

dd
jc

ωη JsJss *
i

*
i

*
i ∑∫∫

=−Γ

==Γ
1

1

1

                                               (4.15) 

 

onde: 

 

K = número total de pontos de integração 

kω = fator de peso associado a cada ponto de integração k  

 

Para o caso de integrais singulares, que ocorrem quando o ponto ξ  

pertence a jΓ , estas integrais também são calculadas numericamente, porém, 

utilizam-se procedimentos especiais. 

Escrevendo a equação (4.10) para todos os pontos nodais ξ  do contorno, 

monta-se um sistema de equações, no qual o número total de equações é igual a 

três vezes o número de nós, da seguinte forma: 

 

lbpGuH −+=                                                                                       (4.16) 

 

onde: 
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u  e p = vetores que contêm os deslocamentos e forças de superfície, 

respectivamente 

b = vetor que contém a parcela da carga distribuída 

l = vetor que contém a parcela da reação do solo 

H  e G = matrizes que contêm as integrais sobre os elementos de contorno 

 

Vale ressaltar que, nos vetores u  e p , deve-se ter, para cada direção nodal, 

um dos dois valores como incógnita e o outro prescrito. Cabe observar ainda que, na 

matriz H  está incluída a parcela que contém o termo ijc . 

O sistema representado pela equação (4.16) poderia ser resolvido se as 

incógnitas fossem apenas deslocamentos e forças de superfície no contorno. Como 

as forças de reação da base elástica também são incógnitas, equações adicionais a 

este sistema são necessárias. Serão, então, consideradas as equações dos 

deslocamentos transversais dos pontos situados nos centros geométricos das 

células. 

Aplicando a terceira das equações (3.66) a todos os pontos considerados 

nas células em que existe o contato com a fundação elástica, tem-se, após a 

discretização: 

 

iiiiii

^

i lbpGuHuI −+=+                                                                (4.17) 

 

onde o índice i indica que os vetores e matrizes correspondentes referem-se aos 

pontos internos. 

Agrupando as equações (4.16) e (4.17) em um sistema único, obtém-se: 
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Considerando 3ukpr =  as componentes de 








rp  e sendo 3u  incógnita, 

tem-se a seguinte forma para o sistema de equações: 
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                                      (4.19) 

 

Reordenando o sistema de equações dado em (4.19) e colocando-se todas 

as incógnitas num único vetor x  e todos os valores conhecidos num vetor f ,   

obtém-se um sistema na forma: 

 

fxA =                                                                                                      (4.20) 

 

onde: 

 

A  = matriz do sistema, cheia e não-simétrica 

x  = vetor que contém as incógnitas (deslocamentos ou forças de superfície 

em cada direção nodal generalizada) 

f  = vetor que contém os valores conhecidos 

 

O sistema (4.20) é resolvido, sendo, assim, obtidos os valores dos 

deslocamentos e forças de superfície incógnitos. 

 

 

4.2.2 – Cálculo dos deslocamentos nos pontos intern os 

 

Analogamente ao que foi feito quando da discretização da equação (3.66), 

discretiza-se a equação (3.67) ao longo do contorno a fim de se proceder ao cálculo 

dos deslocamentos nos pontos internos. 

Então, para cada ponto iξ  do interior da região Ω , tem-se: 
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4.2.3 – Momentos e esforços cortantes nos pontos in ternos 

 

As expressões dos momentos e dos esforços cortantes nos pontos internos 

na forma discretizada são obtidas a partir das equações (3.70) e (3.71). 

Assim, para cada ponto interno iξ , tem-se: 
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onde 
'*

iU , 
"*

iU , 
'*

iP , 
"*

iP , 
'*

iW  e 
"*

iW  são matrizes que contêm os tensores 

apresentados anteriormente. 

 

 

4.3 – Elementos de Contorno 

 

Neste trabalho, é utilizado o elemento quadrático, contínuo ou descontínuo. 

 

 

4.3.1 – Elemento quadrático contínuo 

 

Um elemento é contínuo quando os pontos nodais são comuns entre os 

elementos adjacentes, havendo continuidade das funções envolvidas nesses pontos. 

As funções de interpolação, dadas em função da coordenada adimensional 

η são: 
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( )1
2

1
1 −= ηηN   

 

( ) ( )ηη +−= 112N  

 

( )1
2

1
3 += ηηN  

(4.24) 

 

e possuem valor unitário no ponto nodal considerado e zero nos outros dois. 

 

 

4.3.2 – Elemento quadrático descontínuo 

 

No elemento descontínuo, existem pontos nodais afastados das 

extremidades do elemento e, portanto, não há continuidade das funções envolvidas 

entre elementos adjacentes. Este elemento permite a modelagem de contorno onde 

existem descontinuidades de forças de superfície ou de geometria, ou seja, quando 

há descontinuidade da normal e as forças de superfície não são conhecidas em 

nenhum dos dois elementos adjacentes. 

Suas funções de interpolação são: 
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(4.25) 

onde: 

 

l = comprimento total do elemento 
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a = afastamento do primeiro nó do elemento à extremidade  

b = afastamento do último nó do elemento à extremidade 

 

4.4 – Nó Duplo 

 

O nó duplo é utilizado quando, em uma determinada direção nodal 

generalizada do ponto de interseção de dois elementos onde exista descontinuidade 

da normal ou da condição de contorno, as forças de superfície são conhecidas nos 

dois elementos adjacentes ou o deslocamento é conhecido num elemento e a força 

de superfície é conhecida no outro. Considera-se como se houvesse dois pontos 

nodais no mesmo ponto geométrico, cada um pertencendo a um elemento diferente. 
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CAPÍTULO 5 

 

APLICAÇÕES 

 

5.1 – Introdução 

 

Neste capítulo, são apresentados três exemplos numéricos utilizando o 

Método dos Elementos de Contorno aplicado à teoria de flexão de placas de 

Reissner e ao modelo de fundação de Winkler, objetivando mostrar a validade da 

formulação desenvolvida. 

Os resultados são comparados com resultados de outros trabalhos e com a 

solução analítica. 

 

5.2 – Exemplo 1: Placa Quadrada Simplesmente Apoiad a 

 

Analisa-se uma placa quadrada simplesmente apoiada no contorno e, em 

seu domínio, apoiada numa base elástica, conforme indica a Figura 5.1, submetida a 

uma carga transversal uniformemente distribuída q. Nesta análise, considera-se que 

a placa tem lado a, h/a = 0,05, o coeficiente de Poisson ν = 0,3 e módulo de reação 

do solo kD/a4 = 50D/a4. 

 

 

Figura 5.1 – Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno 
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Devido à simetria existente, discretizou-se apenas a quarta parte da placa. A 

primeira discretização consiste em 8 elementos de contorno quadráticos e em 16 

células internas triangulares constantes, conforme indica a Figura 5.2a.  

Na segunda discretização, utilizaram-se 16 elementos de contorno 

quadráticos e 32 células internas triangulares constantes, conforme indica a Figura 

5.2b. 

 

     

(a) (b) 
 

Figura 5.2 – Placa quadrada: discretizações do contorno e do domínio 

 

 

Na Tabela 5.1, estão indicados os resultados obtidos com essas duas 

discretizações, assim como os resultados obtidos por Paiva (1989). Os 

deslocamentos transversais estão escritos em função dos fatores adimensionais       
43

3 /10 qaDu  e os momentos, em função de 22
11 /10 qaM  e 22

22 /10 qaM . Os valores 

adimensionais encontrados no presente trabalho para o ponto situado no centro da 

placa para o deslocamento transversal u3 e para os momentos M11 e M22 estão em 

excelente concordância com os obtidos por Paiva (1989) e com resultados obtidos 

pelo MEF e também apresentados em Paiva (1989). 

O número de células indicado na Tabela 5.1 para cada malha do presente 

trabalho está multiplicado por quatro, para se fazer a correspondência com o número 

de células considerados nas referências para a placa inteira.    
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Tabela 5.1 – Resultados para a placa quadrada simplesmente apoiada no contorno 
 

Deslocamentos e  

momentos fletores 

 Paiva (1989) 

50 células 

Presente trabalho 

64 células 

Presente trabalho 

128 células 

MEF 

576 elementos 

43
3 /10 qaDu  3,607 3,635 3,630 3,589 

22
11 /10 qaM  4,211 4,134 4,184 4,185 

22
22 /10 qaM  4,211 4,134 4,184 4,185 

 

Nas Figuras 5.3 e 5.4, estão indicadas, respectivamente, as variações da 

flecha e do momento fletor M22 ao longo do eixo x1, correspondentes à discretização 

em 32 células.       
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Figura 5.3 – Placa quadrada: deslocamento transversal u3 ao longo do eixo x1 
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Figura 5.4 – Placa quadrada: momento fletor M22 ao longo do eixo x1 
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Este exemplo foi também analisado com o valor do módulo de reação do 

solo kD/a4 = 200D/a4 , utilizando as mesmas discretizações. 

Na Tabela 5.2, estão indicados os resultados obtidos considerando as duas 

discretizações, assim como os resultados obtidos por Jianguo et al. (1993), que 

considerou a análise de placas sobre base elástica pelo MEC com a teoria de 

Reissner, e resultados analíticos. Nesta tabela, são apresentados resultados da 

solução analítica para este problema pela teoria de Kirchhoff obtidos de Timoshenko 

(1970) e apresentados em Jianguo et al. (1993) e, também, resultados da solução 

analítica pela teoria de Reissner obtidos de Frederick (1957) e apresentados em 

Rashed et al. (1998). Os deslocamentos transversais estão escritos em função dos 

fatores adimensionais 43
3 /10 qaDu  e os momentos, em função de 22

11 /10 qaM  e 

22
22 /10 qaM .  

 

 

Tabela 5.2 – Resultados para a placa quadrada simplesmente apoiada no contorno 
 

Número de elementos de contorno  

Deslocamentos e  

momentos 

fletores 

Jianguo et al. 

 (1993) 

32 

 
Presente 

trabalho 

16 

Presente 

trabalho 

32 

 

Solução 

Analítica 

pela 

teoria de 

Kirchhoff 

 

Solução 

Analítica

pela 

teoria de 

Reissner 

43
3 /10 qaDu  2,658 2,688 2,683 2,653 2,670 

22
11 /10 qaM  2,962 2,958 2,994 2,992 --- 

22
22 /10 qaM  2,962 2,958 2,994 2,992 --- 

 

Os valores adimensionais encontrados no presente trabalho para o ponto 

situado no centro da placa para o deslocamento transversal u3 e para os momentos 

M11 e M22 estão em excelente concordância com os obtidos por Jianguo et al. (1993) 

e com resultados das soluções analíticas, calculados pelas teorias de Kirchhoff e de 

Reissner. 

Nas Figuras 5.5 e 5.6, estão indicadas, respectivamente, as variações da 

flecha e do momento fletor M22 ao longo do eixo x1, correspondentes à discretização 

em 32 células.       
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Figura 5.5 – Placa quadrada: deslocamento transversal u3 ao longo do eixo x1 
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Figura 5.6 – Placa quadrada: momento fletor M22 ao longo do eixo x1 

 

 

5.3 – Exemplo 2: Placa Circular Engastada  

 

Neste exemplo, analisa-se uma placa circular engastada no contorno e, em 

seu domínio, apoiada numa base elástica, sujeita a um carregamento transversal 

uniformemente distribuído q. Esta placa é considerada com raio a, h/a = 0,1, 

coeficiente de Poisson ν = 0,3 e módulo de reação do solo kD/a4 =20D/a4. 
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Primeiramente, discretizou-se a quarta parte da placa em 16 elementos de 

contorno quadráticos e 32 células internas triangulares constantes, conforme indica 

a Figura 5.7a.  

Na segunda discretização, também considerando a quarta parte da placa, 

utilizaram-se 20 elementos de contorno quadráticos e 50 células internas 

triangulares constantes, conforme indica a Figura 5.7b.  

 

 

           

(a) (b) 
 

Figura 5.7 – Placa circular: discretizações do contorno e do domínio 

 

 

Na Tabela 5.3, estão indicados os resultados obtidos com essas duas 

discretizações, assim como os resultados obtidos por Rashed et al. (1998), que 

utilizou uma discretização em 16 elementos de contorno quadráticos para todo o 

contorno da placa, e os resultados da solução analítica pela teoria de Kirchhoff, 

obtidos a partir de Ng (1969) e apresentados em Costa e Brebbia (1985) e Jianguo 

et al. (1993). Os deslocamentos transversais estão escritos em função dos fatores 
43

3 /10 qaDu e os momentos, em função de 22
11 /10 qaM  e 22

22 /10 qaM . Observa-se 

que os valores adimensionais encontrados no presente trabalho no ponto situado no 

centro da placa para o deslocamento transversal u3 e para os momentos M11 e M22 

estão em excelente concordância com os obtidos por Rashed et al. (1998), que 

utilizou uma discretização com 16 elementos de contorno na placa inteira e com os 

resultados da solução analítica. 
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Tabela 5.3 – Resultados para a placa circular engastada no contorno 

 

Número de elementos de contorno  

Deslocamentos e  

momentos 

fletores 

Rashed et al. (1998) 

16 

Presente trabalho 

 16 

Presente trabalho 

20 

Solução 

Analítica 

 

43
3 /10 qaDu  1,347 1,339 1,343 1,301 

22
11 /10 qaM  6,525 6,500 6,519 6,590 

22
22 /10 qaM  6,525 6,500 6,519 6,590 

  

 

 

Nas Figuras 5.8 e 5.9, estão indicadas as variações da flecha e dos 

momentos fletores Mrr
22 /10 qa  e Mtt

22 /10 qa , sendo r e t os eixos nas direções radial 

e tangencial, respectivamente, calculadas ao longo de um raio a um ângulo de 45º 

com o eixo x1, considerando a discretização em 50 células. 
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Figura 5.8 – Placa circular: deslocamento transversal u3 
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Figura 5.9 – Placa circular: momentos fletores Mrr e Mtt 

 

5.4 – Exemplo 3: Placa Retangular Simplesmente Apoi ada 

 

Analisa-se uma placa retangular simplesmente apoiada no contorno e, em 

seu domínio, apoiada total ou parcialmente em base elástica, com diferentes valores 

do módulo k em duas diferentes regiões do domínio, podendo, inclusive, ter regiões 

que não estejam sobre base elástica. Nesta análise, considera-se uma carga 

transversal uniforme q em todo o domínio, h/a = 0,05, o coeficiente de Poisson        

ν  = 0,3 e módulos de reação do solo Ak D/a4 e Bk D/a4, respectivamente, para as 

regiões A e B indicadas na Figura 5.10. 

 

Figura 5.10 – Placa retangular simplesmente apoiada no contorno 
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Primeiramente, considerou-se 100=Ak  e 200=Bk  e a placa foi discretizada 

em 12 elementos de contorno quadráticos e 32 células internas triangulares 

constantes, conforme indica a Figura 5.11a.  

Na segunda discretização, também considerando 100=Ak  e 200=Bk , 

utilizaram-se 24 elementos de contorno quadráticos e 64 células triangulares 

constantes, conforme indica a Figura 5.11b.  

                                                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

(a)  

 

 

  (b) 

                                                     

Figura 5.11 – Placa retangular: discretizações do contorno e do domínio 
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Na Figura 5.12, estão indicadas as variações da flecha e, nas Figuras 5.13 e 

5.14, as variações dos momentos fletores M11 e M22, respectivamente, calculados ao 

longo da reta x2 = a/2, considerando a discretização em 64 células, assim como os 

resultados obtidos por Paiva (1989) e pelo MEF. Os deslocamentos transversais 

estão escritos em função dos fatores 43
3 /10 qaDu e os momentos, em função de 

22
11 /10 qaM  e 22

22 /10 qaM . Observa-se que os valores adimensionais encontrados 

no presente trabalho para o deslocamento transversal u3 e para os momentos M11 e 

M22 estão em excelente concordância com os obtidos por Paiva (1989) que utilizou 

uma discretização com 48 células e com resultados obtidos pelo MEF e também 

apresentados em Paiva (1989). 
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Figura 5.12 – Placa retangular: deslocamento u3 ao longo da reta x2 = a/2 

para 100=Ak  e 200=Bk  
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Figura 5.13 – Placa retangular: momento M11 ao longo da reta x2 = a/2 para 

100=Ak  e 200=Bk  
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Figura 5.14 – Placa retangular: momento M22 ao longo da reta x2 = a/2 para 

100=Ak  e 200=Bk  

 

 

Este exemplo também foi analisado para 200=Ak  e 0=Bk , utilizando as 

discretizações indicadas nas Figuras 5.15.  

 

 

 

                                                       (a) 
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                                                        (b) 

                                                   

Figura 5.15 – Placa retangular: discretizações do contorno e do domínio 

 

 

Na Figura 5.16, estão indicadas as variações da flecha e, nas Figuras 5.17 e 

5.18, dos momentos fletores M11 e M22 calculados ao longo da reta x2 = a/2, 

considerando a discretização em 64 células, assim como os resultados obtidos por 

Paiva (1989) e pelo MEF. Os resultados de Paiva (1989) são para uma discretização 

da base elástica em 24 células e os do MEF para uma discretização da metade da 

placa em 144 elementos triangulares. Observa-se que os deslocamentos 

transversais estão escritos em função dos fatores 43
3 /10 qaDu  e os momentos, em 

função de 22
11 /10 qaM  e 22

22 /10 qaM . Observa-se, ainda, que os valores 

adimensionais encontrados no presente trabalho para o deslocamento transversal u3 

e para os momentos M11 e M22 estão em excelente concordância com os obtidos por 

Paiva (1989) e com resultados obtidos pelo MEF e também apresentados em Paiva 

(1989). 
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Figura 5.16 – Placa retangular: deslocamento u3 ao longo da reta x2 = a/2 

para 200=Ak  e 0=Bk  
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Figura 5.17 – Placa retangular: momento M11 ao longo da reta x2 = a/2 para 

200=Ak  e 0=Bk  
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Figura 5.18 – Placa retangular: momento M22 ao longo da reta x2 = a/2 para 

200=Ak  e 0=Bk  
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CAPÍTULO 6 

 

CONCLUSÕES 

  

 

O objetivo deste trabalho foi a análise de flexão de placas utilizando-se o 

Método dos Elementos de Contorno aplicado à teoria de Reissner e ao modelo de 

fundação de Winkler. 

A reação do solo foi incorporada nas equações da teoria de Reissner e, 

consequentemente, nas equações integrais usadas para análise pelo MEC.   

Adotou-se a mesma solução fundamental empregada em trabalhos anteriores para 

análise de placas de Reissner pelo MEC. 

O domínio da placa situado sobre a base elástica foi considerado dividido 

em células e as integrais de domínio correspondentes às forças de reação da 

fundação foram transformadas em integrais sobre o contorno de cada célula. 

Como as forças de reação da base elástica acrescentam incógnitas ao 

sistema de equações original e são expressas em função dos deslocamentos 

transversais, foram consideradas equações adicionais ao sistema, constituídas pelas 

equações dos deslocamentos transversais de pontos das células. 

Esta divisão do domínio em células permite a consideração de valores 

diferentes do módulo de fundação em diferentes regiões do domínio. 

Comparando-se os resultados obtidos com os de Paiva (1989) e          

Rashed et al (1998), pode-se verificar que os resultados do presente trabalho 

apresentaram-se bem próximos dos obtidos pelos autores citados, mostrando a 

validade da formulação desenvolvida.  

 

Em continuação a este trabalho, sugere-se: 

• consideração de células com funções lineares ou quadráticas; 

• consideração de outros tipos de carregamento transversal, além do 

uniformemente distribuído; 

• consideração de interação solo-estrutura. 
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