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RESUMO

Neste trabalho, utiliza-se o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e a
teoria de flexdo de placas de Reissner para analise de interacdo solo-estrutura. A
abordagem utiliza a mesma solucdo fundamental jA empregada na analise de placas
pelo MEC e, para considerar a reacdo do solo, sdo acrescentadas as parcelas
correspondentes nas equacfes integrais do problema. Ao sistema de equacdes
original, sdo acrescentadas equacfes escritas para pontos da interface da placa
com o solo, obtendo-se, assim, o sistema de equacdes para a placa. Esta interface é
discretizada em células internas constantes e as integrais correspondentes sao
transformadas em integrais sobre os contornos das células. Para a discretizacdo do
contorno, sdo empregados elementos de contorno quadraticos, podendo estes ser
continuos ou descontinuos. O solo é considerado como um semi-espaco infinito e
sdo escritas equacdes integrais para pontos da superficie do mesmo utilizando a
solucdo fundamental de Boussinesqg-Cerruti. A regido da superficie do solo em
contato com a placa também ¢é discretizada em células internas e, apds a
implementacdo numérica, tem-se um sistema de equacdes para o solo. Os sistemas
de equacgOes formados com as equacdes da placa e com as equacdes do solo sé&o
acoplados para fazer a interacdo solo-estrutura. Para a validacdo dos resultados, os
mesmos sao comparados com resultados de trabalhos que utilizam métodos

numéricos com outras abordagens ou de solu¢cbes analiticas.

Palavras—Chave: Teoria de Reissner, Método dos Elementos de Contorno,

Interacdo Solo-Estrutura.
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ABSTRACT

The Boundary Element Method (BEM) and Reissner’s theory for plate bending
are used in this work for the analysis of soil-structure interaction. The approach uses
the same fundamental solution already employed in the analysis of plates by the
BEM and, in order to consider the solil reaction, the corresponding parcels are added
to the integral equations of the problem. Equations written for points of the contact
area are added to the original system of equations and so an equation system for the
plate is obtained. This region is discretized into constant internal cells and the
corresponding integrals are transformed into integrals over the boundary of the cells.
For the discretization of the boundary, quadratic boundary elements are employed,
and they may be continuous or discontinuous. The soil is admitted as an infinite half-
space and integral equations are written for points at the soil surface by using the
fundamental solution of Boussinesq-Cerruti. The region of the soil surface in contact
with the plate is also discretized into internal cells and, after performing the numerical
implementation, one has a system of equations for the soil. The system of equations
formed from the plate equations and from the soil equations are coupled to
accomplish the soil-structure interaction. To validate the results, they are compared
to results obtained from studies that use numerical methods with other approaches or
to analytical solutions.

Keywords: Reissner’s theory; Boundary Element Method; Soil-Structure Interaction.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Consideracgdes Iniciais

Placas sédo elementos estruturais utilizados em diversos tipos de estruturas,
caracterizadas por apresentar duas das trés dimensdes muito grandes em
comparacao com a terceira e com carregamento transversal a sua superficie média.
O surgimento de teorias para o estudo de placas data do século XIX, com o
surgimento da teoria de Kirchhoff, também chamada teoria classica de flexdo de
placas, aplicavel a placas delgadas com pequenos deslocamentos (Timoshenko,
1970). Nesta teoria, a solu¢cdo do problema € obtida a partir de uma equacgéo
diferencial de quarta ordem, onde devem ser satisfeitas duas condi¢cdes de contorno
por bordo. A principal hipétese da teoria classica consiste em que segmentos de reta
normais a superficie média, antes da flexdo, permanecem retos, normais a
superficie média e inalterados no comprimento apds a flexdo, acarretando
deformacgdes cisalhantes transversais nulas.

Como alternativa ao uso da teoria de Kirchhoff, Reissner (1944) introduziu o
efeito das deformacdes cisalhantes transversais na solucdo do problema, o que
levou a um sistema de equac0Oes diferenciais de sexta ordem, na qual devem ser
satisfeitas trés condi¢cdes de contorno por bordo. Nesta teoria, segmentos de reta
normais a superficie média antes da deformacéo da placa ndo permanecem mais
necessariamente normais a esta superficie apés a deformacéo. Portanto, tal teoria
permite o estudo de placas delgadas e espessas e, em comparacdo com a teoria de
Kirchhoff, apresenta melhores resultados nos bordos e cantos da placa.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) foi desenvolvido apds os
chamados métodos de dominio, tais como diferencas finitas e elementos finitos. Ao
contrario dos métodos citados, que consideram funcfes de interpolacdo no dominio
do problema, o MEC considera, em geral, estas fungdes apenas no contorno. Além
disso, para que um problema possa ser resolvido pelo MEC, é necessario que uma
solugéao fundamental seja conhecida.

A solugdo fundamental utilizada no MEC representa a resposta das

equacodes diferenciais do problema para os efeitos causados em um ponto qualquer



do dominio, chamado ponto campo, devido a aplicacdo de uma forga concentrada
unitaria em um certo ponto, chamado ponto fonte. Esta solu¢cdo depende das
caracteristicas do dominio e do contorno da regido onde o problema esta inserido. A
solucédo fundamental de Kelvin para problemas elasticos definidos em um dominio
infinito, homogéneo, isétropo e elastico-linear € obtida a partir da equacao de Navier
quando uma carga unitaria concentrada € aplicada em um ponto fonte (Love, 1944).
A solucdo fundamental de Boussinesq-Cerruti representa o problema de cargas
concentradas normais e tangenciais a superficie de contorno de solidos
tridimensionais considerando o dominio semi-infinito, homogéneo, isétropo, elastico-
linear e livre de forcas de superficie no contorno. Nesta solucdo, o ponto de
aplicacdo da forca unitaria € um ponto qualquer na superficie. J& na solucdo de
Mindlin (Mindlin, 1936), o ponto de aplicacdo da forca unitaria € um ponto qualquer
do interior deste dominio (incluindo a superficie).

A diminuicdo da dimensé&o nas equacodes integrais do problema faz com que
o MEC tenha como uma das caracteristicas principais a reducdo das aproximacdes
envolvidas quando comparado a métodos que utilizam aproximacées no dominio.
Neste caso, os valores calculados nos pontos internos, tanto os deslocamentos
como momentos e esfor¢os cortantes, tem a mesma preciséo, ja que derivam-se 0s
tensores da chamada solucdo fundamental, que €& uma solucdo exata, né&o
acarretando perda de precisdo. Além disso, ocorre diminuicdo da ordem dos
sistemas de equacdes a serem resolvidos.

A interagdo solo—estrutura condiciona a forma como uma estrutura reage as
solicitacdes ao ser submetida a um carregamento externo, apresentando cargas nas
fundacbes em funcdo das condicbes do solo e do tipo de estrutura. Uma das
vantagens de se considerar a interacdo solo—estrutura € a possibilidade de se
estimarem os efeitos da redistribuicdo de esforcos nos elementos estruturais, a
forma e a intensidade dos recalques diferenciais, tornando 0s projetos mais
eficientes e confiaveis. Entdo, é importante que seja avaliado o processo de
interagcdo existente entre o solo e a estrutura.

Neste trabalho, € apresentada uma formulacdo para analise de interacao
solo-estrutura utilizando o Método dos Elementos de Contorno e a teoria de
Reissner para flexdo de placas. Sao consideradas placas apoiadas sobre o solo,
sendo o solo considerado como um semi-espaco infinito. Também foi realizada a

implementacdo computacional da formulacdo apresentada, em linguagem Fortran.



Inicialmente, é apresentado um resumo da teoria de Reissner para analise
de flexdo de placas incluindo a consideracao da reagéao do solo.

Em seguida, as equacdes integrais basicas da placa sdo deduzidas para um
ponto do dominio a partir do Método dos Residuos Ponderados e, posteriormente,
escritas para um ponto do contorno.

Os tensores da solugdo fundamental também s&o apresentados, assim
como, obtidas as equac¢des que permitem o calculo dos deslocamentos e esforcos
nos pontos internos.

As integrais de forcas de dominio relativas as cargas aplicadas na placa sao
desenvolvidas para cargas uniformemente distribuidas e transformadas em integrais
sobre o contorno da placa.

Admite-se que o dominio da placa apoiado sobre o solo € dividido em
células triangulares ou quadrilaterais constantes e as integrais de dominio relativas a
reacdo do solo séo transformadas em um somatdério de integrais sobre o dominio de
cada célula interna e, posteriormente, estas Ultimas integrais sdo transformadas em
integrais sobre o contorno de cada célula.

O contorno da placa é discretizado em elementos quadraticos, que podem
ser continuos ou descontinuos.

As equac0es integrais da placa sdo escritas em forma discretizada para
formar um sistema de equacdes algébricas. S&o escritas trés equacdes para cada
ponto nodal do contorno, uma para cada uma das trés direcbes generalizadas.
Como as forcas de reacao do solo também sao incognitas, sdo escritas equacdes
adicionais ao sistema original, constituidas pelas equacbes dos deslocamentos
transversais dos pontos situados nos centros geométricos das células.

Posteriormente, sdo apresentadas as equacoes integrais do solo baseadas
na Teoria da Elasticidade Tridimensional para so6lidos homogéneos. Sdo mostradas
as equacdes integrais para sélidos tridimensionais para pontos do dominio e do
contorno. Além disso, sdo apresentadas as equacdes integrais do solo, quando este
€ suposto como um meio continuo semi-infinito.

Em seguida, mostra-se a aplicacdo do MEC as equacdes do solo. A
superficie livre do solo é considerada dividida em elementos de contorno (de
superficie) triangulares ou quadrilaterais constantes e as equacdes do deslocamento
transversal de pontos de superficie do solo sdo escritas em forma discretizada, a fim

de se obter um sistema de equacdes algébricas para o solo.



Em seguida, é apresentado o acoplamento do sistema de equacfes da
placa com o sistema de equacdes do solo, gerando um uUnico sistema de equacgoes,
gue permite a analise da interacdo placa-solo.

E importante enfatizar que, neste trabalho, é utilizada a notacéo cartesiana

indicial, onde os indices gregos variam de 1 a 2 e os latinos, de 1 a 3.

1.2 — Revisao Bibliografica

Existem varios trabalhos que abordam o Método dos Elementos de Contorno
para andlise de placa sobre base elastica ou rigida e interagdo solo-estrutura, dos
guais alguns séo destacados a sequir.

A formulacéo apresentada por Paiva e Venturini (1985) é dedicada a analise
de placas sobre base rigida, particularmente a analise de placas de piso de um
edificio. Utilizando a teoria de Kirchhoff e o0 Método dos Elementos de Contorno,
modelam um pavimento completo, com todas as restricbes impostas por colunas.
Silva e Venturini (1990) também dedicaram-se a analise de placas com vinculacdo
interna em seu dominio; porém, a teoria de flexdo de placas utilizada foi a de
Reissner.

Costa e Brebbia (1985), Bezine (1987), Paiva (1989), Sapountzakis e
Katsikadelis (1992) e Fadhil e El-Zafrani (1995) utilizaram a teoria de Kirchhoff para
andlise de placas apoiadas em base elastica tipo Winkler com o MEC, porém
utilizaram diferentes abordagens. Costa e Brebbia (1985) admitiram que a placa tem
forma e condi¢cdes de contorno arbitrarias. Além disso, incorporaram na solucéo
fundamental o efeito da reacdo do solo e transformaram a integral de dominio em
integral de contorno para carregamento uniforme. Ja Bezine (1988) admitiu a
solucdo fundamental para problemas de flexdo de placas sem a consideracdo da
reacdo do solo e tratou esta reacdo como carga por unidade de area. Paiva (1989)
também nao incorporou o efeito da base elastica na solucdo fundamental, porém
considerou a parte do dominio apoiada na base elastica dividida em células
triangulares. Em cada célula, adotou uma aproximacdao linear para a reacao da base
elastica, sendo esta escrita em funcdo dos deslocamentos transversais dos pontos
das células. Além disso, transformou a integral de dominio referente a cada célula
em integral sobre o contorno da célula. Na abordagem realizada por Sapountzakis e

Katsikadelis (1992), a reacdo do solo pode depender linearmente ou né&o



linearmente da deflexdo da placa. O procedimento de solucdo foi baseado na
representacao integral da deflexdo para a equagao bi-harmonica, no qual a reacao
da fundacédo, que € incognita, foi tratada como termo de carregamento. Um sistema
de equacbes néo lineares foi obtido e as deflexdes da superficie média da placa
foram calculadas por meio de um processo iterativo. El-Zafrany e Fadhil (1995)
obtiveram a solucdo fundamental considerando as fungbes de Kelvin modificadas e
0os termos relativos ao carregamento foram reduzidos para casos de carga
uniformemente distribuida e concentrada.

Ja Jianguo et al. (1993), Rashed et al. (1998), Rashed e Aliabadi (2000),
Xiao (2001), Rashed (2005) e Ribeiro (2009) utilizaram a teoria de Reissner para
analise de placas apoiadas em fundacfes elasticas tipo Winkler pelo Método dos
Elementos de Contorno. Jianguo et al. (1993) utilizaram o método de Hérmander
para transformar o sistema de equag0Oes diferenciais do problema, a fim de obterem
as solugbes fundamentais correspondentes. As solucdes fundamentais de placas
espessas em uma fundacao de Winkler foram expressas por uma combinacdao linear
de funcdes auxiliares e de suas derivadas. Rashed et al. (1998) derivaram a solugéo
fundamental para placas de Reissner apoiadas numa fundagéo de Winkler, onde a
solugdo fundamental tem trés casos diferentes, dependendo das constantes do
problema, sendo que um dos trés casos ja havia sido derivado por Jianguo et al.
(1993). Rashed e Aliabadi (2000) apresentaram analises estruturais de problemas
praticos baseadas na formulacdo de Rashed et al. (1998), na qual o efeito do solo é
incorporado diretamente nas solu¢des fundamentais do problema. Por essa razéo, a
representacdo do solo é independente da discretizacdo do problema. Rashed (2005)
desenvolveu uma formulagcdo com o Método dos Elementos de Contorno/Dominio
para analise de placas espessas sobre fundacdes elasticas, em que tanto o contorno
como o dominio séo discretizados. A referida formulacdo € mais abrangente que a
desenvolvida por Rashed e Aliabadi (2000), pois também ¢é vélida para solos néo-
homogéneos. Ja a abordagem realizada por Ribeiro (2009) ndo incorpora, na
solucdo fundamental, os efeitos da reacdo do solo. Além disso, podem-se utilizar
valores diferentes para o modulo de fundacédo em diferentes regiées do dominio, ja
gue o mesmo foi dividido em células. As células admitidas foram células triangulares
constantes e as integrais referentes a cada célula sdo transformadas em integrais

sobre o contorno da célula.



Jianguo et al. (1992), Rashed et al. (1999) e Altoé (2009) analisaram placas
de Reissner apoiadas em fundacdes elasticas de Pasternak com o Método dos
Elementos de Contorno. Jianguo et al. (1992) utilizaram o método de Hérmander
para a obtencdo da solucdo fundamental e introduziram funcfes auxiliares e suas
derivadas na solucédo fundamental do problema. A solucdo fundamental apresentada
por Rashed et al. (1999) foi desenvolvida por Rashed e Aliabadi (1997). A
formulacdo tem trés casos diferentes, dependendo das constantes do problema e
possui a mesma ordem de singularidade que os problemas de elasticidade de duas
dimensbes. Altoé (2009) considerou duas abordagens diferentes para definir
equacOes adicionais ao sistema original. Na primeira, adicionou ao sistema as
equacles integrais dos deslocamentos transversais dos pontos localizados no
centro geométrico de cada célula e as segundas derivadas de deslocamentos
transversais foram calculadas por formulas de diferencas finitas. Assim, nesta
abordagem, admitiu como incégnitas adicionais apenas o0s deslocamentos
transversais dos pontos das células. Na segunda, considerou tanto o deslocamento
transversal como suas segundas derivadas como incognitas nos pontos das células.
Portanto, adicionou ao sistema tanto as equacdes integrais dos deslocamentos
transversais como as equacdes integrais das segundas derivadas destes
deslocamentos.

Puttonen e Varpasuo (1986) e Fadhil e El-Zafrani (1994) analisaram placas
apoiadas em fundacdes elasticas com o MEC considerando dois modelos: Winkler e
Pasternak. Puttonen e Varpasuo (1986) utilizaram a teoria de placas de Kirchhoff e
apresentaram a solucdao fundamental do problema como uma Integral de Bessel-
Fourier. Além disso, fizeram uma terceira abordagem para a fundacéo elastica,
considerando o solo como um semi-espaco, sendo necessaria mais uma equacao,
onde foram considerados o deslocamento transversal e a pressdo de contato da
fundacdo. Em Fadhil e El-Zafrani (1994), a teoria de placas utilizada foi a de
Reissner, na qual a solucdo fundamental e demais funcdes correspondentes foram
obtidas como combinac¢des de solugbes para o caso de um parametro e para o
efeito de um segundo parametro.

Syngellakis e Bai (1993) e Paiva e Butterfield (1997) apresentaram
formulagbes com o Método dos Elementos de Contorno para analise de interagédo
placa-solo utilizando a teoria de flexdo de placas de Kirchhoff e admitindo a solucéo

fundamental de Boussinesg-Cerruti para as equacdes integrais do solo. A interface



placa-solo foi dividida em células triangulares, nas quais os deslocamentos e a
reacdo de contato variam linearmente. Syngellakis e Bai (1993) utilizaram
procedimentos especiais para 0 tratamento das singularidades e aplicaram
condicbes de continuidade das componentes tangenciais dos deslocamentos e
forcas de superficie em toda a interface placa-solo, o que permitiu a consideracdo de
atritos. Paiva e Butterfield (1997) transformaram as integrais sobre o dominio das
células em integrais sobre o contorno das células.

Paiva e Mendonca (2010) apresentaram uma formulacdo alternativa de
elementos de contorno para andlise de interacdo placa-viga. A teoria utilizada para a
andlise de placas foi a teoria de Kirchhoff, com trés parametros de deslocamentos
nodais. O deslocamento transversal ao longo do elemento de viga € aproximado por
um polinbmio de quinto grau. Substituem as expressdes das forcas que atuam na
interface, escritas em funcdo dos deslocamentos dos nds das vigas, nas equacdes
da placa, e adicionam as equacdes integrais de deslocamentos dos nds das vigas
ao sistema de equac0Oes da placa.

Almeida (2003) analisou a interacdo solo ndo homogéneo-estrutura via
acoplamento MEC/MEF, em que desenvolveu as formulagbes para a estrutura
através do Método dos Elementos Finitos, utilizando a teoria de Kirchhoff, e as
formulacbes para o solo e a subestrutura através do Método dos Elementos de
Contorno em abordagem tridimensional.

Xiao (2001) fez analise de placas apoiadas no solo empregando o MEC com
a teoria de Reissner e considerou a solucdo fundamental de placas delgadas,
juntamente com a solu¢do fundamental da equacdo modificada de Helmholtz. A
reacao do solo foi admitida de duas maneiras: a primeira considerando o modelo de
Winkler e a segunda considerando o solo como um semi-espaco infinito. Neste
altimo caso, a solucdo fundamental utilizada nas equacdes do solo foi a de
Boussinesg-Cerruti. Foram utilizados elementos de contorno constantes e células
internas constantes na discretizacdo, sendo que as integrais referentes as cargas
transversais foram calculadas considerando o dominio das células.

Observa-se que existem varios trabalhos com o MEC que abordam a
interac@o solo-estrutura considerando o solo como semi-espaco infinito utilizando a
teoria de Kirchhoff para flexdo de placas. Entretanto, existe caréncia de trabalhos
com o MEC que analisam interacao solo-estrutura considerando a teoria de Reissner

para flexdo de placas.



1.3 - Objetivos

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma formulacdo e
implementacdo computacional para analise de interacdo solo-estrutura pelo Método
dos Elementos de Contorno, utilizando a teoria de Reissner para flexdo de placas e
admitindo o solo como um semi-espaco infinito. Sera empregando um modelo de
analise que considera o acoplamento entre as equacdes integrais da estrutura,
consideradas com a solucdo fundamental da teoria de Reissner, e as equacdes
integrais do solo, consideradas com a solucdo fundamental de Boussinesq-Cerruti.
Neste trabalho, as integrais referentes a reacdo do solo serdo transformadas em
integrais sobre o contorno das células, evitando-se, assim, o calculo de integrais

singulares.

1.4 - Organizagéo da Tese

Esta tese € apresentada em 9 capitulos. O trabalho iniciou-se com uma
introducdo sobre as teorias de placas, o Método dos Elementos de Contorno, os
tipos de solugbes fundamentais, a interacdo solo-estrutura e os modelos para
consideracao de reacdes do solo. Apresentou-se, também, uma revisao bibliografica
e 0s objetivos desta tese.

Em seguida, no Capitulo 2, é apresentada a teoria de Reissner para andlise
de flexdo de placas, admitindo-se que as forcas aplicadas na placa produzem uma
reacao do solo. Sdo mostradas as expressdes das tensdes, os momentos e esforcos
cortantes, os deslocamentos generalizados, as deformacdes especificas, as
equacdes de equilibrio e as condi¢des de contorno.

No Capitulo 3, é apresentada a formulacdo utilizada no Método dos
Elementos de Contorno aplicado a teoria de Reissner, onde sdo deduzidas as
equacles integrais basicas a partir do Método dos Residuos Ponderados.
Mostra-se, ainda, a transformacao das integrais de dominio em integrais de contorno
e as expressdes dos deslocamentos e esforcos nos pontos internos.

No capitulo seguinte, Capitulo 4, € mostrada a implementacdo numerica das
equacdes integrais da placa obtidas no Capitulo anterior, sendo estas equacdes

discretizadas, a fim de se obter um sistema de equacdes algébricas. Também séo



mostradas as func¢des de interpolacéo consideradas para os elementos de contorno
utilizados.

Ja no Capitulo 5, sdo apresentadas as equacdes integrais do solo, baseadas
na Teoria da Elasticidade Tridimensional para sélidos homogéneos. Sdo mostradas
as equac0es integrais para sélidos tridimensionais finitos e as equacdes integrais
para solidos tridimensionais semi-infinitos. Posteriormente, mostra-se a aplicacdo do
MEC as equacbes do solo, assim como os elementos de contorno utilizados para a
superficie do solo.

No capitulo seguinte, Capitulo 6, € apresentada a implementacdo numérica
das equacdes integrais do solo obtidas no Capitulo 5, sendo estas equacdes
discretizadas, a fim de se obter um sistema de equacdes algébricas para o solo.

No Capitulo 7, mostra-se o acoplamento do sistema de equacdes da placa
com o sistema de equacdes do solo, obtidos, respectivamente, nos capitulos 4 e 6,
gerando um Unico sistema de equacdes, para considerar a interacdo placa-solo.

No Capitulo 8, sdo apresentados alguns exemplos, assim como as
respectivas andlises de resultados. Os resultados obtidos neste trabalho sao
comparados com resultados de trabalhos que utilizam métodos numéricos com
outras abordagens ou com resultados de solu¢des analiticas.

Finalmente, no Capitulo 9, sdo apresentadas as conclusdes sobre a analise

realizada neste trabalho.
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CAPITULO 2
TEORIA DE REISSNER PARA ANALISE DE FLEXAO DE PLACAS
2.1 — Introducao

Neste capitulo, sdo apresentadas as formulas basicas da teoria de Reissner
para flexdo de placas (Reissner, 1944; Reissner, 1945; Reissner, 1947), nas quais,
incorpora-se a reagao do solo.

A teoria de Reissner baseia-se na teoria da Elasticidade e no principio de
Hellinger-Reissner e permite a consideracdo de trés condi¢cdes de contorno por

bordo, constituindo-se, assim, um problema de integracédo de sexta ordem.

2.2 — Formulacao Basica

Considera-se uma placa linearmente elastica, homogénea e isotrépica, com
espessura h constante e sujeita a um carregamento transversal q por unidade de

area. Considera-se, ainda, um carregamento p, por unidade de area, representando

a reacao do solo (Figura 2.1).

I =n g L —

Placa —— | ‘

Solo —
W p

Figura 2.1 — Representagédo do modelo placa-solo
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Além disso, representam-se por X; as coordenadas cartesianas, onde X,

estdo na superficie média e X, na direcdo transversal da placa (Figura 2.2).

hy2
hi2 X3

Figura 2.2 — Sistema de coordenadas

2.2.1 — Expressdes das tensdes

Representando as tensdes por o, as condicbes de carregamento

ij !

consideradas nas faces da placa séo, neste caso:

h
05, =0 € o, =0 para X, =5
(2.1)

h
05 =p € o, =0 para X, ==3
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As tensdes, dadas em fungcao dos esforcos resultantes, variam ao longo da
espessura na seguinte forma:

12M,,

Cup = o Xq (2.2a)
2

., =%{1-(2—ﬁ } (2.2b)

+ - 3x, 4x:
033=(q2pJ+(q2p)[ h3— h33] (2.2¢)

As tensbes normais 05, que atuam na direcdo transversal, s&o

consideradas despreziveis em relacdo as demais.

2.2.2 — Momentos e esfor¢os resultantes das tensdes

As expressdes dos momentos fletores e de torcao M,, e dos esforcos
cortantes Q_, por unidade de comprimento, atuando na superficie média da placa,

sdo obtidas por integracao das tensdes o, € o,; ao longo da espessura, sendo:

M., = J‘_hfz T p Xg X4 (2.3a)
h
Q. =] {2 o5 dx, (2.3b)

Os sentidos positivos desses esforgos estéo indicados na Figura 2.3.
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SUPERFICIE
MEDIA

Q4 AM,
M

11

Figura 2.3 — Esforcos resultantes: momentos e esforgos cortantes

2.2.3 — Deslocamentos generalizados

Os deslocamentos generalizados ¢, e w, que representam,

respectivamente, as rotagcdes da normal a superficie média nos planos

X,— X5 € 0 deslocamento transversal (flecha) considerados para pontos da

superficie média da placa, sdo dados a seguir, e representam a média ponderada

dos deslocamentos v, de pontos situados ao longo da espessura nas dire¢des dos

eixos coordenados (Reissner, 1947).

12 ()
@, :Fj‘_h/z/z V,, X, dX, (2.4a)

W_2h I_% v{l ( . j }dx3 (2.4b)
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2.2.4 — Momentos e esforgos cortantes

Os momentos e esfor¢os cortantes sdo expressos a seguir, em funcdo dos
deslocamentos generalizados, e sao obtidos utilizando-se a teoria da elasticidade

para pequenos deslocamentos e principios variacionais.

L-v) 2v v(a+p)
Maﬁ = DT ¢a,ﬂ +¢B’a +E vy 5aﬂ +m5aﬁ (25a)

Q. =D 2 (4, +w,) (250)

onde:
v = coeficiente de Poisson

o, = delta de Kronecker

Eh? .
D= = rigidez a flexao da placa 2.6
126-v7) g p (2.6)
E = maddulo de elasticidade longitudinal
V10 _ . o .
A= e constante caracteristica das equacgfes de Reissner (2.7)

2.2.5 — Deformacdes especificas

As expressdes das deformacdes especificas de flexdo y,, e cisalhantes

transversais y,, em funcdo dos deslocamentos generalizados da placa, séo:

Zop =5 (Bes ) (282

W, =0, +W, (2.8b)
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Cabe observar que, na teoria classica de Kirchhoff, as deformacgtes

cisalhantes transversais sdo consideradas despreziveis e tem-se, assim, y_, =0.
Consequentemente, as rotagdes ¢, sao obtidas atraves de derivadas da flecha, o

gque ndo ocorre na teoria de Reissner, ja que as deformacfes cisalhantes

transversais ndo sao desprezadas.
2.2.6 — Equacdes de equilibrio
Fazendo-se o equilibrio de um elemento de placa, conforme pode ser

observado na Figura 2.4, e considerando a teoria da elasticidade para pequenos

deslocamentos, sdo obtidas as seguintes equacdes de equilibrio:

Qu.td+p=0 (2.9a)

Maﬁ,ﬁ -Q,= (2.9b)

M, +gx—”1221d><2

Figura 2.4 — Elemento de placa em equilibrio



16

Substituindo as expressdes (2.5) em (2.9), obtém-se o seguinte sistema de

trés equacoes diferenciais lineares:

Aju;+b =0

(2.10)

onde A’}j representa as componentes do operador de Navier e suas expressoes sédo

mostradas a seguir:

1+v

A, =D d-v)
2

{(V2 — A)6,,+

A*aS = _A*Sa :_D(l;z‘/)/’i’z axi

o

1-v)

ANy, =D A V2

sendo:

2

OX,, OX,,

2 -

= operador de Laplace

e b, representa as componentes das for¢as de dominio que, neste caso, séo:

_v(a+p).,

O 20-v)

by =q+p

1-v Ox, 0X,

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



2.2.7 - Condigdes de contorno
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Seja uma placa, onde devem ser satisfeitas trés condicbes de contorno por

bordo. Considerando I'=T, uT',, podem ser definidas as condi¢bes de contorno

mostradas a seguir.

EmT,:¢, =9,

wW=w

EmTI,:p,=0p,

Ps :_ps

sendo:

u =Maﬂnﬂ

Ps =Qﬂnﬁ
e

_pa :Mogﬁnﬂ

P.=Q,n,
e, ainda:

I" = contorno total da placa

I', = parte do contorno onde ha deslocamentos prescritos
', = parte do contorno onde ha forcas generalizadas prescritas
p, € p, = forcas de superficie generalizadas

n,= Co-senos diretores da normal exterior ao contorno

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Vale ressaltar que o tragco acima dos simbolos indica que os valores

correspondentes s&o0 prescritos.
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CAPITULO 3

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A TEORIA DE REISSNER

3.1 - Introducéao

Sao deduzidas, neste capitulo, as equacdes integrais de placas a partir do
Método dos Residuos Ponderados utilizando a teoria de flexdo de placas de
Reissner. S&o apresentados os tensores da solugcdo fundamental e obtidas as
equaclBes para a resolucdo do problema no contorno. Também sdo obtidas as
equacOes dos deslocamentos e esfor¢cos nos pontos internos, segundo Karam e
Telles (1988), Karam (1992) e Ribeiro (2009).

No Método dos Elementos de Contorno, as equacgles diferenciais
governantes do problema s&o utilizadas para obtencdo de equacdes integrais
correspondentes. Estas equacdes integrais, envolvendo integrais de dominio e de
contorno, sdo transformadas em equacgdes integrais apenas de contorno, por meio
do Teorema da Divergéncia ou de Gauss-Green, sempre que possivel. Para a
obtencdo das equacdes integrais, o0 MEC necessita de uma solucdo fundamental
(Brebbia et al., 1984). Entdo, estas equacdes podem ser obtidas utilizando a solucéo
fundamental como funcdo ponderadora através do Método dos Residuos

Ponderados.

3.2 - Equacdes Integrais

Seja uma placa definida por um dominio Q, representado por sua superficie
média, e um contorno T", representado pela linha que a circunda. Considere-se,
ainda, que a placa se encontre em estado de equilibrio, sujeita a um carregamento
transversal g atuando em Q, possuindo uma espessura constante h e sujeita, ainda,
a uma forca p, exercida pelo solo, de acordo com a Figura 2.1.

Por maior conveniéncia, daqui em diante, os deslocamentos generalizados

¢, e w definidos em (2.4) serdo representados, respectivamente, por u, e u,, ou

ainda, genericamente, como u, .
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As condicbes de contorno consideradas para as trés dire¢cdes generalizadas

da placa sao:

u,=u; emr,

p;=p; em Fp (3.1)
sendo:

r=I,ur, (3.2)

Considere-se também um dominio Q" com um contorno I'", que contenha a
placa de dominio Q e contorno I', e que também esteja em estado de equilibrio
Figura (3.1).

X1

Sentido de
Integracio

Figura 3.1 — Regido Q" u I'* contendo a placa Q U T

Considerando as equacdes apresentadas no capitulo anterior, ttm-se o que

se segue:
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a) Paraaregido (QuT):

= Deslocamentos: u,

» Forgas de superficie: p,

p,=M_n

ap " p
(3.3)

p3: Qa na

= Deformacdes especificas:

U, st Uz,

;(aﬂ: 2

(3.4)
l//a = ua + u3, a

= Esforcgos:

(3.5)

= Equacdes de equilibrio:

M= Q. =0

(3.6)
Q,.tq+p=0
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b) Paraaregido (Q U I''):

= Deslocamentos: u,

= Forcas de superficie: p;

* *

Pe=M,,N

ap g
(3.7)
P =Q,n,
= Deformacbes especificas:
u . +u,
*  _ Yap p.a
;(a/)’ 2
(3.8)
Wy =U, +Us,
= Esforcos:
. D(@-v) . v .
M, = > (uaﬂ +U,, + y uwdaﬂj
(3.9)
. D@E-v)2 .
Qa = ( ) (ua + u30()
2
= Equacdes de equilibrio:
M., ;,—Q, +F, =0
(3.10)

onde:
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F. = componentes das forcas de dominio definidas a fim de se obter a

solugéo fundamental e se relacionam com as forcas f, e f, , sendo que estas

Gltimas se distribuem ao longo da espessura como mostrado a seguir:

~ 12X,
0!= h3

* 2
fs*:3F3 1 2%,
2h h

3.2.1 — Deducdo das equacles integrais a partir do Método dos

f F

(3.11)

Residuos Ponderados

Utilizando as equacgfes de equilibrio (3.6) e as condi¢des de contorno (3.1),
pode-se entdo distribuir o erro da forma seguinte, para uma solucdo aproximada

composta de u, e u,:

(M0, - Q)0 + Q. +a+ pus]de = (G, —u,)p;dr, +

Q

+[(p, = p;)ujdr, (3.12)

Ty

Integrando a primeira parcela do primeiro membro de (3.12) por partes e

considerando as expressoes (3.3), obtém-se:

[M,,, -Q,)u,da =[p,u,dr-[m,u;, do - [Q,u] do (3.13)
r Q Q

Q

Integrando a segunda parcela do primeiro membro de (3.12) por partes e

considerando as expressoes (3.3), tem-se:

[@.. +a+pu; do=[pu; dr-[Q,u;, d@+[(q +p)u; d (3.14)
r Q Q

Q
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Desta forma, o lado esquerdo da equacdo (3.12), considerando as
expressoes (3.1), (3.3), (3.13) e (3.14), pode ser escrito na forma seguinte:

—J'Maﬁu;ﬂ dQ—_an u, dQ — IQa u, , dQ +Ipa u, dF+_[p3u; dr +
Q Q Q r r

+ _[(q + p)u; dQ (3.15)
Q

ou ainda:

_J'Maﬂ u, , dQ —_[Qa (U +u;, )do + I(q +p)u, dQ+_[ p,u; dr (3.16)

Q Q Q T

sendo:

a=1,72

j=1,23

Considerando a expressao (3.2), a equacao (3.12) torna-se:

—J.Maﬂu;ﬂ dQ—IQa (us + u;a)dQ+J'(q +p)u; dQ = — Jpj uj dr, -
Q r'u

Q Q
- Ip_J u? drp +J-(I_uj)p,; dru (3'17)
T, r,

Considerando que:

MU 5= M 2op (3.18)

ressaltando que isto néo significa que u;ﬁ = ;(;ﬁ, e usando a reciprocidade de Betti:

M oy X =My X (3.19)

entao:
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[Mpu; ,dQ =M, 7,dQ =M, 7,,d0 (3.20)
Q Q Q

Desta forma, utilizando (3.5) e (3.9), obtém-se:

(1—:),12

[Mpu; ,d0 =M}, 7,,d0+]
Q Q

Q

(a+p)s,,u, ,dO (3.21)

Considerando, ainda, as expressoes (3.4), (3.5), (3.8) e (3.9) em (3.17),
tem-se:

—iMZﬂ Zap 902 —£(1_i)iz (@+p)3,,u; ,dQ - £QZ v, 40 + £(q +pJu;dQ =
=~ p,ujdr, - [oyujar, + flu; ~u, Jpj dr, (3.22)
L T T,

p

ou ainda:

iM;ﬁ u, , dQ £Q; (u, +u3a)dQ—£(1_z)/12 (a+p)s,,u, ,dO+
+I(q+p)u3dQ_ —iju’;dl“u—'[pjujdl“p+j(uJ uj)pjdl“u
o T, T, T,

Integrando novamente por partes a primeira parcela do primeiro membro de
(3.23) e utilizando (3.3), fica:

[M,u, ,dQ=]p,u,dr - [M],  u,dO (3.24)
Q r Q

Integrando por partes a segunda parcela do primeiro membro de (3.23) e
considerando (3.7), obtém-se:

Q

[Qu,, d@ = [pju dr - [Q; , u, dO (3.25)
r Q
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Sabe-se que:

1 para o = (3.26
10 para a=p :
Entdo, tem-se 6,,u, ,=u, , para 5,,=1.
Logo, considerando (3.24), (3.25), (3.26) em (3.23), fica:
~[p,u, dr + [M7, ju,dQ - [Q;u, dQ - [pju, dT+[Q; , us dO -
r Q Q T 2
1% * * *
_l(l_V)iz (q+ p)ua,a dQ +.§|;(q+ p)u3 dQ = - 1.[“ pJ UJ dru —
- fp_J“?de + I(U_j—uj)pT dr, (3.27)
FP 1—u
ou ainda, utilizando (3.10), obtém-se :
_Ip}’ude+IQ;uadQ— IF;uadQ—IQ; UadQ—IF;Ung—
r Q Q o T
1% * * *
- dQ do=—|p.u’dlC —
i(l—v)/g (q+ p)ua,a +Z|;(q+ p)u3 Jupj u; al,
- Ip_i“?drp + [(u_,-—u,.)p’; dr, (3.28)
T T,

Considerando I'=I', UT",, tem-se:

—fu, prdr, —fu, pidr. - [Frudo—[—Y 4o
l:[uJ p] u l:[uj pJ p .([ ]uj i(l_v)/lz(q_'_p)ua,a +
+[(@+pusde = - [pjujdr, - [pyujdr, + [u; pjdr, -

Q I, Iy Ly

— [u; pjdr, (3.29)
T,

u
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ou ainda:

_(Eru.do - [—Y © 4O "dQ=— [p.utdr —
Z[JUJ £(l—v)lz (q+p)ua,a +£(q+p)u3 IpJUJ "

T

u

= — [p,ujdr, + fu; pjdr, + [u; pjdr, (3.30)
r T r

p u p

A expressao (3.1) fornece:

J’I p;dr, = Iuj p; dr, (3.31)
T, L,
Entao:

IUJ p’;dl"u+'|.uj p]fdl"u:J‘uj p,dr (3.32)
T T r

u P

Logo, a equacéao (3.30) pode ser escrita como:

F'udQ=|pu di—|u p;dl+ q(u*—#ulajdﬂ““
S O IR (e

* 1 %4 *
+£p[u3 e uwde (3.33)

As forcas de dominio Fj* sdo forcas generalizadas concentradas unitarias

aplicadas em cada uma das trés direcdes generalizadas de um ponto pertencente a

regidio Q", o qual sera chamado de ponto carga ou ponto fonte e representado por
£,
Essas forcas podem ser representadas por:

Fr=5(x-&)P, (3.34)

onde:
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p=1 (3.35)
5(x—§) = fungéo generalizada delta de Dirac com singularidade em & .

A funcéo delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

[ a9 8(x - £)aa(x) =

o

{maseieﬂ 3.36)

0 secéegQ

Sendo agora & pertencente a regido Q e considerando (3.34), a primeira

integral de (3.33) fica:

[Fiujda = [s(x-¢&)Pu;do (3.37)

ou ainda, considerando (3.36):

[Fudo =u (&P (3.38)
Q
E, considerando (3.35):

[Fiu, dQ: >u; (@) (3.39)

Q j=

Seja, agora, cada carga concentrada generalizada unitaria atuando

independentemente. Entdo, pode-se escrever:

= ui*j (5’ X)Pu
(3.40)
p; = p;; (£, %)P,
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onde:

& = ponte fonte, ou seja, ponto onde s&o aplicadas as cargas concentradas

generalizadas unitérias
X = ponto campo, ou seja, ponto onde sdo observados os efeitos das cargas

concentradas generalizadas unitarias aplicadas

u;,(£,x) = deslocamento generalizado na dire¢do j do ponto campo
correspondente a uma forca unitaria aplicada na direcéo i do ponto fonte

pi*,- (§,X) = forca de superficie generalizada na dire¢do j do ponto campo

correspondente a uma forca unitaria aplicada na direcéo i do ponto fonte

Considerando as cargas unitarias atuando em cada uma das trés direcfes
generalizadas, pode-se entdo escrever trés equacdes da forma seguinte, sendo

vélidas para um ponto & qualquer situado no interior da regido Q:

ui(€) = J ul; (€.x) p; (x)AN(x) = [ pf; (6, x)u; ()T (x) +

r

[900] U 60) - g v (6) | @20«

+ j p(x){u; (&,x) - (1—# T x)} do(x) (3.41)

onde:

q(x): carregamento transversal aplicado a placa

p(x) = reago do solo
3.3 - Equacéao Integral para um Ponto do Contorno

Para resolver o problema no contorno, torna-se necessario escrever a
equacao (3.41) para um ponto &£ situado no contorno da placa, pois a equacao
(3.41) fornece os deslocamentos em qualquer ponto contido no interior da placa

desde que os valores das forcas de superficie e deslocamentos de todos os pontos
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do contorno sejam conhecidos. Entdo, considera-se a placa representada na Figura

3.2, com o ponto ¢ situado no contorno e envolvido por um semicirculo de raio ¢ e

centrado no ponto ¢&.

B4 Fa

Figura 3.2 — Placa com ponto ¢ no contorno

Neste caso, a equacao integral (3.41) para os deslocamentos no ponto &

fica:
(@)=, - i@ (drx) = [ o p (& x)u; () dr(x) +
o 80005 €)= i (60 |t
| e e e 3.42)
Pode-se estudar separadamente o limite de cada integral de (3.42) quando
c—0.

A segunda integral em (3.42) pode ser escrita como:



30

!i_r)r(‘) —_— pr; (&, x)u; (x) dr(x) = !'_r)r(‘) v pi; (&, x)u;(x) dr(x) +
+lim | opy (&, x)u;(x) dr(x) (3.43)

onde a primeira integral a direita pode ser representada por:

tim [ p/; (£,%)u, () dr() = tim [ pf; (£,%) o, () = 0, (&)]dr(x) +
+lim Ju, (&) pyy (£,0)dr(x) (3.44)

A primeira integral a direita na equacdo (3.44) se anula devido a

continuidade de uj(x) e a segunda integral a direita, juntamente com o lado

esquerdo da equacéo (3.42), fornece:

-0 -0

0 () +lim o, @] P, (€ X)dr() |- u o€ 0y +im [ iy (€. xar ()] @45)
pois:

(), (€) lim [ B, (€.X)dr(0=u,(£)] &, +lim i, (£,30dr(x)|  (3.46)

£—>0

Entdo:
c,(€)= 0, +lim [ i, (¢.x) ar() 47
A segunda integral a direita em (3.43) deve ser interpretada no sentido de

valor principal de Cauchy, cuja existéncia pode ser demonstrada se uj(x) satisfaz a

condigcéo de Hdlder:
lu;(x)—u; (&) < Bre (3.48)

onde B e « sdo constantes positivas.
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As integrais restantes em (3.42) ndo apresentam problemas, pois possuem
singularidades mais fracas.

Assim, pode-se escrever, para um ponto £ do contorno:

Cj (95) u j(é) = _[ ui*j (6:’ X) pj(X)dr(X) - _[ pi*j (5’ x)uj(x)jl“(x) +

r

o Ja0) 0 (6,30~ g (60) | 20)

[0l 6 30~ v (610 g .49

onde a segunda integral a direita deve ser interpretada no sentido de valor principal

de Cauchy e o coeficiente cij(g) definido em (3.47) depende da geometria do
contorno no ponto &.
Assim, pode-se considerar a equacao (3.49) escrita para um ponto ¢&

qualquer, onde:

¢; = 0; quando & € ponto do interior
(3.50)

C; = 9, /2 quando & é ponto de contorno suave

3.4 — Solucao Fundamental

Na analise de problemas pelo Método dos Elementos de Contorno, sdo
utilizadas equacgdes integrais envolvendo solugbes fundamentais, sendo estas,
determinadas de forma particular de acordo com o tipo de problema a ser analisado.
Desta forma, para desenvolver uma formulacdo que permita aplicacdo do Método
dos Elementos de Contorno, é necessaria uma solugdo fundamental.

Esta solucéo representa a solucdo das equacdes diferenciais do problema
nas direcdes generalizadas consideradas para um ponto campo x devido a forcas

concentradas generalizadas unitarias aplicadas em um ponto ¢.
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3.4.1 — Deslocamentos generalizados

Sejam as equacgles (2.10) para cargas concentradas unitarias na direcao k

no ponto &, aplicadas separadamente. Neste caso, as equagdes (2.10) podem ser

representadas como:

A ug + by =0 (3.51)
sendo:

by, = 5(x— &), (3.52)
onde &(x—¢&) é definida no item 3.2.1.

O campo de deslocamentos u;j representa a solucdo da equacédo (3.51) e é

chamada de solucédo fundamental.
Segundo Van der Weeén (1982b), uma solucédo que satisfaz as equacdes

(3.51) foi obtida pelo método de Hérmander, dada pelas expressoées:

. 1

ul, = m{[SB(z)—(l—v)(Zln z-1)5,, - [BA(Z)+20—v)]r, 1, }

* *

u,=-u, = % 2Inz-Yrr,

. 1

Uss TSy [1-v)z? (Inz-1)-8In7]

(3.53)

onde:

r=,/r, r, =distancia entre o ponto fonte e o ponto campo (3.54)
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r, = Gx(jr(x) _ rT (3.55)
sendo:

re =%, () = %, (&) (3.56)

z=Ar (3.57)

A(2)=K,(z) +22 K, (2) - 2] (3.58)

B(2)=K,(2) + 27 [K,(2) - 27 (3.59)

sendo K, e K, funcdes de Bessel modificadas. Neste trabalho, as fungbes de

Bessel foram calculadas através de expansdes polinomiais (Abramowitz e Stegun,
1965).

3.4.2 — Forcas de superficie generalizadas

Substituindo as derivadas de (3.53) em (3.5) e, em seguida, substituindo as
expressdes resultantes em (3.3), resultam as expressfes seguintes, que

representam as forcas de superficie referentes a solugcdo fundamental:

Pl =_$ [(4A + 22K1+1—v)(5 r,+ rany)+

ay *,n

+(4A+1+v)r n, —2(8A+2zK +1-v)r r r,

2
P :;—E[Bny —Ar, r’n]

S il [(2 83; Inz —1)na +2r, rn}
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3 2zr "

(3.60)

onde r, é aderivada de r em relacdo a normal no ponto x, sendo expressa por:

r’ n= = r’a n (3.61)

Vale ressaltar que as derivadas de uIJ sdo em relacdo as coordenadas do

ponto x (ponto campo) e considerou-se que:

(3.62)

3.5 — Transformacédo das Integrais de Forgcas de Dominio em Integrais

de Contorno

A primeira integral de dominio a direita que aparece em (3.49) representa a

contribuicdo da carga transversal q(x) e a segunda integral de dominio a direita

representa a reacgéo do solo p(x).
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A primeira integral de dominio a direita pode ser transformada em integral de
contorno para varios tipos de carregamento.

Neste trabalho, sera considerado que a carga q(x) € um carregamento

uniformemente distribuido.

Tem-se:
(&) = jq(X)[u; (&.x)— mu;ﬂ (f,x)} d(x) (3.63)

Considerando a equagdo de Poisson seguinte, para a qual v; € uma

solucgéao:
Vi (£ %) = U55(£. %) (3.64)
e aplicando o teorema da divergéncia em (3.63), tem-se, sendo q(x) =( = cte:

1,(£)= qj{ Vi (&%) - s ) u’, (&, x)} n, (x) dr'(x) (3.65)

sendo, de acordo com Van der Weeén (1982a) e Karam (1986):

V, ;= 1287[[)[ (4Inz-5)+2(4Inz-3)r,, r,/,]

(3.66)

. rr,
v, :‘1287[045(1_@ [B2(2Inz-1)- 22(1-v) (4Inz-5)]

Seja 0 dominio da placa dividido em células e sejam também:

I', = contorno da célula c
Q, =dominio da célula c

N. = namero total de células da placa
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A segunda integral de dominio a direita em (3.49) pode ser escrita como
uma soma de integrais sobre o dominio de cada célula e estas integrais podem ser
transformadas em integrais sobre o contorno de cada célula.

Tem-se:

1,6) = [ P00 7 (.30~ 2y Ui (6290 | 002() (3:67)
Considerando a equacéao de Poisson (3.64), pode-se escrever:

16) = [ PO00] oo (6130~ 07 (6130 | 020 (3.69)
Admitindo-se a divisédo do dominio em células, tem-se:

1) =35 [[Pu00) v (610 by (610 [ 2.0 (3.69

c=1 Q

Aplicando o teorema da divergéncia em (3.69), tem-se, sendo, em cada

célula, p.(x) = p, = constante:

16)= 3 b [[ Vi 00 g (€0 [0 ar 0 (3.70)

Assim, considerando as equacg0fes (3.65) e (3.70) em (3.49), as equacgOes
(3.49) podem ser escritas como mostradas a seguir, contendo apenas integrais de

contorno:
¢, (&) u (&)= [ [u7, (€. )P, (x) - by (£, x)u; (x) Jar(x)

vaf| Vi (60~ g (m)}na () dr(x)-+

e i 0 ) @

I



37

3.6 — Expressdes para Deslocamentos e Esforgos nos Pontos Internos

Os deslocamentos e esforcos nos pontos internos também podem ser

calculados por meio de equacdes integrais, como sera mostrado a seguir.
3.6.1 — Deslocamentos

Os deslocamentos nos pontos internos sao obtidos usando a expressao
(38.71) com ¢; = 5.

Logo, para um ponto interno ¢ qualquer, tem-se:

u; (€)= Jur; (§.x)p; ()dr(x) = [ pf; (£, x)u; (x)dr(x)+

r

#af| Vi (60~ i (6200, (0 ar(0)+

e 3 [V 60 g 60 o) ) 672

I (1— 1%

3.6.2 — Momentos e esforgos cortantes

O célculo dos momentos e esforcos cortantes nos pontos internos é
realizado através das expressodes (3.5), onde os deslocamentos e as derivadas de
deslocamentos que nelas aparecem sao substituidos pelas expressoes (3.72) e suas
respectivas derivadas em relacéo as coordenadas do ponto &.

Neste caso, considerando (3.55) e (3.56), tem-se:

o ___ o __y (3.73)

x(&)  x(x)
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@) (zK, +2A)
oB

@) (zK, + A)
oK,

o) (zK, + K,)
or , N PR

%, ($) r
or, M r,=N

ox, (&) v

(3.74)

Resultam, entdo, expressdes com as seguintes formas, para momentos e

esfo rcos cortantes:

a) Momentos:

M, Iuaﬁk £,%)py (x)dr(x jpaﬁk £,%) u (x)dr(x) +

+ q Iwaﬂ é: X dr z pc Iwaﬂ é: X dr( ) Y /,Lz (q+p)5a,6'

b) Esforgos cortantes:

IUSﬁk &,x) p (x)dr(x J.p3ﬁk &, x)u, (x)dr(x) +

+qu3ﬁ &, x)dr(x Z ch.WSﬁ &,x)dr(x) (3.76)
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Os tensores U, ., P;, € W, foram obtidos considerando-se que sdo os
termos que multiplicam, respectivamente, as forcas de superficie pk(x), 0s
deslocamentos uk(x) e a carga distribuida g ou a reagdo do solo p, quando da

substituicdo das expressfes dos deslocamentos nos pontos internos e suas

derivadas nas expressodes dos esforgos.
a) Para u;,, , tem-se:

Na expressao dos momentos:

« D(1-v N N N
Uopy = (2 )(ua%ﬂ tUg o+ — (“17.1+ u2y,2)5aﬁJ
(3.77a)
. D(1- . . .
uaﬂ3 = (2 V) (ua&ﬂ + uﬂS,a + (u13,1 u23,2)5aﬁJ
Na expressao dos cortantes:
. D(1-v)A%/ . .
Usg, =% (Uﬁy u3%ﬂ)
(3.77b)
. DA-v)A%/ . .
Usps = % (uﬁs + u33,ﬂ)

Derivando as expressdes (3.53) em relacdo as coordenadas do ponto &,

obtém-se, apds reagrupar os termos:

* 1

u,, :m[@m 47K, +1-V)1, 8, —28A+2ZK, +1-v)r 1,1+

+(4A+1_V)(5a7 r,ﬂ + 5ﬁ7 r,a)J
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* * 1

Uy p=—Us, 4 :__87zD 5aﬂ(2Inz—1)+2rﬁr ]
. -r,

U, = [(1 v)z? (2Inz-1) 8]
8D (1-v) A2

(3.78)

A substituicdo de (3.53) e (3.78) em (3.77) fornece, apds reagruparem-se 0s

termos:

*

u =4i[(4A+2zK1+1—v)(5ﬁy r,+0,, r,)—2B8A+2zZK +1-v)r r,r +
= , ,

afy a By

+(@A+1+v)5,, 1|

u’ __{d-v) (1+V)I Nz—1|8,,+2r,r,
s 87 1-v)

3,6'}/ [85 Ar,;/ r,ﬂ]

U=
2 m
(3.79)
b) Para p;,, , tem-se:
Na expressao dos momentos:
* D(l_V) * * 2V * *
paﬁ;/z 2 |:pa;/,,6’ + pﬂy,a + (1—]/) (pl;/,l + p2y,2 )5aﬂ:|
(3.80a)

* D 1_ 2V * *
Pops = M|:p pﬁSa ﬁ (U13,1 + Uy, )501/3}
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Na expressao dos cortantes:

. D@-v)A?%, . .
Psp, = (T) (pﬁy + p3%/3)
(3.80b)
. D@-v)A?, . \
Pags = % (pﬁ3 + p33,ﬂ)

Considerando as expressodes (3.60) e derivando em relacdo as coordenadas

do ponto &, obtém-se, apds reagrupar os termos:

*

pmﬁ=Z$P{@A+2ng+1—vm%ﬂ%+awm)+MA+Lﬂaqﬁm—

(,+68, 1,1 )-2(8A+2zK, +1-v)*

ay B °,n

—2(8A+4zK, + 22K, +1-v)*(n, 1,

Ny, + 8yl T+ 3,1, 1,)—2(8A+22K +14+v)n, 1 1, +

+4(24 A+ 82K, + 22K, +2—-2v)r r 11, ]

7 ha L BN

2
*

A
Ps s :m[(zKﬁA)rﬁ n,+Ar, n,—(4A+zK)r r,r +As,, ryn]

< [@-v)[1+v
Pau. s :—47” {_l—v n,ry=2r,ryr +r,n,+ 5aﬂpn}

* 1
Pssp = Py [”ﬂ —2r, r,n]
(3.81)

Substituindo (3.60) e (3.81) em (3.80) sdo obtidas, apds reagrupar 0s

termos:



42

. D@-v)

paﬂ7 = 4 2

{(8A+ 22K, +1=v)(S, n, + 5,0, )+ (4A+1+3v)5,,n
T r

yallp B ap 'y

— (16A+62K, +2° K, +2-2v)*|(n, r,+n, r)r, +(5, r,+36, r)r.]-

—2(8A+2zK, +1+V)(5aﬁ rr,+nr, (ﬂ)+

+4(24A+87K, + 22Ky +2-2v)r 1,1 1}

a LB Ny n

. D@-v)2

P == [eA+zK)(r,n, + 1, n,)-2(@A+2K)r 1,1 +2A5,,r,]

a LB 0,n af ',n

. D(A-v)A? [(

Py == 4 2A+ zKl)(5yﬁ ry+r, nﬁ)+2Any r,—2(dA+zK)r r, r’n]
.« DA-v)Ar/, )
P33 :W[(z B+1)nﬂ —(z A+ 2)rﬁ M
(3.82)
c)Para w;, , tem-se:
Na expressao dos momentos:
« D@-v)| . 2v . .
Wop =75 {Va.m TV T 1—v) Oup (Vl.yl 1 V2,0 )_
v * * 2v ( * x )
_—(1—1/)/12 Uy s +Ug, + v Oup\Up,; + Uy, ) [ (N, (3.83a)

Na expressao dos cortantes:

2
W, = M{v*y +V S (u;y + U, )} n, (3.83b)
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Considerando as expressfes (3.77), podem-se escrever as expressoes
(3.83) como:

. _D@-v)|.. . 2v 5<* *) v .
Wop =57 Ve T Voo T Ty ConVan T Var2) Ny =0 Han Ny
* D(l_v 2 [ * * ] V *
Wip = T Ver T Vel — m Yo Ny

(3.84)

Derivando-se as expressoes (3.66) em relacdo as coordenadas do ponto &,

obtém-se, apds reagrupar 0s termos:

V, 4 = {[ (4Inz-3) + 4r rﬁ]r +(4Inz - 3)(5W ﬂ+§ﬁ7ra)}

(3.85)

. 1 z°
V =—— 15 Adinz-2) - — (1- Ainz-5|+r, r_ *
3,pr 87Z'D(1— V)ﬂ,z { " |:( ) 16 ( V)( ):| By

*{4 —% (1—v)(4|nz—3)}}

A substituicdo de (3.66) e (3.85) em (3.84) fornece, apOs reagrupar 0s

termos:

*

r
Wop= = op {@4In z—3)[(1—v)(rﬁ n, +r,ng)+@-3v)3d,, r]+

*

+4[(1 v)r, r, +v o, ] } 0 v)ﬂf Uy N,

(3.86)

2 Sﬁ';/ n;/

« 1
Ww:g[(zmz—l) Ny, +2r,r ]
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CAPITULO 4

IMPLEMENTACAO NUMERICA DAS EQUACOES DA PLACA

4.1 - Introducgéo

Neste capitulo, sdo apresentados o0s procedimentos utilizados na
implementacdo numeérica das equacdes integrais do capitulo anterior. Para isto, as
equacodes integrais sdo escritas em forma discretizada, sendo o contorno da placa
discretizado em elementos de contorno quadraticos, tendo geometria linear, e o
dominio, em células triangulares ou quadrilaterais constantes.

Inicialmente, monta-se um sistema de equacdes composto de trés equacdes
integrais de deslocamentos para cada ponto nodal do contorno, sendo uma equacao
para cada uma das trés direcbes generalizadas. Entdo, o numero de equacdes do
sistema é igual a trés vezes o numero de nos.

As incognitas do problema séo, neste caso, os deslocamentos ou as forcas
de superficie em cada ponto nodal da placa e as for¢cas de reacdo do solo. Logo, o
ndmero de equagbes € menor que o0 numero de incégnitas, sendo, entdo,
consideradas equacfes adicionais a este sistema, constituidas pelas equacdes dos
deslocamentos transversais dos pontos situados no centro geométrico de cada
célula.

Ainda sdo mostradas, neste capitulo, as equacdes discretizadas para o

calculo dos deslocamentos e esfor¢os nos pontos internos.

4.2 — Discretizagdo das Equacdes Integrais

Para a resolucdo numérica das equacdes integrais apresentadas no capitulo
anterior, o contorno I' da placa é dividido em elementos, cada um tendo um

contorno I';. Além disso, o contorno I', de cada célula é dividido em elementos de

contorno I';;, nos quais u; e p; sao calculados por interpolacdo dos valores nodais.

cj?
Para cada ponto nodal, tém-se trés componentes de deslocamento e trés de forcas

de superficie, sendo uma para cada direcao generalizada.
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Neste trabalho, sao utilizados elementos de contorno tendo geometria linear
e podendo ser continuos ou descontinuos, e células internas triangulares
constantes, como mostrado na Figura 4.1, ou também quadrilaterais. Nos cantos da

placa, podem ser considerados nés duplos.

Figura 4.1 — Placa dividida em elementos de contorno e células internas

4.2.1 - Sistema de equacdes

A equacéo (3.71) é escrita, em forma discretizada, para cada ponto nodal &

de I', substituindo-se as integrais em I" por somatérios de integrais em T';, sendo
I['; o dominio de integracdo do elemento j. Além disso, as integrais escritas para o

contorno I, de cada célula séo substituidas por somatorios de integrais em T ;.

Para um ponto qualquer do elemento j, serdo consideradas as expressoes

seguintes para interpolar os deslocamentos e forcas de superficie em funcdo dos
valores nodais:
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u=Nu"
4.1)
p’=Np"

sendo:
N = matriz que contém as funcdes de interpolagéo
u" e p" = vetores que contém as componentes dos deslocamentos e forcas

de superficie, respectivamente, relativos aos pontos nodais do elemento

considerado.

Considerando o contorno I' discretizado em elementos de contorno r, e

considerando as equacdes (4.1), a equacdo (3.71) pode ser escrita na seguinte

forma discretizada:

Cou=> [jUT Ndf]p"—ilf

=Ty =

P Ndl“]u” + Zez [q '[ s dr} +
j=1 T

Nc Ne

+ z Z P, IST dr 4.2)

c=1l j=1
onde:

C, = matriz cujos elementos sdo os c¢; que aparecem na equagao (3.50)

u; = vetor deslocamento do ponto fonte
e = numero de elementos do contorno
U; e P, = matrizes que contém as componentes dos tensores da solugéo

fundamental relativos aos deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente

s = vetor cujas componentes sdo expressas por:

S; = (V;,a - ; uka} na (43)
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N, = numero de elementos no contorno de cada célula interna

N. = numero total de células da placa

Torna-se necessario escrever a diferencial de contorno dI” em fungéo de

uma coordenada intrinseca adimensional » (ver item 4.3), jA que as funcbes de
interpolacdo sdo escritas nesse sistema. Assim, sendo |J| 0 jacobiano da

transformacao, € usada a expressao:

dr =|J| dn (4.4)

Chamando:

Gy = [Ui Ndr (4.5)
T

Hi = jPi* N dr (4.6)
T

b, =4 J.s, dr (4.7)

T
m§ = p, [s dr (4.8)

T

ci

a equacao (4.2) pode ser escrita como:

Nc Ne

C, ui=ieij p, - ZH u, +Zb +>.3 mj (4.9)

c=1l j=1

ou ainda:

€ e Nc Ne

ZH u; = ZG,J p; +Zb +>°3 m; (4.10)

= = c=l j=1
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onde:
H; = H; parai=]j
(4.11)

H;,=H; + C, parai=]

No caso de integrais regulares (quando o ponto £ nao pertencente a T';), as

integracdes numeéricas das expressdes (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8) sdo resolvidas
através da quadratura de Gauss.

Deste modo, utiliza-se a expressao (4.4) para substituir a diferencial do
contorno e as integrais assim obtidas sdo entdo substituidas por somatérios,

indicados nas seguintes expressoes:

rjjuder=jlujN|J|dn=g(ujN)k NED (4.12)
Ffjpi*NdF=iji*N|J|d’7 =g (P’ N), 3] o, (4.13)
Jsiar=[ 5 dn =3 )0l 410
[ sidr= j s; [|d7 =i (57 ) ] @, (4.15)

Iy -1 k=1

onde:

K = namero total de pontos de integracao

o, = fator de peso associado a cada ponto de integragéo k
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Para o caso de integrais singulares, que ocorrem quando o ponto ¢&
pertence a I, estas integrais também sdo calculadas numericamente, porem,
utilizam-se procedimentos especiais.

Escrevendo a equacao (4.10) para todos os pontos nodais & do contorno,

obtém-se um sistema de equagfes, no qual o niumero total de equacdes é igual a

trés vezes o numero de nds, da seguinte forma:
Hu=Gp+b+m (4.16)
onde:

u e p = vetores que contém os valores nodais dos deslocamentos e forgcas
de superficie, respectivamente

b = vetor que contém a parcela da carga distribuida

m = vetor que contém a parcela da reacéo do solo

H e G = matrizes que contém as integrais sobre os elementos de contorno

Vale ressaltar que, nos vetores u e p, deve-se ter, para cada direcao nodal,

um dos dois valores como incAgnita e o outro prescrito. Cabe observar ainda que, na

matriz H, esta incluida a parcela que contém o termo c;.

O sistema representado pela equacéo (4.16) poderia ser resolvido se as
incognitas fossem apenas deslocamentos e forcas de superficie no contorno. Como
as forcas de reacdo do solo também sao incognitas, equacdes adicionais a este
sistema sdo necessarias. Sao, entdo, consideradas as equacdes dos deslocamentos
transversais dos pontos situados nos centros geométricos das células.

Estas equacfes sdo similares as escritas para os nds do contorno (3.71),

apenas se diferenciando pelo coeficiente c;, que agora vale 1. Desta forma,

aplicando a terceira das equacgdes (3.71) a todos os pontos considerados nas

células, em que existe o contato com o solo, tem-se, apods a discretizacao:

lu, + H u, =G, p; +b; +m, (4.17)
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onde o indice i indica que os vetores e matrizes correspondentes referem-se aos

pontos internos.

Agrupando as equacbes (4.16) e (4.17), tem-se um Unico sistema, da

seguinte forma:

BRI MR R

onde:

{u} = vetor formado pelos deslocamentos nodais do contorno
{u,} = vetor formado pelos deslocamentos transversais de todos os nés das

células

{b}: vetor formado pelo carregamento transversal a placa

{pr} = vetor formado pela contribuicdo da reacéo do solo

4.2.2 — Célculo dos deslocamentos nos pontos internos

ApoOs a resolucdo do problema no contorno, podem ser calculados os
deslocamentos e esfor¢os nos pontos internos.

A fim de se calcular os deslocamentos nos pontos internos, a equagéao (3.72)
é discretizada ao longo do contorno da placa e das células, analogo ao que foi feito
na equacao (3.71).

Ent&o, para cada ponto &, do interior da regido Q, tem-se:

{jpf Ndr}u” +kze‘[qrjks’; dr} +

Iy =1

u, = e {juder}p“—i

k=1

+ Nz Nzlp [si dl“] (4.19)
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4.2.3 — Momentos e esforgos cortantes nos pontos internos

Considerando as equacbes (3.75) e (3.76) discretizadas ao longo do
contorno da placa e das células, obtém-se as expressfes dos momentos e dos
esforgos cortantes nos pontos internos.

Assim, para cada ponto interno &, , tem-se:

a) Momentos:

M, = Z {ju’;' Ndr}p“ = Z L{Pf' Ndl“}u” + kzll {qrjkwi*'dr} +

k=1 T

Nc Ne o 5
S8 o w2 @20

c=1 k=1 T«

b) Esforcos cortantes:

Q =3 {IU?"NdF}p”—ZL[Pi*HNdF}u” +Z{qrjwi*"dr}+

k=1 | 1,

Nc Ne

58 e

c=1 k=1

, P, P/, W e W sd3o matrizes que conttm os tensores

onde U, U, P , ,

apresentados anteriormente.

4.3 — Elementos de Contorno

O tipo de elemento de contorno utilizado neste trabalho é o elemento
quadratico, continuo ou descontinuo. Desta forma, os deslocamentos e os esforcos
ao longo de cada elemento sdo aproximados por funcgdes polinomiais quadraticas,

tornando-se necessarios trés pontos nodais em cada elemento.
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4.3.1 — Elemento quadratico continuo

Um elemento é continuo quando possui pontos nodais nas extremidades,
sendo estes pontos comuns entre elementos adjacentes, havendo, neste caso

continuidade das funcdes envolvidas nesses pontos, conforme indica a Figura 4.2.

elementa
I |
e + -~y
™. o
nas extremos
®  nécentral b
— —
L ] L ]

nd duplo —I-,./ » + * \C\

Figura 4.2 — Elementos de contorno quadraticos continuos

As funcdes de interpolacdo, dadas em funcdo da coordenada adimensional
n, sao:

(4.22)

e possuem valor unitario no ponto nodal considerado e zero nos outros dois.



4.3.2 — Elemento quadratico descontinuo

No elemento descontinuo, existem pontos

nodais afastados

53

das

extremidades do elemento e, portanto, ndo ha continuidade das funcdes envolvidas

entre elementos adjacentes (Figura 4.3). Este elemento permite a modelagem de

contorno onde existem descontinuidades de for¢cas de superficie ou de geometria, ou

seja, quando ha descontinuidade da normal e as forcas de superficie ndo sao

conhecidas em nenhum dos dois elementos adjacentes.

elementa
jo—e—ete sy
4 w ]
; 1
L ] L

oI

Figura 4.3 — Elementos de contorno quadréaticos descontinuos

Suas funcdes de interpolacdo sao:

~in(ln—1+2b)
M=l b) (- 23)

_ In(2(a-b)-I7n)
No = —2a 1 —20) "

~In(p+1-2a)
N3_2(lian—b)(l—2b)

(4.23)
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onde:

| = comprimento total do elemento
a = afastamento do primeiro né do elemento em relacdo a extremidade

b = afastamento do ultimo n6 do elemento em relacdo a extremidade

4.4 — N6 Duplo

O né duplo é utilizado quando, em uma determinada direcdo nodal
generalizada do ponto de intersecéo de dois elementos onde exista descontinuidade
da normal ou da condicdo de contorno, as forcas de superficie sdo conhecidas nos
dois elementos adjacentes ou o deslocamento € conhecido num elemento e a forga
de superficie € conhecida no outro. Considera-se como se houvesse dois pontos

nodais no mesmo ponto geométrico, cada um pertencendo a um elemento diferente.
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CAPITULO 5

EQUACOES INTEGRAIS DO SOLO

5.1 — Introducéao

Inicialmente, neste capitulo, sdo obtidas as equacdes integrais para um
sélido tridimensional finito, baseada na teoria da elasticidade tridimensional para
s6lidos homogéneos.

Posteriormente, sdo apresentadas as equacdes integrais para solidos
semi-infinitos.

Para aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno, a solucéo
fundamental utilizada para o solo, neste trabalho, é a solugédo de Boussinesg-Cerruti,
ja que esta € valida para dominios semi-infinitos e seu ponto de aplicacdo da carga
unitaria é um ponto qualquer da superficie.

Da mesma forma como foi feita para a placa, a superficie do solo é
discretizada em elementos de superficie triangulares ou quadrilaterais constantes.

E, por fim, apresenta-se a equacao integral para o deslocamento vertical de
um ponto qualguer do meio continuo em funcdo dos valores nodais de todos os

elementos de contorno.

5.2 — Equacéo Integral para um Sdlido Tridimensional

Seja um corpo de forma arbitraria, delimitado por uma superficie T,
conforme mostrado na Figura 5.1. A regido interior do sélido é indicada por Q.
Considere-se, ainda, que o soélido esteja em estado de equilibrio e que possui
comportamento elastico linear.

As tensbes atuantes em um elemento infinitesimal de um soélido
tridimensional s&o mostradas na Figura 5.2.

Fazendo-se o equilibrio do elemento, obtém-se as seguintes equacdes de

equilibrio:

o +b; =0 (5.1)
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onde b; sao as componentes de for¢as de volume nas diregdes de x;.

KS
KE
X
L—
X e "f T~
-~ S
4 ~
/ QN
y \
/ “J
/ ,.
f /
| ;J,.f
I'l,_ ;_F___,./
\ —
~
Figura 5.1 — Sdlido tridimensional
"'(3
KZ
X
X, T G..
K o
G. -

g

a
DY
&

Figura 5.2 — Tensdes atuantes em um elemento infinitesimal do sélido
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As condic¢des de contorno consideradas para as trés dire¢oes do solido séo:

uj=u; emr,

(5.2)

p;=p; em Fp

sendo:
u; = deslocamentos
p; = forcas de superficie
I = contorno (superficie) total do sdlido, sendo, I'=I", UT,
I, = parte do contorno (superficie) onde os deslocamentos sdo prescritos
I, = parte do contorno (superficie) onde as forcas de superficie sdo
prescritas

Vale ressaltar que o traco acima dos simbolos indica que os valores
correspondentes sao prescritos.

As forcas de superficie sdo expressas por:
P; =0y N, (5.3)
onde:

n; = co-senos diretores da normal exterior ao contorno

A deducao das equacdes integrais € obtida, neste trabalho, pelo Método dos
Residuos Ponderados. Assim, utilizando as equacbes de equilibrio (5.1) e as

condi¢cbes de contorno (5.2), pode-se distribuir o erro da forma seguinte, para uma
solugao aproximada composta de u; e utilizando a solugao fundamental u’; como

funcdo ponderadora:
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J.(aij‘j+bj)u’;d§2 :j(ﬁj —uj)pjf dr, +I(pj —p_j)ujfdl"p (5.4)
Q I T

u P

Integrando a primeira parcela do primeiro membro de (5.4) por partes e

considerando as expressoes (5.3), obtém-se:

]

j (a.. : +bj)u’; dQ = J' p;u; dF—J'aij uj; dQ + ij u; dQ (5.5)
Q T Q Q

Substituindo (5.5) em (5.4) e admitindo que I'=I', I, a equagdo (5.5)

torna-se:

ij udeu—Iaij uj dQ+ij u; dQ = j(ﬁj —uj)p’; dr, —Ip_l u;dr, (5.6)
Q Q T, T

T

u u p

Utilizando a reciprocidade de Betti, integrando a segunda parcela do primeiro

membro de (5.6) por partes e considerando a expresséo (5.3), tem-se:

jaij uj; dQ :Ia;uj n dF—J.a;,j u, dQ:jp’;uj dl“—ja;yj u; dQ (5.7)
r Q r Q

Q

Substituindo (5.7) em (5.6), tem-se:

J.pju]fdl“u—jp?ujdl“u—Ip?ujdl“p+.|.0‘;’jujd§2+jbj u; dQ =
I Tp Q Q

T

u u

= [(u;-u;)p;dr, - [ p; ujdr, (5.8)
T

T, ;

Entdo, a equacao (5.4) torna-se:

IG;JUJ dQ+jbj u]fdQ:—J.pju;dl“u —J'p_juj*.dl“p + Iuj pdr, +

Q Q Iy Iy Ty

+ [ u; pjdr, (5.9)
T,

u
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A expressao (5.2) fornece:

[uj pjdr, = Ju; pjdr,
T, L,

(5.10)
jp_Jqusz '[pjujdl“p
FP Fp
Entao:
Iuj pjdl“qu.fuj p’;dl“p=.[uj p;dr
I, T, r

(5.11)

jpju?dl‘u+.[pju;dl“p=.[pju]fdl“
I, T, r
Logo, a equacao (5.9) pode ser escrita como:
J.O'E’jujdQ+iju?dQ:—iju;dF+Iuj p;dr (5.12)
Q Q r r

Considerando uIJ a solucao fundamental relativa a uma forca concentrada
unitaria de direcdo j aplicada na direcdo i do dominio Q, a equacado de equilibrio

(5.1) pode ser escrita como:
o +o(x = &P, =0 (5.13)
ou ainda:

O_ij,j:_é(x_g)Pj (5.14)

onde §(x — &) é a fung&o delta de Dirac dada em (3.35).
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Sabendo-se que a integracdo da funcdo de Dirac ao longo do dominio

fornece um valor unitario (3.39), pode-se escrever:

[oi ujdQ=—[8(x-&)Pu;do=-Pu;=—u, (5.15)
Q Q

Considerando (5.15) em (5.12) e admitindo que as cargas unitarias atuem
em cada uma das trés direcbes generalizadas, pode-se, entdo, escrever a equacao

integral para um solido tridimensional, valida para um ponto & qualquer situado no

interior da regido Q:

u, (£)=— p; (& x)u; ()dr(x)+ [ug(€,x) p; ()dr(x)+ [ u (£, )b, (x)dQAx) (5.16)

r Q

5.3 — Equacédo Integral para um Ponto do Contorno de um Sdélido

Tridimensional

A Eq. (5.16) fornece os deslocamentos em qualquer ponto no interior do
sélido tridimensional desde que os valores das forcas de superficie e dos
deslocamentos de todos os pontos do contorno sejam conhecidos. Para resolver o
problema no contorno, torna-se necessario escrever a equacgédo (5.16) para um ponto

¢ situado no contorno da regido a ser analisada. Entdo, utilizando-se do mesmo
procedimento da secdo 3.3, considera-se o ponto £ situado no contorno e envolvido
por um hemisfério de raio & e centrado no ponto &£. Assim, a equagdo integral
(5.16) para os deslocamentos no ponto ¢ fica:

ui(¢)=] u7; (£, %)p; (x) dr(x) - |

u;; (£, %)b; (x) d(x) (5.17)

r_rg_,_fg F—rg+ﬂ plj (5 y X)ul (X) dF(X) =+

J.Q—QE +Q;

Pode-se estudar separadamente o limite de cada integral de (5.17) quando

c—0.
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Semelhante ao que foi considerado na secao 3.3, a parcela que apresenta
singularidade forte € dada pela segunda integral de (5.17), sendo esta interpretada
no sentido de valor principal de Cauchy.

As integrais restantes em (5.17) ndo apresentam problemas, pois tém
singularidades mais fracas.

Assim, pode-se escrever a equacao (5.16) para um ponto ¢ situado no

contorno, como:

¢; (§)u; (€)= =] pj (& x)u; ()dr(x)+ g (£,%) p; ()dN(x)+ [ug (&, x)b; (x)dAx)

Q

(5.18)

onde o coeficiente c; (5) € definido como em (3.47) e depende da geometria do

contorno no ponto &.

Portanto, a Eq. (5.18) pode ser escrita para um ponto & situado no dominio

ou no contorno, onde:

c; (£)= 6, quando ¢ pertence ao dominio do sélido

(5.19)

c; (&)=, /2 quando ¢ pertence & superficie do solido

As expressbes da solugcdo fundamental para este caso podem ser

encontradas na referéncia Brebbia et al. (1984).

5.4 — Equagdes Integrais para o Sélido Tridimensional Semi-Infinito

Neste trabalho, pretende-se estudar a interacdo placa-solo, onde o solo é
suposto um meio continuo semi-infinito. Assim, equacdes semelhantes as equacodes

representadas em (5.18) podem ser obtidas e, neste caso, as constantes c; (5)

tanto para o dominio como para o contorno, séo dadas por c; (5) =0 -
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Na formulacdo proposta, apenas os deslocamentos verticais da interface
placa-solo serdo compatibilizados e, portanto, apenas a terceira das trés equacoes
de (5.18) sera considerada. Além disso, a parcela correspondente as forcas de
superficie fundamentais da Eqg. (5.18) se anulam na superficie livre do solo. Logo, a

equacao integral para o deslocamento vertical € dada por:

U3 (§)= Juss(é,x) ps (AT (x)+ [ u,(£, )by (x)dA(x) (5.20)

r Q

onde:

Py (x) = forca de superficie na direcéo vertical
b, (x) = forga de volume na diregéo vertical
U,(&, x) = solugéo fundamental do deslocamento na dire¢éo vertical do ponto

campo correspondente a uma forca unitaria aplicada na dire¢do vertical do ponto

fonte.

Admitindo as forcas de volume desprezadas, a Eq. (5.20) torna-se:

Uy (&) = [uz(€,%) ps (x)dr(x) (5.21)

r
5.4.1 — Solucao fundamental para pontos do dominio do solo

A solucéo fundamental utilizada para pontos no interior do solo, considerado

como um meio continuo semi-infinito, € a solugdo fundamental de Mindlin, dada por:

2 2
1 3-4v, +8(1—v5) —(3—4v5)+R3 .

Uaalé: %) = 167G,(1-v.)| R R, R

. (3—4v, )RZ —2x,(x)x,(&) L 6% (%, ($)R: } (5.22)

sendo:
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R =% ()X, 0)F + %, ()%, (O] + x5 (€)-xs () |2 (5.23)

R, ={[x ()%, 0)F +[x, (€)%, (0)F + [ () 36 (0 2 (5.24)

Ry = X;(£)—%5(x) (5.25)

R, = %3(&)+%;(x) (5.26)

x(£) e x(x) = coordenadas do ponto fonte e do ponto campo,
respectivamente

v, = coeficiente de Poisson do solo

G, = mddulo de elasticidade transversal do solo, que se relaciona com o

S

maodulo de elasticidade longitudinal E, do solo pela expresséo:

: (5.27)

5.4.2 — Solucédo fundamental para pontos na superficie do solo

Como mencionado anteriormente, as solu¢cdes fundamentais sé&o
determinadas de acordo com o tipo de problema a ser analisado. Desta forma,
quando, na equacdo (5.21), tanto o ponto £ como o ponto x sdo admitidos na
superficie do solo, pode-se adotar a solu¢cdo fundamental de Boussinesq-Cerruti,

que € um caso particular da solugéo fundamental de Mindlin, quando x,(&)=x,(x)=0.

Assim, u.,(&, x) torna-se:

Us(&,X) = ——= (5.28)
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5.5 — O Método dos Elementos de Contorno aplicado as Equacdes

Integrais do Solo

A fim de se resolver numericamente as equacdes integrais pelo Método dos
Elementos de Contorno, as equacdes integrais sdo substituidas por um conjunto de
equacdes discretizadas. Para isto, considera-se a regido da superficie do solo em
contato com a placa dividida em elementos de contorno, para os quais sao definidas

funcdes de interpolacao.
5.5.1 — Elementos de contorno para a superficie livre do solo

De um modo geral, a funcdo que representa a variagcdo da forca de
superficie que atua em um elemento do contorno do solo pode ser escrita na

seguinte forma:

Pa. (X)=[¢, ]{p, } (5.29)

onde:

[¢,] = matriz das funcBes de interpolagé&o
{p.} = vetor que contém os valores das forgas de superficie dos pontos

nodais do elemento

Neste trabalho, séo considerados elementos triangulares ou quadrilaterais
constantes, cada um tendo um Unico ponto nodal situado em seu centro geométrico
e, portanto, a funcao de interpolacéo correspondente é unitaria.

Logo, a expressao (5.29) torna-se:

Psc(X) = Py, = cte (5.30)

Admitindo a discretizacédo da regido da superficie do solo em contato com a
placa em elementos triangulares ou quadrilaterais constantes, pode-se considerar a
Eqg. (5.21) em forma discretizada, substituindo-se a integral por um somatério de

integrais de cada elemento. Considerando também a Eq. (5.30), obtém-se:
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Ncel

Uy (£) =2 Py [uzs(&,%) dT, (x) (5.31)
c=1 T,
onde:
N., = numero de células em que foi dividida a regido da superficie do solo

em contato com a placa

I, = superficie de cada elemento do solo

A Eq. (5.31) pode ser resolvida para pontos do contorno ou do dominio do

solo.
Seja:

Ncel

=" py, Juz(€,x)dr, (x) (5.32)

Admitindo-se que o ponto ¢ esta situado na superficie do solo, us,(&,x) é

dada pela solugéao fundamental de Boussinesq-Cerruti. Entdo, substituindo (5.28) em
(5.32), tem-se:

Ncel 1_Vs 1
1 =Z:, Pac 5= | Folrc(x) (5.33)
c= s T,

Esta integral tem singularidade de ordem r™

e, para eliminar esta
singularidade, a integral de superficie da célula é transformada em integral de
contorno da célula, como se segue.

Considerando-se a Eq. (5.33) escrita em coordenadas polares, esta

torna-se:

R
-V
=Y p,=—=[[drde (5.34)
~ 7% 921G H
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Integrando (5.34) em relacdo a r, obtém-se:

Ncel

i —Z psc dee (5.35)
Tem-se que:
Rd@=r,, dI’ (5.36)

Explicitando d@ em (5.36) e substituindo em (5.35), obtém-se:

Ncel

m=y pgc%j r,, dr, (5.37)

c=1 ST,

Substituindo (5.37) em (5.31), tem-se, entdo:

Ncel 1_ Vv
—Z Py ——=| r,,dr, (5.38)
272G
c=1

s T,

Esta expressao representa o deslocamento vertical de um ponto qualquer da
superficie do meio continuo semi-infinito em funcéo dos valores nodais das forcas de

reacdo do solo em cada célula.
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CAPITULO 6
IMPLEMENTACAO NUMERICA DAS EQUACOES DO SOLO
6.1 — Introducao

Semelhante ao que foi feito no capitulo 4, neste capitulo, sdo apresentados
os procedimentos utilizados na implementacdo numérica das equacdes integrais do
solo mostradas no capitulo 5. Para isto, as equacgfes integrais sdo escritas em forma
discretizada, para os pontos nodais de cada célula, considerando a regido da
superficie do solo em contato com a placa discretizada em células triangulares ou
quadrilaterais constantes. A integral de superficie referente a cada célula é
transformada em integrais sobre o contorno da referida célula.

Posteriormente, o sistema de equacdes assim obtido € invertido, de modo
gue se tenham as forcas de superficie nodais escritas em funcdo dos deslocamentos

nodais.

6.2 — Discretizacdo das Equacdes Integrais

Para a resolugéo numérica das equacdes integrais do solo, o contorno I', de

cada célula é dividido em elementos de contorno I;. Assim, a equagdo (5.38) é

c

escrita, em forma discretizada, para cada ponto nodal ¢ de I, substituindo-se as

integrais de cada célula I', por somatorios de integrais em I’

cj?

sendo I'; referente

ao elemento j. Entdo, obtém-se o sistema de equacdes para o ponto &:

u; :Nzce‘:f{p der} (6.1)

c=1 j=1

onde:

u;, = vetor que contém os deslocamentos dos pontos fontes
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U, = matriz que contém as componentes dos tensores da solugdo

fundamental relativos aos deslocamentos
N., = nuamero total de células da superficie do solo

N, = numero de elementos no contorno de cada célula interna

p = vetor das forcas de superficie nodais

Chamando:
dy = fujdr (6.2)
Ty
a equacao (6.1) pode ser escrita como:
Ncel Nel
u; = Zz d;p (6.3)

c=1l j=1

Escrevendo a equacao (6.3) para todos os pontos considerados nas células,

obtém-se o seguinte sistema de equacdes:

(6.4)

onde:

{u,}= vetor formado pelos deslocamentos verticais de todos os nés das

células
{p,} = vetor formado pelas forcas de superficie dos nos das células

[A] = matriz expressa em fung&o da solugdo fundamental

Escrevendo-se (6.4) de forma inversa, tem-se:

b, }=[B]iu;} (6.5)
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Desta forma, o sistema de equagfes dado em (6.5) é o sistema considerado
para o solo, onde as for¢cas de superficie e os deslocamentos dos pontos nodais da

interface entre a placa e o meio continuo semi-infinito estéo relacionados entre si.
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CAPITULO 7

INTERACAO PLACA-SOLO

7.1 — Introducao

Neste capitulo sera realizado o acoplamento do sistema de equacfes da
placa com o sistema de equacdes do solo, obtidos, respectivamente, nos capitulos 4
e 6, a fim de se fazer a interagdo placa-solo.

No sistema placa, obtidos no capitulo 4, as equacgles integrais foram
escritas para os nos dos elementos de contorno da placa e para os nos das células
triangulares ou quadrilaterais em que foi discretizada a interface placa-solo. As
equacdes integrais do sistema solo, desenvolvidas no capitulo 6, foram escritas para
0s nos das células na interface solo-placa. Assim, com esses dois sistemas, €
possivel obter um Unico sistema de equacbes e, para resolvé-lo, inicialmente as

equacdes do solo foram substituidas nas equacdes da placa.

7.2 — Equacdes Integrais para o Conjunto Placa-Solo

A fim de se obterem as equacbes integrais para o conjunto placa-solo,
algumas hipéteses séo feitas.
Para isto, admite-se o conjunto placa-solo indicado na Figura 7.1. Nele,

observa-se que a carga ¢ recebida pela placa € transmitida ao solo através de

tensdes de contato entre a placa e o solo.
Observa-se, ainda, que, para a placa, a forca de contato p na interface

placa-solo, aqui denominada reacdo do solo, é tratada como carregamento
transversal externo e para o solo esta reacéo é tratada como forca de superficie.
Assim, a forca da placa é transferida diretamente da placa para o solo e, por
consequéncia, o solo exerce uma reagdo, que é transferida do solo para a placa.
Neste trabalho, considera-se que as discretiza¢cdes do dominio da placa e da
regido da superficie do solo em contato com a placa sejam as mesmas e, com isso,

0s noés de suas discretizagdes sao coincidentes.
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Carregamento transversal

Placa — | - !
a placa e reacgdo do solo

[ —HTII HTL L

| J l P Forgas de superficie
. ; aplicadas ao solo

Solo —

Figura 7.1 — Tensdes atuantes no conjunto placa-solo

Com o objetivo de se escreverem as equacdes matriciais para o sistema
placa-solo, admite-se, incialmente, o sistema obtido para a placa dado no capitulo 4
pela Eg. (4.18). Cabe observar que o contorno da placa foi dividido em elementos
com aproximacdo quadratica, podendo estes ser continuos ou descontinuos. O
dominio da placa foi discretizado em células triangulares ou quadrilaterais
constantes. Assim, o sistema obtido para a placa no capitulo 4 é representado por:

5 MR

onde:

{u} = vetor formado pelos deslocamentos nodais no contorno da placa

{u;} = vetor formado pelos deslocamentos verticais de todos os nés das
células do dominio da placa

{b}= vetor formado pelo carregamento transversal aplicado a placa,
referente aos nos do contorno
b,

}: vetor formado pelo carregamento transversal a placa, referente a

todos os nos das células do dominio da placa
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{pr} = vetor formado pela contribuicdo da reacédo do solo

A seguir, sdo escritas as equacfes matriciais obtidas no capitulo 6 para o
solo. Cabe observar que a superficie do meio continuo semi-infinito foi dividida em
células triangulares ou quadrilaterais constantes. Vale ressaltar, ainda, que a reacao
do solo é tratada como forca de superficie no conjunto solo-placa (Figura 7.1).

Assim, o sistema do solo obtido no capitulo anterior é dado por:
{p. }=[Bl{u;} (7.2)
onde:

{u;} = vetor formado pelos deslocamentos verticais de todos os nés das

células da superficie do solo

Os sistemas (7.1) e (7.2) podem ser acoplados considerando que o vetor

{ui} deve ser igual na placa e no solo para que haja continuidade do deslocamento
entre a placa e o solo nos pontos considerados e o0 vetor {pr} tem valores iguais e

sinais contrarios para que haja equilibrio de forcas entre a placa e o solo. Para isto,
substitui-se o vetor dado pela expresséao (7.2) no sistema (7.1), obtendo-se um Unico

sistema, da seguinte forma:

STl el

Reescrevendo o sistema (7.3), tem-se:

{: :Huu HGG Hp}+{bb} (7.4)

O sistema (7.4) ainda pode ser reescrito, colocando-se todas as incognitas
num Unico vetor x e todos os valores conhecidos num vetor f, obtendo-se um

sistema da seguinte forma:
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Ax=f (7.5)

onde:

A = matriz do sistema, cheia e ndo-simétrica
X = vetor que contém as incognitas (deslocamentos ou forcas de superficie
em cada direcdo nodal generalizada)

f = vetor que contém os valores conhecidos

Resolvendo-se o sistema de equacfes (7.5), sdo obtidos os deslocamentos
e forcas de superficie de todos os nds do contorno da placa e as forcas de superficie
de todos os pontos nodais da interface placa-solo.

Com a obtencdo dos deslocamentos dos pontos nodais, a reacdo do solo
(que é tratada como forca de superficie nas equacdes do solo) pode ser obtida
através das equacdes (6.5).

Os momentos fletores e torsores para pontos no dominio da placa podem
ser obtidos pelas Egs. (4.20) e (4.21), observando-se que as forcas de contato

placa-solo sdo tratadas como carregamento transversal externo.



74

CAPITULO 8
APLICACOES
8.1 — Introducéao

Neste capitulo, sédo apresentados alguns exemplos numéricos utilizando o
Método dos Elementos de Contorno aplicado a teoria de flexdo de placas de
Reissner, admitindo o solo como meio continuo semi-infinito, a fim de mostrar a
validade da formulacao desenvolvida.

Os resultados sdo comparados com resultados de trabalhos que utilizam

métodos numéricos com outras abordagens ou de soluc@es analiticas.

8.2 — Exemplo 1: Placa Quadrada com Bordos Livres

Analisa-se uma placa quadrada com bordo livre, apoiada sobre o meio
continuo semi-infinito, sujeita a um carregamento transversal uniformemente
distribuido q.

Esta placa é considerada com lado a=12m, espessura h=01lm e
coeficiente de Poisson v, =0,3. O solo em que a placa encontra-se apoiada tem
modulo de elasticidade E, = 0,26x10°kN/m? e coeficiente de Poisson v, = 0,3.

O médulo de elasticidade da placa E, € obtido a partir de um fator de

rigidez relativo X entre a placa e o solo, definido em Cheung e Zienkiewicz (1965).

Para o caso em que Vo =Vss este fator se expressa comao.

X =1807{5](£J3 (8.1)
E, \h

sendo:

(8.2)

ol
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Além disso, a placa foi analisada supondo-se que possui uma rigidez
intermediéaria e, desta forma, o fator de rigidez relativo X foi calculado admitindo que
log X =1,08.

A placa foi discretizada utilizando-se uma malha com 32 elementos de
contorno quadraticos e 128 células triangulares constantes, conforme mostra a
Figura 8.1. A mesma malha de elementos triangulares constantes foi adotada para a
superficie do solo. Além desta, usou-se uma malha com 32 elementos de contorno e

256 células internas triangulares, conforme mostra a Figura 8.2.

A Xo

Figura 8.1 — Placa quadrada: discretizagdo em 32 elementos e 128 células
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>
X

Figura 8.2 — Placa quadrada: discretizacdo em 32 elementos e 256 células

Na Figura 8.3, estdo indicadas as variagbes da flecha u, com os valores
calculados ao longo da reta x, = 6m, considerando o fator, u, = (10°u,/q) (m*/N).

Os resultados obtidos estdo préximos dos obtidos por Almeida (2003), que
utilizou o MEF para modelar a placa e o MEC em abordagem 3D para modelar o
solo, de modo que este também pudesse ser simulado com caracteristicas
heterogéneas. Os resultados também foram comparados com os obtidos por Paiva e
Butterfield (1997), que consideraram a analise de interacdo placa-solo pelo MEC
com a teoria de Kirchhoff e a discretizacédo da placa em 32 elementos de contorno e
128 células triangulares, sendo ambos lineares; e também com os de Messafer e

Coates (1989), que realizaram uma andlise de interacdo placa-solo onde a placa &
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analisada pelo MEF e o solo pelo MEC, discretizando a placa em 100 elementos
finitos quadrangulares do tipo ACM. Observa-se uma diferenga maior em relagéo
aos resultados destes dois ultimos trabalhos, possivelmente por divergéncia entre

algum dado apresentado nas referéncias e o utilizado de fato.

& *
A TR A
¥ ST ' e SR 1 S e
P B . e .
—— Presente trabalho - 128 células
g
2 1 —-4—-Presente Trabalho - 256 células
1.5 1 ------- Paiva e Butterfield (1997)
1 A --==--- Almeida (2003)
os4 #-- Messafer e Coates (1939)
] T T T T T ,
0 1 2 3 4 5 6

Xq

Figura 8.3 — Placa quadrada: deslocamento transversal u,

Analisa-se, também, uma placa quadrada com bordos livres, de lado b,
apoiada sobre meio continuo semi-infinito e submetida a um carregamento
uniformemente distribuido g, comparando-se os resultados obtidos no presente
trabalho com os de Shen et al. (1999), que utilizam um método variacional e a teoria
de placas de Kirchhoff.

O mddulo de elasticidade da placa E, € obtido a partir de um fator de

rigidez relativo K entre a placa e o solo, apresentado em Shen et al (1999), e

expresso por:

4B, @-vii

3 E,(1-v2)b? (8:3)
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valido para o caso geral de placa retangular de lados a e b, sendo b o lado menor
da placa.
Para o deslocamento transversal obtido, utiliza-se um fator adimensional,

eXpresso por:

E.u
l,=—— (8.4)
qbd-vy)
A malha utilizada para discretizar a placa tem 36 elementos de contorno
quadraticos e 81 células internas quadradas constantes e a discretizacdo da
superficie do solo é feita com 81 elementos quadrados constantes, conforme

mostrado na Figura 8.4.

A X>

> X

b

Figura 8.4 — Placa quadrada: discretizagdo em 36 elementos e 81 células
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Valores do fator |, para uma variacéo da rigidez relativa de 0,001 a 100 sé&o

mostrados na Figura 8.5 e comparados com os valores obtidos por Shen et al.

(1999), para os pontos indicados na Figura 8.6.

—+— Presente trabalho
0.4 1 ---3¢--- Shen et al_ (1999)
0 T T ' ' I
0,001 0,01 0.1 1 10 100

Figura 8.5 - Placa quadrada: fator |, versus rigidez relativa K

Figura 8.6 - Placa quadrada com pontos indicados
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Observa-se que os valores de |, para o ponto A, localizado no centro da

placa, apresentam-se coincidentes, mesmo com uma malha pouco refinada.

Observa-se, ainda, que os valores de |, para os pontos B e C, localizados no

contorno da placa, apresentam-se bem proximos dos obtidos por Shen et al. (1999)
e um refinamento maior da malha possivelmente conduziria a resultados ainda mais

proximos desta referéncia nestes pontos.

8.3 — Exemplo 2: Placa Circular com Bordo Livre

Neste exemplo, considera-se uma placa circular com bordo livre, apoiada
sobre meio continuo semi-infinito, sujeita a um carregamento transversal

uniformemente distribuido q. Esta placa é considerada com raio a=8m, espessura

h=01m e coeficiente de Poisson v, =03. O solo em que a placa encontra-se

apoiada tem modulo de elasticidade E, =0,26x10°kN/m? e coeficiente de Poisson
v, =03.
O médulo de elasticidade da placa E, € obtido a partir de um fator de

rigidez relativo X entre a placa e o solo, definido em Zaman et al. (1988), como:

X =(1-v? )(%j &jg (8.5)

Foram considerados 6 (seis) valores de X, sendo os seguintes: X =0,01;
X =0,074131024; X =0,1; X =0,316227766; X =1 e X =10.

A placa foi discretizada em 40 elementos de contorno quadraticos e 200
células triangulares constantes, conforme mostra a Figura 8.7, e, na superficie do
solo, foi utilizada a mesma discretizacdo usada no dominio da placa.

Os resultados obtidos para este exemplo sdo comparados com 0sS
resultados de Zaman et al. (1988), que desenvolveram uma solucdo analitica

baseada em um método de energia e considerando a teoria de placas de Kirchhoff.
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[l
N

g

N

N
7

Figura 8.7 — Placa circular: discretizagdo em 40 elementos e 200 células

Na Figura 8.8, mostra-se a variagcdo do deslocamento transversal a
medida que a placa se torna rigida, para o ponto situado no centro da placa. Os

deslocamentos transversais estdo escritos de forma adimensional, sendo:

E
u. =U, ——3 8.6
© 7 galt-v) (86)

onde u, é a flecha calculada.

A variacdo da flecha ao longo de um raio, também em forma adimensional,

para uma placa circular com rigidez intermediaria, X =01, esta apresentada na

Figura 8.9.
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2.5
2 H‘\‘\i\‘
1.5 1
Ug 1 4
—— Presente trabalho
05 - —-a—-Famanet al. (1938)
0 T
-2 -1 ] 1

Log X

Figura 8.8 — Placa circular: deslocamento u, versus fator de rigidez

2.5 1
2 -
1.5 1
Lp
1 -
—— Presente trabalho
0.5 —-4— Zaman et al (1988)
U T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a

Figura 8.9 — Placa circular: deslocamento transversal u, para X =0,1

Na Figura 8.10, mostra-se a variagdo do momento radial M, calculado ao
longo do raio para o fator de rigidez X =01, considerando o seguinte fator

adimensional;

M. =—M 8.7
0 qaz r ( )
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Nas Figuras 8.11, 8.12 e 8.13, apresentam-se as variacdes da reacdo do

solo p, ao longo do raio, respectivamente, para 0s seguintes valores do fator de
rigidez: X =01; X =1 e X =10, considerando o fator adimensional p, =p, /q.

Como se pode observar, os resultados obtidos no presente trabalho

apresentam uma excelente concordancia com os resultados de Zaman et al. (1988).

0,1 -
0.08 - + Presente trabalho
——Zaman et al. (1988)
0,06 -1
My
0,04 -
0,02 -1
*‘\k
0 . : . . —
1

ra

Figura 8.10 — Placa circular: momento M, ao longo do raio para X =0,1

1,5 1

+ Presentetrabalho *
——Zaman et al. (1988)

Po 1

0.5 T T T T 1

ra

Figura 8.11 — Placa circular: reacéo do solo p, ao longo do raio para X =0,1
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2 -
¢ Presentetrabalho .
——Zaman et al. (1988)
1,5 -
Po
1 -
¥ . 4 -
0.5 T T T T 1
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

ra

Figura 8.12 — Placa circular: reacdo do solo p, ao longo do raio para X =1

2 A *
¢ Presentetrabalho
——Zaman et al. (1988)
1,5 -
Po
1 -
0,5 3 . : . . .
0 0,2 04 0,6 0,8 1

ra

Figura 8.13 — Placa circular: reacéo do solo p, ao longo do raio para X =10

8.4 — Exemplo 3: Placa Retangular com Bordos Livres

Analisa-se uma placa retangular com bordos livres, tendo uma relacéo entre
os lados de a/b=2, apoiada sobre meio continuo semi-infinito e sujeita a um

carregamento uniformemente distribuido q.
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O mddulo de elasticidade da placa E, € obtido a partir do mesmo fator de

rigidez relativo K entre a placa e o solo dado pela equacéo (8.3).

Para os resultados do deslocamento transversal, utiliza-se o fator
adimensional da equacéao (8.4).

A malha utilizada inicialmente para discretizar a placa tem 28 elementos de
contorno quadréticos e 45 células internas retangulares constantes e, para
discretizar a superficie do solo, utilizam-se 45 elementos retangulares constantes,
conforme mostrado na Figura 8.14. Além desta, usou-se uma malha com 56
elementos de contorno e 171 células internas retangulares constantes, conforme
apresenta a Figura 8.15.

A variacdo dos valores do fator |, para uma variagdo da rigidez relativa de

0,001 a 100, obtidos com a malha menos refinada, sdo mostrados na Figura 8.16,
em que esses resultados sdo comparados com os valores obtidos por Shen et al.
(1999), utilizando um método variacional e a teoria de placas de Kirchhoff. Os
valores sdo calculados para os pontos indicados na Figura 8.17. Na Figura 8.18, sé@o
mostrados os resultados para a malha mais refinada, calculados para os mesmos

valores da rigidez relativa e nos mesmos pontos.

Figura 8.14 — Placa retangular: discretizagdo em 28 elementos e 45 células
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Figura 8.15 — Placa retangular: discretizacdo em 56 elementos e 171 células

05 _><§ —e— Presente trabalho
- Shen et al. (1999)

04 . .
0,001 0,01 0.1 1 10 100

Figura 8.16 - Placa retangular: fator 1, versus rigidez relativa K para 28

elementos e 45 células
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_ B C
b (A 4D
| |

a

Figura 8.17 - Placa retangular com pontos indicados

1.6

—— Presente trabalho
--2-- Shen et al. (1999)

0.4 . |
0,001 0,01 0.1 1 10 100

Figura 8.18 - Placa retangular: fator 1, versus rigidez relativa K para 56

elementos e 171 células

Observa-se que os valores de |, para o ponto A, localizado no centro da

placa, apresentam-se coincidentes mesmo com uma malha pouco refinada e, ao

fazer o refinamento da malha ndo apresentou mudanca de valores. Observa-se,
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ainda, que os valores de |, para os pontos B, C e D, localizados no contorno da

placa, apresentam-se proximos dos obtidos por Shen et al. (1999) para a malha
menos refinada e apresentam-se em excelente concordancia com os obtidos por

este autor para a malha mais refinada.
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CAPITULO 9

CONCLUSOES

Neste trabalho, desenvolveu-se uma formulacdo e uma implementagéo
computacional para andlise de interacdo solo-estrutura para o caso de placas
apoiadas sobre solo considerado como um meio continuo semi-infinito, utilizando o
meétodo dos elementos de contorno e a teoria de Reissner para flexdo de placas.

A reacao do solo foi incorporada nas equacdes basicas da teoria de Reissner
e, consequentemente, nas equacdes integrais usadas na analise pelo MEC. Adotou-
se a mesma solucdo fundamental empregada em trabalhos anteriores para analise
de flexdo de placas pelo MEC.

O contorno da placa foi discretizado em elementos quadraticos com
geometria linear e o dominio foi dividido em células internas constantes. Nas
equacdes integrais da placa, as integrais de dominio correspondentes as forcas de
reacao do solo foram transformadas em integrais sobre o contorno de cada célula.

Como as forcas de reacdo da base elastica acrescentam incognitas ao
sistema de equacdes original e sdo expressas em fungcdo dos deslocamentos
transversais, foram consideradas equacdes adicionais ao sistema, constituidas pelas
equacdes dos deslocamentos transversais dos pontos das células.

Assim, formou-se um sistema de equacgfes constituido de equacfes escritas
para pontos da placa.

Além disso, foram escritas equacfes integrais para pontos da superficie do
solo, considerando a solu¢édo fundamental de Boussinesq-Cerruti. Adotou-se, para a
superficie do solo, a mesma discretizacdo em células internas constantes que foi
empregada no dominio da placa e montou-se um sistema de equacdes para o solo.

Esses dois sistemas de equacdes foram acoplados para se considerar a
interacdo solo-estrutura.

Comparando-se o0s resultados obtidos neste trabalho com resultados de
outros autores, tanto com solu¢cdes analiticas como com solugbes por outros
procedimentos numeéricos, observou-se uma boa aproximacédo dos resultados com
os das referéncias consideradas, para placas quadradas, circulares e retangulares.

Com isso, pode-se comprovar a validade da formulacado desenvolvida.
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Como sugestdes para trabalhos futuros, podem-se citar: consideragdo de
células internas lineares ou quadraticas; consideracdo de outros tipos de
carregamento; consideracdo de solo com camadas de caracteristicas diferentes;
consideracdo de contato unilateral através de processo iterativo; consideracdo de

interacdo placa-estaca-solo.
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