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RESUMO 

A reação do duto aos esforços de utilização muitas vezes conduz a um 

impulso ascendente das dutovias e consequentemente sua ruptura. Estes dutos são 

comumente enterrados para fornecer estabilidade ambiental, isolamento térmico e 

proteção mecânica necessária para evitar movimentos e avarias. Tornando o 

problema da interação solo-duto e a busca pela máxima carga de resistência ao 

arrancamento o objeto de inúmeras pesquisas.  

Por outro, a Análise Limite Numérica (ALN) tem demonstrado grande potencial 

para a determinação da máxima carga suportada em problemas de estabilidade 

geotécnica. No entanto sua aplicação aos casos de dutos enterrados, que poderia ser 

fundamentalmente usada na fase de projeto, ainda foi pouco explorada. O LIMAG é 

uma ferramenta de resolução de problemas geotécnicos de estabilidade desenvolvida 

para aplicar uma abordagem mista da análise limite numérica. Com o intuito de 

continuar o desenvolvimento dessa ferramenta a presente pesquisa visa avaliar sua 

aplicabilidade na predição da resistência ao arrancamento de dutos rígidos enterrados 

em areias, assim como na avaliação do mecanismos de ruptura associado.  

Para tal, foi realizado um estudo comparativo que foi subdividido em duas 

fases. A primeira fase trata da investigação da influência dos parâmetros das areias e 

do fator de profundidade, onde estes resultados da aplicação da ALN foram 

comparados aos de outras metodologias comumente empregadas, apresentando 

resultados satisfatórios. Na segunda fase trata da modelagem numérica do estudo 

experimental em centrífuga geotécnica de modelos reduzidos com gravidade 

aumentada realizado por Santiago (2010), numa simulação de arrancamento de dutos 

instalados sem e com ancoragem em areais. Foram obtidos resultados que se 

mostram coerentes com a maioria dos resultados de referência. 

 

 

   

PALAVRAS-CHAVE: Duto enterrado, Análise Limite Numérica, Resistência ao 

Arrancamento, Problemas de estabilidade, Dutos ancorados. 
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ABSTRACT 

Ruptures in buried pipelines often happen by raising the duct due to reaction 

forces. These ducts are commonly bury to provide environmental stability, thermal 

insulation, and mechanical protection needed to prevent movement and damage. The 

understanding of the soil-duct iteration is the object of numerous researches that aim 

to determine the maximum pullout load.  

Numerical Limits Analysis shows great potential for determining the maximum 

load on stability problems in geotechnics. However, its application to cases of buried 

pipes still little explored. LIMAG is a tool for solving geotechnical stability problems. It 

has developed as a mixed approach of the numerical limit analysis. This research aims 

to evaluate its applicability in the prediction of the resistance to the pullout of rigid ducts 

buried in sand, as well as in the evaluation of the associated rupture mechanisms.  

For this, a comparative study was carried out, which was subdivided into two 

phases. The first phase of the investigation of the influence of the sand parameter and 

the depth factor, the results obtained with numerical limit analysis were compared to 

other analytical methodologies, and were satisfactory. The second phase deals with 

the resolution of an inverse problem in an experimental work on the data of a reduced 

geotechnical centrifuge model proposed by Santiago (2010). To this end the buried 

pipelines anchored with grids and buried pipelines without anchorage was simulated. 

The results obtained are consistent with most of the reference results. 

 

 

 

 

 

 

 

 

KEYWORDS: Buried Pipelines; Numerical Limit Analysis, Uplift Resistance, Stability 

Problems, Anchored Buried Pipelines.



1 
 

 

CAPÍTULO 1.  INTRODUÇÃO 

A Análise Limite tem vindo a demonstrar um vasto potencial para o 

desenvolvimento de modelos numéricos que permitem a determinação da máxima 

carga suportada por uma estrutura caracterizada por um comportamento plástico em 

problemas de estabilidade.  

Por outro lado avaliação da resistência ao arrancamento em dutos vem sendo 

fundamentalmente usada na fase de projeto. A reação do duto aos esforços de 

utilização pode levar a um impulso ascendente da dutovias e consequentemente a 

ruptura. Para aumentar a resistência ao arrancamento (Uplift resistance, em inglês) e 

prevenir o arqueamento do duto este deve ser enterrado numa profundidade suficiente 

ou ainda empregar técnicas de ancoragem na estrutura. 

1.1. RELEVÂNCIA DA PESQUISA 

1.1.1. DUTOS ENTERRADOS 

Vestígios de obras milenares de dutovias ainda podem ser encontrados em 

diversas partes do mundo e constituem um marco civilizatório, pois permitiram a 

evolução de diversas cidades trazendo o saneamento básico com o transporte de 

água para as comunidades e o seu consequente despejo. Essas estruturas têm 

acompanhado o homem até hoje, sendo inconcebível pensar em um núcleo urbano 

sem suas redes de água, de esgoto, de telefonia e de eletricidade, entre outras 

facilidades. Esses exemplos contemplam apenas algumas possibilidades de uso dos 

dutos enterrados, outras aplicações são possíveis, como extensas obras lineares 

projetadas para o transporte de petróleo e gás. Essas estruturas passam praticamente 

despercebidas pelo cidadão comum, que, em geral, só se dá conta de sua existência 

quando falham, mas constituem um desafio para o engenheiro que se defronta com 

uma estrutura cujo comportamento depende de como interagirá o sistema solo-

estrutura (BUENO e COSTA, 2012). 

O uso de dutos enterrados vem acompanhando a evolução da civilização e o 

desenvolvimento dos grandes centros urbanos há muitos séculos. Tal fato pode ser 

observado pela expansão das malhas de transmissão que garantem o saneamento, 

além do seu emprego em outros ramos como o transporte de gás, petróleo, telefonia 
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entre outros. Assim, o emprego das dutovias está estritamente ligado não só a 

qualidade de vida da população, como também ao desempenho industrial e outros 

aspectos da vida moderna, sendo considerado como fator de desenvolvimento 

humano.  

No Brasil os índices mostram que elevada parcela da nossa população, quase 

sempre a de menor poder aquisitivo, não dispõe de redes de abastecimento de água 

e uma parcela ainda maior, de coleta de esgoto. O quadro se agrava ainda mais 

quando se consideram as perdas que ocorrem. Nas redes de abastecimento de água, 

por exemplo, uma série de deficiências já foram registradas nos últimos anos 

envolvendo tubulações enterradas. Segundo Viana (2003), dados do Ministério do 

planejamento e de água no Brasil registraram perdas superiores a 80 m³/km.dia, que 

foram atribuídos a avarias nos dutos e mal desempenho de juntas. Este tipo de dano 

está quase sempre associado às falhas no projeto geotécnico do duto ou nos 

processos executivos, também de natureza geotécnica. Deste modo, qualquer 

melhoria nos processos construtivos das redes certamente contribuirá para minimizar 

perdas ao longo da tubulação. 

Ainda é importante destacar que o Brasil é uma potência econômica mundial 

no setor de combustíveis, pelos níveis de produtividade que apresenta anualmente, 

contando com grandes reservas de petróleo que vêm sendo exploradas em todo o 

país. A indústria brasileira está em busca de métodos e ferramentas para melhorar o 

transporte e armazenamento de óleo que forneçam segurança e economia, tanto na 

área off-Shore (atividades no mar) como on-Shore (atividades em terra firme). 

No ramo de transporte de combustíveis também existem registros de 

acidentes, um exemplo é o caso de 1997, e que ainda se repetiu de 2010, onde 

ocorreu o rompimento de um duto da Petrobras que ligava a Refinaria de Duque de 

Caxias (RJ) ao terminal da Ilha d'Água. Acidentes como esse podem levar a 

interrupção de abastecimento de produtos e serviços além de enormes danos ao meio 

ambiente devido a vazamento de produtos que possam vir a contaminar rios, oceanos, 

solos, etc. (SANTIAGO, 2010).  

Algumas soluções para esse tipo de problema já vem sendo empregadas e 

envolvem projetos de ancoragem de dutos que estão ligados a avaliação de sua 

resistência ao arrancamento, considerando forças externas que provoquem a 

movimentação e danos. Todavia ainda é necessário um entendimento mais 

aprofundado da resistência para o dimensionamento considerando um fator de 
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segurança admissível e visando, ainda, o uso racional de recursos. É essencial avaliar 

o colapso de acordo com influência de fatores como a geometria do conjunto solo/duto 

bem como sua influência no estado de tensões, além das propriedades do solo como 

a densidade e coeficiente de atrito. 

1.1.2. ANÁLISE LIMITE 

Em diversos casos práticos da engenharia civil na área geotécnica é de suma 

importância na fase de anteprojeto ter o conhecimento da carga máxima suportada 

pela estrutura na iminência da ruptura, esta é usualmente é estimada por métodos 

analíticos. Tais casos são conhecidos como problemas de estabilidade e são 

encontrados em projetos de dimensionamento de barragens, estabilidade de taludes, 

problemas de empuxos de terra, capacidade de carga de uma fundação dentre outras 

instalações enterradas como é o caso de dutos.  

O entendimento desta carga última é necessário para o seu dimensionamento 

considerando um fator de segurança admissível e visando, ainda, o uso racional de 

recursos. Estes tipos de problemas são abordados através de métodos das linhas de 

deslizamentos, do equilíbrio limite ou ainda pelo método da análise limite.  

O método das linhas de deslizamento resolve um conjunto de equações 

diferenciais, originadas de uma combinação de critério de ruptura do meio e das 

condições de equilíbrio, que são definidas em superfícies de ruptura pré-

estabelecidas.  

No método do equilíbrio limite, que é o mais comumente utilizado na prática, às 

equações de equilíbrio e a condição de escoamento do material são definidas 

somente ao longo da superfície (mecanismo) potencial de ruptura, obtendo-se uma 

aproximação da carga de colapso.  

Já o método de análise limite se baseia em dois teoremas clássicos da teoria 

da plasticidade, os teoremas do limite superior e inferior. Os dois principais teoremas 

limite para qualquer corpo ou conjunto de corpos de material elástico-perfeitamente 

plástico são, segundo DRUCKER, GRENBERG e PRAGER (1952): 

“O colapso não ocorrerá se for encontrado qualquer estado de tensões que 

satisfaça as condições de equilíbrio e de contorno para o qual todos os pontos de 

tensão estejam dentro da superfície de escoamento (ou são pontos na superfície onde 

a taxa de dissipação da energia é zero)”. 
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“O colapso deve ocorrer se para qualquer padrão de fluxo, considerado 

apenas como plástico, a taxa na qual as forças externas atuam nos corpos é igual ou 

superior à taxa de dissipação interna. Sendo permitidos estados de tensão 

descontínuos que satisfaçam as condições requeridas e padrões de velocidade 

descontínuos e são especialmente úteis em problemas de mecânica do solo”. 

Com esse método não é necessária uma predefinição da superfície de 

ruptura. Além disso, qualquer estrutura ou composição de estruturas passíveis de 

serem subdivididas numa malha de elementos finitos podem ser estudadas. E por ser 

um método iterativo foi pouco empregada por muitos anos, pois mesmo com sua 

relativa simplicidade é gerado um grande número de equações que regem as regras 

do sistema e tornava seu uso analítico fadigoso e lento. No entanto, com o avanço 

tecnológico e o surgimento dos métodos numéricos e a programação matemática esse 

método foi resgatado usando as ferramentas computacionais para sua resolução. 

1.2. MOTIVAÇÃO 

São várias as aplicações de análise limite em geotécnica: cargas de colapso 

de fundações, empuxos de terra, estabilidade de taludes em solos e em meio 

fraturado. E ainda que com a aplicação de técnicas numéricas, especialmente o uso 

da malha de elementos finitos, aliadas aos conceitos da análise limite, problemas com 

grande complexidade de geotécnica e carregamento podem ser estudados.  

A motivação desta pesquisa fundamenta-se na necessidade de fornecer 

previsões rápidas e precisas para o dimensionamento de dutos. Aliando essa 

necessidade, às evoluções computacionais e o desenvolvimento tecnológico da 

programação matemática é crível buscar valores extremos da função objetivo 

(minimização ou maximização), de funções sujeitas a restrições das condições de 

contorno (igualdades e desigualdades – condições de contorno). Sendo ainda 

possível exprimir matematicamente modelos experimentais próximas da realidade, 

análises diferentes interações entre as estruturas (variações de temperatura, pressão, 

forças externas e internas, etc.) tornam um programa numérico capaz de obter 

resultados expressivos com qualidade e eficiência através de uma representação 

gráfica.  

O LIMAG é um programa com essas características, sendo uma ferramenta 

de resolução de problemas geotécnicos desenvolvida pelo Método da Análise Limite 



5 
 

 

Numérica desenvolvida por Farfán (2000). Com o intuito de continuar seu 

desenvolvimento essa ferramenta será explorada. 

1.3. OBJETIVOS 

O objetivo geral deste trabalho é avaliar a eficácia do Método da Análise Limite 

Numérica com uma abordagem mista na determinação da carga máxima de 

arrancamento de dutos enterrados em areias, bem como analisar o mecanismo de 

ruptura do maciço. Para tal será considerado o estado plano de deformações e de 

duto rígido em análises de solos granulares (areias).  

Será realizado então um estudo paramétrico de duas fases. Na primeira fase 

será realizada uma validação da ALN com metodologias analíticas da literatura. Onde 

será avaliada a influência dos parâmetros de resistência do solo e também a influência 

do fator de profundidade da instalação da estrutura. Nesse processo serão avaliados 

os resultados obtidos tanto para as cargas de ruptura, ou seja, a resistência ao 

arrancamento de dutos enterrados, quanto para o mecanismo de colapso do maciço. 

A segunda fase se trada do estudo numérico do trabalho realizado por 

Santiago (2010), que tratou da obtenção da resistência à elevação de dutos 

enterrados em areia com e sem ancoragem usando uma centrífuga geotécnica, onde 

foi avaliada a eficiência do uso de geogrelha como forma de aumentar a resistência 

ao arrancamento do duto. Assim, além do duto enterrado outro modelo também a ser 

avaliado pelo método da análise limite numérica é o de dutos enterrados com 

ancoragem.  

1.4. ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

A combinação entre a análise limite, das técnicas de obtenção da malha de 

elementos finitos e ainda da programação matemática vêm sendo aplicadas com 

resultados satisfatórios, se revelando uma alternativa eficiente para se determinar 

numericamente a carga de colapso, em problemas de geotecnia. Este trabalho é 

dividido em capítulos focando os temas pertinentes aos temas, numa ordem que visa 

harmonizar-se coma sequência de entendimento e interpretação dos estudos 

realizados. 
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Além deste primeiro capítulo introdutório, que procura expor a motivação, 

objetivos e justificativas para realização do trabalho, este trabalho divide-se em mais 

quatro capítulos. 

O segundo capítulo, além de uma revisão bibliográfica sobre os trabalhos 

relevantes realizados até o momento sobre o arrancamento de dutos enterrados, 

apresenta também a base teórica da análise limite, suas hipóteses e formulações. 

O terceiro capítulo apresenta os detalhes da modelagem numérica e enfatiza 

quais elementos finitos foram usados, bem como as funções de interpolação. Neste 

capítulo aborda-se também a colocação do modelo como um problema de 

programação matemática, além de apresentar as ferramentas numéricas utilizadas 

para encontrar os fatores de colapso e a visualização de seu mecanismo de ruptura. 

No quarto capítulo são apresentados os resultados e a discussões sobre os 

exemplos simulados para a validação da aplicação da Análise Limite Numérica. Esta 

validação foi baseada num estudo comparativo que foi subdividido em duas fases. A 

primeira fase trata da investigação da influência dos parâmetros das areias 

empregadas e do fator de profundidade, estes resultados serão comparados aos de 

outras metodologias comumente empregadas, como o Método do Equilíbrio Limite. 

Na segunda fase serão apresentados os resultados de simulações numéricas de 

arrancamento de dutos sem e com ancoragem, sendo estes os frutos da modelagem 

numérica do estudo experimental realizado por Santiago (2010), desenvolvido a partir 

da simulação do arrancamento de dutos com e sem ancoragem em modelo reduzido 

ensaiados com gravidade aumentada em centrífuga geotécnica. 

Finalmente, o quinto e último capítulo apresenta as considerações finais, que 

são a síntese das interpretações dos resultados alcançados nas aplicações, bem 

como a expectativa de novas pesquisas, desenvolvimentos e análises. 
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CAPÍTULO 2.  REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Este capítulo faz uma breve revisão sobre o atual conhecimento sobre o 

dimensionamento de dutos enterrados para evitar o efeito de arqueamento negativo 

ou elevação de dutos enterrados e suas causas. Apresentando também os tópicos 

necessários para o entendimento dos aspectos relevantes para empregar a análise 

limite na resolução de problemas geotécnicos de estabilidade. 

2.1. O PROBLEMA DE ARRANCAMENTO DE DUTOS E SEU DIMENSIONAMENTO 

O uso de sistemas de dutos é uma técnica consagrada e constitui em uma 

das mais sólidas tradições da humanidade para prover às cidades serviços essenciais 

como abastecimento de água e a coleta de esgoto, além de estar presente no ramo 

off-Shore e on-Shore como alternativa para transporte de combustíveis. 

Esses sistemas, também chamados de dutovias, são comumente enterrados 

para fornecer estabilidade ambiental, isolamento térmico e proteção mecânica 

necessária para evitar movimentos e avarias. No entanto a profundidade de instalação 

do duto deve ser dimensionada num estado ótimo, pois esse tipo de obra tem seu 

custo diretamente ligado ao volume de corte e reaterro devido as grandes distâncias 

percorridas por essas linhas. Pode-se afirmar então que a profundidade de 

enterramento não é o único, mas é um fator chave para a segurança do duto.  

Segundo Bueno e Costa (2012), outro fator relevante na análise de dutos 

enterrados está relacionado ao comportamento estrutural, ou seja, a rigidez do 

sistema solo-duto. O conceito de rigidez está relacionado com o tipo de duto, o tipo 

de solo de enchimento sobre o duto e a condição do berço. O sistema flexível: o solo 

é mais rígido que o duto, sendo a maior parte do carregamento suportado pelo solo. 

Em outras palavras os dutos flexíveis possuem rigidez à flexão muito baixa, ou seja, 

a rigidez do solo circundante é muito maior que a rigidez do duto. Essas estruturas 

necessitam, pois, interagir fortemente com o solo para adquirir condições para 

suportar os esforços. O sistema rígido: os dutos rígidos dependem comparativamente 

menos do comportamento do solo em que estão introduzidos. Uma vez esses dutos 

possuem uma rigidez elevada, eles suportam praticamente toda a carga aplicada na 

superfície e a carga do solo, tendo o comportamento de uma viga. 
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Em resumo, o projeto de um duto do ponto de vista geotécnico depende, 

essencialmente, de suas características mecânicas: em especial da rigidez e da 

resistência, e do solo envolvente. Pois é do contato com o solo e das deformações 

associadas que resultarão os esforços a que a estrutura enterrada deverá resistir, 

sendo uma questão básica o conhecimento da distribuição de tensões.  

2.1.1. PROBLEMAS GEOTÉCNICOS RELACIONADOS A DUTOS ENTERRADOS 

Ainda segundo Bueno e Costa (2012), em virtude das diferenças de rigidez 

dos materiais, a presença do duto em um maciço causa uma intensa redistribuição de 

tensões em seu entorno, e isso afeta a resposta final do sistema, quando comparada 

com o maciço sem a presença do duto. Assim ocorre alívio nos pontos mais 

deformáveis e concentrações de tensões nas zonas mais rígidas do meio. Define-se 

então como arqueamento, que consiste basicamente na redistribuição de tensões, 

entre regiões de compressibilidade diferentes, que ocorre no interior do solo.  

De acordo com Costa (2005), o arqueamento pode ser dividido em duas 

categorias distintas. É classificado como ativo (ou positivo) quando a tensão em uma 

determinada zona do maciço próxima à inclusão sofre redução. Até o equilíbrio ser 

restabelecido, a tensão na região de interesse é transferida para outras localidades 

do solo. O caso oposto, ou seja, quando há aumento de tensão, é denominado 

arqueamento passivo (ou negativo). O arqueamento ativo é comum em túneis, valas 

escoradas, instalações com condutos flexíveis, estruturas de contenção, dentre outras 

obras geotécnicas.  

Em outras palavras, para o caso de dutos enterrados, o arqueamento é dito 

nulo quando a rigidez relativa do sistema solo-duto for unitária, ou seja, quando as 

tensões iniciais, 𝜎𝑣𝑖, não forem alteradas pela implantação do duto. O arqueamento 

será positivo quando as tensões finais forem inferiores às tensões iniciais, quando o 

duto tem rigidez menor que o solo. Já se as tensões finais forem superiores as tensões 

iniciais, como no caso de dutos rígidos, ocorre o arqueamento negativo.  

Resultados típicos do comportamento de da tensão vertical, 𝜎𝑣 , com o 

deslocamento, 𝛿, de um alçapão circular são ilustrados através da Figura 2.1. Onde 

os resultados são também apresentados em função do fator de profundidade H/B, 

onde H é a altura de cobertura de solo sobre a estrutura. A tensão vertical converge 

rapidamente para um valor mínimo à medida que o alçapão se afasta da massa de 
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solo (caso ativo). A redução da carga torna-se mais acentuada com o aumento de 

H/B, principalmente para deslocamentos relativos, 𝛿 𝐵⁄ , maiores. O estado passivo 

necessita de deslocamentos comparativamente maiores para ser mobilizado, sendo 

esta tendência crescente com o aumento de H/B. 

 

Figura 2.1. Variação da Tensão Vertical com o deslocamento de alçapão circular para diferentes alturas de cobertura 

de solo. Adaptada de McNulty (1965) apud Bueno e Costa (2012). 

Existem então algumas situações que geram a movimentação do duto. Estas 

situações estão relacionadas ao aumento de tensão devido a fatores internos, como 

variações de pressão e temperatura, ou fatores externos como: Deslizamentos de 

taludes; Cargas móveis, quando estes cruzam rodovias; Variações no nível d’água, 

dentre outros. 

Bernal (2014) afirma que em todos esses casos ocorre uma redistribuição de 

tensões do solo provocada pela interação entre a estrutura enterrada e o solo que a 

envolve. As elevações vão ser o resultado de rupturas superficiais no solo, em zonas 

submetidas a esforços passivos e no caso de zonas submetidas a empuxos ativos 

vão ocorrer afundamentos, mas ambas as linhas de ruptura atingem a superfície. O 

risco de ruptura devido ao arqueamento apresenta-se quando o duto desloca-se da 

sua posição inicial, seja por condições de flutuabilidade ou flambagem. 

Essas situações serão brevemente esclarecidas a seguir: 
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i. FLAMBAGEM 

A Flambagem é uma curvatura, resultante de uma redistribuição de tensões 

quando uma peça esbelta (ou seja, de seção transversal muito menor que seu 

comprimento) é submetida a um esforço axial.  

Bernal (2014) diz que a flambagem em dutos enterrados pode ser vertical ou 

lateral e a condição que vai determinar o tipo de flambagem é a profundidade de 

enterramento do duto. Em dutos parcial ou totalmente desenterrados vai se produzir 

flambagem de tipo lateral, resultado da exposição do comprimento da tubulação a 

ação das ondas do mar e às irregularidades na superfície. A flambagem lateral em 

dutos é mais comum em dutos enterrados muito próximos a superfícies, onde a tensão 

de confinamento exercida pelo solo é menor. Alguns autores dizem que a 

movimentação lateral muitas vezes é inofensiva ou ainda pode ter um efeito benéfico, 

por gerar alivio de forças de compressão longitudinal que poderiam causar flambagem 

vertical. 

Esse mesmo autor afirma ainda que a tubulação enterrada não pode mover-

se facilmente para baixo ou para os lados, mas é muito menos resistente ao 

movimento ascendente. Logo a condição que vai determinar o tipo de flambagem é a 

profundidade de enterramento do duto. Ou seja, para dutos enterrados totalmente só 

é possível uma flambagem de tipo vertical, devido ao confinamento que o solo vai 

exercer sobre a estrutura. A Figura 2.2 apresenta o fenômeno. 

 

a) 

 

c) 
 

b) 

Figura 2.2. Fenômeno de flambagem vertical: a) Vista em corte da posição antes da fase de operação. b) Vista em corte 

da flambagem vertical. c) Falmbagem em duto off-shore. Adaptada de (BERNAL, 2014). 

No caso de dutos no transporte de combustíveis, como o petróleo, é fácil 

visualizar os motivos da movimentação por flambagem, pois existe a necessidade de 
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se trabalhar em altas pressões e temperaturas para evitar o entupimento do fluxo 

devido à solidificação e formação de cera. Trabalhar nessas condições extremas leva 

a expansão térmica causando tensões de compressão axial, essa expansão pode ser 

retida pelo atrito axial e fixação do duto. A Figura 2.3 apresenta o resultado do 

afloramento de um duto flexível em solo arenoso.  

 

Figura 2.3. Convulsão e curvatura de duto flexível enterrado. Fonte: TR Engineering Consultancy LLC (Upheaval & 

Lateral Buckling Calculations for Buried Pipelines). 

ii. FLUTUABILIDADE – EMPUXO HIDROSTÁTICO 

Os dutos enterrados podem ter que atravessar ambientes aquáticos como 

rios, canais, lagos e baías, ao longo da sua rota. Ou ainda, a rota da dutovia passa 

por ambientes semiaquáticos, tais como pântanos ou brejos. Em todos estes 

ambientes, se o duto não é enterrado convenientemente, ele pode mover-se a partir 

da sua posição projetada e se deslocar para a superfície.  

Segundo Bonjean, Erbrich e Zhang (2008), durante a fase construtiva é 

possível realizar o rebaixamento do Nível d’Água (NA), porém após desligar o sistema 

de rebaixamento, a tubulação ainda pode ficar sujeito aos esforços hidrodinâmicos 

devido a estabilização do NA e que, consequentemente, provoca o aumento de poro-

pressão. Isso pode levar a flutuação da estrutura, que pode ocorrer por duas 

condições principais: aumento considerável da força exercida sobre o duto para cima, 

e redução da resistência ao cisalhamento do solo. O excesso de poro pressão pode 

zerar a tensão efetiva inicial, o que leva a liquefação do solo. Além disso, é mais 

comum em tubulações de maior diâmetro (Ver cálculo da pressão hidrostática na Eq. 
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2.1) e em dutos que transportam gás. Isto ocorre pois a flutuabilidade de um duto 

depende do peso do duto, do peso do volume de água deslocada pelo tubo, do peso 

da carga do conteúdo transportado pelo tubo e do peso do solo. Como uma prática 

conservadora, para avaliar a possibilidade de flutuabilidade deve-se considerar o duto 

vazio, por duas razões: o peso do fluido irá ser considerado como um fator de 

segurança adicional e porque há a possibilidade deste não estar em uso durante certo 

período de tempo longo da sua vida útil. 

Assim, para que a flutuação não ocorra, a carga acima da estrutura deve ser 

superior ao empuxo hidrostático (𝑃𝑤), que é calculado como: 

 𝑃𝑤 = (𝜋 ∙ 𝐷
2 ∙ 𝛾𝑤) 4⁄  Eq. 2.1 

Em que: 𝐷 é o diâmetro externo da tubulação e 𝛾𝑤 é o peso específico da 

água. 

2.1.2. RESISTÊNCIA AO ARRANCAMENTO DE DUTOS 

O projeto deve prever essas situações e realizar um dimensionamento que 

visa diminuir ou ainda controlar esses problemas pra evitar acidentes e consequente 

perda de matérias e contaminação do ambiente, além de custos adicionais na 

manutenção. 

Os primeiros estudos sobre a definição dos esforços atuantes em dutos 

enterrados, segundo Watkins e Anderson (1999), datam do começo da década de 

1920 e foram realizados por Marston, no Iowa Engineering Experimental Station, que 

estudou as formas com que as tensões decorrentes do solo são transmitidas aos dutos 

e desenvolveu um método de cálculo de tensões sobre dutos rígidos. Outros registros 

de estudos complementares surgiram na década de 1940, onde Spangler verificou 

que o comportamento mecânico do conjunto solo-duto depende do método construtivo 

e da rigidez do elemento estrutural e tratou da questão dos dutos flexíveis e 

possibilitaram o surgimento de métodos para o cálculo de tensões e deflexões dessas 

estruturas. Baseados nesses trabalhos, diferentes contribuições envolvendo testes 

em protótipos, pesquisas de laboratório sobre os modelos de comportamento de solos 

e ferramentas numéricas permitiram estimativas de capacidade de carga de 

instalações enterradas assim como projetar e construir essas estruturas com níveis 

de segurança semelhantes aos obtidos em outras áreas da engenharia. 
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Para o caso de empuxo passivo, onde ocorre um movimento ascendente da 

estrutura enterrada, foram propostos vários modelos para a estimativa da resistência 

à elevação do duto. Grande parte dessas soluções foi baseada pela análise do 

equilíbrio limite, sendo uma pequena parcela concebida por meio dos teoremas de 

colapso plástico. Por motivos de segurança o peso da estrutura é desconsiderado no 

cálculo (BUENO e COSTA, 2012). 

Sendo este um fator crítico para o dimensionamento de dutos e ancoragens, 

muitos estudos sobre a movimentação vertical de estruturas enterradas foram 

realizados ao longo dos anos. Uma grande base de dados já existe e, como resultado, 

certo número de estudos experimentais. Grande parte das formulações encontrada 

na literatura se baseia no método do equilíbrio limite que se baseia num mecanismo 

de ruptura pré-definido que se estende através do solo acima do tubo. Como é o caso 

dos autores: Vermeer & Sutjiadi (1985); Trautmann et al (1985); Murray & Geddes 

(1987). 

O mais simples destes mecanismos foi proposto por Matyas e Davies (1983), 

onde é assumida uma ruptura linear ocorrendo ao longo de duas superfícies de ruptura 

verticais paralelas e tangentes à estrutura enterrada. A Figura 2.4 mostra o modelo de 

análise para a ancoragem enterrada.  

 

Figura 2.4. Modelo de análise de ancoragens enterradas: a) Geometria do sistema; b) Superfície de ruptura vertical. 

Adaptada de White et al., (2008). 

Analisando este mecanismo de ruptura segundo o método de equilíbrio limite 

na Figura 2.4.b é possível calcular a resistência ao arrancamento (𝑃) em função do 

peso do solo (𝑊), ambos as variáveis por unidade de comprimento (𝐿), acima da 

ancoragem: 

 𝑊 =  𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐵 Eq. 2.2 
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Onde: 𝛾 é o peso específico do solo; 𝐻 é a profundidade da estrutura; 𝐵 é a 

largura da ancoragem.  

E da resistência ao cisalhamento ao longo da superfície de ruptura vertical, 

devido ao empuxo passivo (𝐸𝑝), calculado segundo uma distribuição triangular de 

tensões: 

 𝐸𝑝 = 𝐾𝑝 ∙ 𝛾 ∙ 𝐻
2 2 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝛿)⁄  Eq. 2.3 

Onde: 𝐾𝑝 é o coeficiente de empuxo passivo; 𝛿 é o ângulo de inclinação de 𝐸𝑝 

com a horizontal, admitido como igual ao coeficiente de atrito interno do solo (𝜑).  

Nesta solução é adotada assumida a definição do empuxo passivo, que 

considera um elemento de solo qualquer em um maciço granular, semi-infinito, 

homogêneo, isotrópico e com superfície horizontal e ainda sem atrito entre o solo e a 

estrutura. Essas considerações condizem com a situação de uma estrutura rígida 

enterrado em solo granular, que é o foco das simulações realizadas. Assim, a partir 

das envoltórias de ruptura de resistência do solo e dos círculos de Morh que as 

tangenciam, o valor do empuxo passivo foi definido por Rankine como: 

 𝐾𝑝  =  tan
2(45° + 𝜑 2⁄ ) Eq. 2.4 

Então, fazendo o Equilíbrio das forças na vertical (Figura 2.4.b), chega-se a: 

 𝑃 =  𝑊 +  2𝐸𝑝 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑) +  2𝑐 ∙ 𝐻 Eq. 2.5 

Sendo: c a coesão do solo em que a estrutura está imersa. Introduzindo as 

Eq. 2.2 e Eq. 2.3 na Eq. 2.5 e ainda considerando a coesão nula para solos granulares, 

tem-se:  

 𝑃 =  𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐵 +  𝛾 ∙ 𝐻2 ∙ 𝐾𝑝 ∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜑) Eq. 2.6 

Alguns autores optam por apresentar seus resultados de forma adimensional 

apresentando a resistência ao arrancamento, 𝑃, numa formato normalizado. Ng e 

Springman (1994) adoraram a definição para o fator de resistência à elevação, ou 

carga de arrancamento normalizada (𝑁𝛾), como: 

 𝑁𝛾  =  
𝑃

𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐵
 Eq. 2.7 

Assim, segundo mecanismo proposto por Matyas e Davies (1983) a equação 

que descreve a resistência ao arrancamento de ancoragens normalizada pode ser 

reescrita na forma normalizada como (ao unir as Eq. 2.6 e Eq. 2.7): 

 𝑁𝛾  =  1 +
𝐻

𝐵
∙ 𝐾𝑝 ∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜑) Eq. 2.8 
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Trautmann, O’rourke e Kulhawy (1985), descobriram que esse mecanismo 

tem boa concordância com os valores medidos de resistência ao levantamento para 

coeficientes de empuxo passivo de 0,5 / 0,65 e 0,75 para tubos em areias de baixa, 

média e alta densidade relativa, respectivamente.  

Há ainda certa incerteza quanto ao provável modo de ruptura de dutos 

enterrados, sendo este um comportamento muito estudado até hoje. Em geral se 

assumia que a ruptura ocorreria com a elevação de uma massa rígida de solo 

imediatamente acima do duto, acompanhado pelo cisalhamento que se estende 

tangencialmente ao duto até a superfície do maciço. Conforme o duto é arrancado 

verticalmente o material acima da estrutura tende a redistribuir as tensões e dilatar 

conforme ocorrem as deformações. Como consequência a esse movimento surge 

uma zona de plastificação, fenômeno que foi inicialmente observado por Rowe (1978), 

que se atentou ao fato de que o coeficiente de dilatância do solo tem um efeito 

significativo na formação dessa região de plastificação. 

Walters e Thomas (1982) estudaram formação de superfícies de ruptura em 

um material granular (não coesivo), resultante da translação vertical de uma base 

rígida horizontal, de modo a induzir o arqueamento passivo na massa de solo (Figura 

2.5). Quando a base é deslocada verticalmente, em movimento ascendente, a massa 

de solo situada sobre sua parte superior é solicitada, originando localizações partindo 

das extremidades da estrutura que se propagam segundo uma determinada inclinação 

(Figura 2.5 a e b). A depender da distribuição de tensões ao longo da profundidade 

na massa de solo, a superfície poderá apresentar-se curva. Da mesma forma que no 

caso ativo (quando a base se desloca para baixo), a localização final será 

aproximadamente vertical, uma vez que o solo se encontrará no estado crítico (Figura 

2.5.c) 

 

Figura 2.5. Desenvolvimento de superfícies de ruptura a partir do deslocamento passivo de um alçapão (WALTERS e 

THOMAS, 1982). 

Uma abordagem considerando o desenvolvimento de superfícies de ruptura 

curvas para ancoragem de comprimento infinito é apresentada por Murray e Geddes 
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(1987). Neste método, segundo Bueno e Costa (2012), o empuxo pasivo, 𝐸𝑝, no prima 

central ABCD é calculado, para um material granular, a partir do equilíbrio estático das 

cunhas adjacentes (Figura 2.6.a). O equilíbrio das forças atuantes na cunha ABE é 

esboçado na Figura 2.6.b. O empuxo passivo gerado pela cunha com superfície curva 

ABE é calculado a partir do equilíbrio da cunha triângular ABE’, que faz um ângulo 𝜃 

com a vertical. O somatório das forças verticais e horizontais em ABE’ permite 

escrever 𝐸𝑝 da seguinte forma: 

𝐸𝑝 = 
𝑊′

sin(𝛿) − cos(𝛿) ∙ tan(𝜑 2⁄ )
=  

𝛾 ∙ 𝐻2 ∙ tan(𝜃) 2⁄

sin(𝛿) − cos(𝛿) ∙ tan(𝜑 2⁄ )
 

Eq. 2.9 

 

 

Figura 2.6. Análise do equilíbrio estático no método de Murray e Geddes (1987). Adaptada de Bueno e Costa (2012). 

E a força na estrutura, 𝑃, é obtida por meio do equilíbrio do prisma ABCD, que 

nos leva a Eq. 2.10: 

 𝑃 = 𝑊 + 2𝐸𝑝 ∙ sin(𝛿) Eq. 2.10 

Considerando 𝑊 =  𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐵 e substituindo a Eq. 2.9 na Eq. 2.10, obtém-se: 

 𝑃 = 𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐵 +
𝛾 ∙ 𝐻2 ∙ tan(𝜃) ∙ tan(𝛿)

tan(𝛿) − tan(𝜑 − 𝛼)
 Eq. 2.11 

Em que 𝜑 ≥ 𝛿 ≥ (𝜑 − 𝛼) ≥ 0. Bueno e Costa (2012) sugerem a utilização de 𝜃 = 𝛼 =

 ½𝜑 e 𝛿 = ¾𝜑.  

O fator de resistência à elevação correspondente é apresentado na Eq. 2.12: 

 𝑁𝛾  = 1 + (
𝐻

𝐵
) ∙

tan(𝜃) ∙ tan(𝛿)

tan(𝛿) − tan(𝛿 − 𝜑 2⁄ )
 Eq. 2.12 

Essa equação geralmente leva a fatores mais elevados devido ao acréscimo 

de carga, pois não se leva em consideração a profundidade da instalação 

considerando-se sempre que a superfície de ruptura intercepta a superfície do terreno. 
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Por outro lado, alguns autores afirmam que a superfície de ruptura tem forma 

trapézio invertido, implicando em uma inclinação, 𝜃, da superfície de ruptura com a 

vertical. Neste caso a resistência ao arrancamento é calculada de forma semelhante 

quando se utiliza o método do equilíbrio limite. Sendo as consequências dessa 

consideração são que uma parcela do peso do solo tem um acréscimo (𝑊′ =

 𝛾 ∙ 𝐻2 ∙ tan(𝜃) 2⁄ ) de acordo com o plano de ruptura, e consideram-se as componentes 

de tensão cisalhante, 𝜏𝑓, e tensão normal, 𝜎𝑛𝑓 (Figura 2.7): 

 

Figura 2.7. Superfície de ruptura inclinada. 

White, Cheuk e Bolton (2008) também lançaram mão do equilíbrio limite para 

obter uma formulação para a predição da máxima resistência a elevação. Neste 

trabalho os autores fizeram a validação da formulação proposta comparando seus 

resultados com uma base de dados de 115 testes de modelos em tubos e ancoragens 

submetidos ao ensaio de arrancamento. A partir disso os autores propuseram uma 

solução que assume que um trapézio invertido é levantado acima da tubulação, onde 

os planos de corte em cada lado do bloco estão inclinados no ângulo de dilatação, 𝜓 

(ou seja, na Figura 2.7: 𝜃 =  𝜓). A resistência de elevação é igual ao peso do bloco de 

solo levantado mais a resistência ao cisalhamento ao longo das duas superfícies 

inclinadas de ruptura. O cálculo do peso do bloco é simples, mas uma hipótese quanto 

à distribuição de tensão normal (e, portanto, a resistência ao cisalhamento) ao longo 

dos planos de deslizamento foi estimada.  

Supõe-se que a tensão normal nos planos deslizantes é igual ao valor in situ 

inferida a partir de condições do empuxo de terra (𝐾0, assumido pelos autores como 

𝐾0 = 1 − sin𝜑) usando o pequeno círculo de Mohr mostrado na Figura 2.8. Como 

resultado, um aumento realista em tensão vertical à frente da tubulação é permitido, 

como mostrado pelo círculo maior de Mohr representando as condições em 

resistência de pico.  
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Figura 2.8. Círculo de Mohr em campo e de pico assumido para a resistência a elevação. Adaptada de White, Cheuk e 

Bolton (2008). 

A partir da geometria destes dois círculos de Mohr, o pico de tensão de 

cisalhamento mobilizado ao longo da superfície de deslizamento pode ser calculado 

como: 

 𝜏 =  𝛾 ∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜) ∙ [
(1 + 𝐾0)

2
−
(1 − 𝐾0) ∙ 𝑐𝑜𝑠(2𝜓)

2
] Eq. 2.13 

 

Fazendo o equilíbrio das forças (Figura 2.7) os autores chegaram a uma 

equação para a ancoragem: 

𝑃 = 𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐵 + 𝛾 ∙ 𝐻2 ∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜓) + 𝛾 ∙ 𝐻2 ∙ [𝑡𝑎𝑛(𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜) − 𝑡𝑎𝑛(𝜓)]

∙ [
(1 + 𝐾0)

2
−
(1 − 𝐾0) ∙ 𝑐𝑜𝑠(2𝜓)

2
] 

Eq. 2.14 

 

O fator de resistência à elevação na forma normalizada proposta por estes autores 

assume a seguinte forma: 

𝑁𝛾  =  1 +
𝐻

𝐵
∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜓) +

𝐻

𝐵
∙ [𝑡𝑎𝑛(𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜) − 𝑡𝑎𝑛(𝜓)]

∙ [
(1 + 𝐾0)

2
−
(1 − 𝐾0) ∙ 𝑐𝑜𝑠(2𝜓)

2
] 

Eq. 2.15 

Ainda segundo White, Cheuk e Bolton (2008), as soluções de plasticidade, 

baseadas na análise de limite inferior e superior, são mais rigorosas que as soluções 

de equilíbrio limite, fornecendo limites definidos para a solução, ainda que para uma 
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determinada classe de material, este material deve obedecer à normalidade, o que 

raramente é observado durante a falha drenada do solo. Este autor apresentou uma 

comparação entre estes resultados, conforme pode ser observado na Figura 2.9.  

 

Figura 2.9. Resultados encontrados por White, Cheuk e Bolton (2008) na comparação da resistência ao arrancamento 

normalizada de estruturas enterradas em solos granulares.  

Em um material granular que obedeça à normalidade não há dissipação de 

energia durante o cisalhamento de modo que a resistência de elevação é 

simplesmente o peso do solo levantado.  Esta situação foi simulada por Ng e 

Springman (1994), que fizeram uma série de ensaios para determinar a resistência ao 

levantamento de dutos enterrados. Os ensaios realizados por estes pesquisadores 

utilizam dutos com diferentes diâmetros e camadas de aterro com solo seco, solo 

saturado e pedregulho. Foram feitos testes em uma centrífuga geotécnica de tambor 

a 25g e 40g (e sugeriram a equação Eq. 2.16). Assumiu-se que o ensaio obedeceu as 

condições de normalidade. Foi constatado também que a superfície de ruptura 

resultante se apresentou num formato semelhante a trapézio invertido no solo acima 

do tubo (semelhante ao da Figura 2.7). Considerando 𝜃 = 𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜 , esses autores 

apresentaram a resistência de elevação já no formato normalizado como: 

 𝑁𝛾  = 1 +
𝐻

𝐵
∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜) Eq. 2.16 

Todos estes métodos citados anteriormente assumem que a tração não pode 

ser suportada entre a estrutura ancorada e o solo, permitindo que um vazio se forme 

sem resistência.  
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Algumas dessas formulações (Eq. 2.8, Eq. 2.12 e Eq. 2.15) foram 

desenvolvidas supondo o arrancamento de uma placa, como uma ancoragem, rígida 

de largura 𝐵. Sendo um aspecto importante a se destacar é que para uma base muito 

flexível, a carga uniformemente aplicada produz essencialmente uma pressão de 

apoio uniforme. No entanto, por compatibilidade de deformação nos bordos da 

fundação o perfil de assentamento não pode ser descontínuo nos bordos, do contrário 

a fundação não se estabiliza uniformemente, produzindo uma resolução máxima no 

centro e mínima nos bordos (Figura 2.10).  

 

 

Figura 2.10. Comportamento resposta do maciço à aplicação de carregamento de bases circulares rígidas e flexíveis. 

Adaptado de Davis e Selvadurai (1996). 

Segundo Aristorenas e Gómez (2014), tomando as razões de tensões de 

apoio para estabilização da base, sugere que o módulo de reação (ou coeficiente de 

recalque, que é a tensão sobre o recalque correspondente) máximo ocorre nas bordas 

da fundação. Uma base uniformemente carregada muito rígida irá essencialmente 

assentar uniformemente. No entanto, como os bordos da fundação representam uma 

mudança abrupta na rigidez, causando uma descontinuidade na inclinação do perfil 

de assentamento, as tensões de contato são máximas nos bordos e diminuem à 

medida que o centro da fundação é aproximado, como mostrado na Figura 2.11.b. As 

áreas das pressões de apoio das Figura 2.11.a e Figura 2.11.b são iguais, mas a 

intensidade da pressão de apoio sob uma base rígida varia. Observando ainda as 

relações de tensão para assentamento para uma base muito rígida, observa-se que o 
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módulo de reação (deslocamento da superfície) também aumenta para os bordos da 

fundação (Figura 2.11.b). 

 

Figura 2.11. Resposta do solo para uma carga uniformemente distribuída de uma (a) base flexível e (b) base rígida. 

Adaptada de Aristorenas e Gómez (2014). 

Outro aspecto importante para utilização dessas formulações não só para o 

caso de deslocamentos de bases rígidas é a sugestão encontrada na literatura para 

aplicação dessas formulações em casos de dutos enterrados (Figura 2.12):  

 

Figura 2.12. Geometria do modelo de análise de dutos enterrado. Adaptada de White et al., (2008). 

Nesta situação se deve fazer 𝐵 =  𝐷  (largura da base igual ao diâmetro 

externo da tubulação) e adicionar uma parcela, −𝜋𝐷/8𝐻, às equações de predição da 

carga de arrancamento normalizada. Esta parcela fará a consideração de um 

semicírculo do duto com peso nulo (
𝜋𝛾𝐷2

8
, área com hachura na Figura 2.12), 

assumindo que neste modelo considera-se a profundidade de instalação, 𝐻, medida 

a partir do centro do duto. 

Assim, para dutos sem ancoragem é adicionada uma parcela ao fator de 

resistência ao arrancamento de ancoragens enterradas. As formulações  pelo método 

equilíbrio limite (Eq. 2.8, Eq. 2.12 e Eq. 2.15) são então reescritas para o fator de 

resistência com a consideração do duto enterrado em areias, estas de encontram na 

Tabela 2.1: 
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Tabela 2.1. Fator de resistência ao arrancamento para dutos enterrados, 𝑵𝜸. 

Autor Equações 

Matyas e Davis (1983) 𝑁𝛾 =  1 +
𝐻

𝐷
∙ 𝐾𝑝 ∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜑) − 𝜋𝐷/8𝐻 Eq. 2.17 

Murray e Geddes 

(1989) 
𝑁𝛾 =  1 + (

𝐻

𝐷
) ∙

tan(𝜃) ∙ tan(𝛿)

tan(𝛿) − tan(𝛿 − 𝜑 2⁄ )
 − 𝜋𝐷/8𝐻 Eq. 2.18 

White, Cheuk e Bolton 

(2008) 

𝑁𝛾 =  1+
𝐻

𝐷
∙ 𝑡𝑎𝑛(𝜓)+

𝐻

𝐷
∙ [𝑡𝑎𝑛(𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜)− 𝑡𝑎𝑛(𝜓)]

∙ [
(1 +𝐾0)

2
−
(1 − 𝐾0) ∙ 𝑐𝑜𝑠(2𝜓)

2
] − 𝜋𝐷/8𝐻 

Eq. 2.19 

 

Segundo Santiago (2010), uma série de ensaios de arrancamento de um duto 

de 220 mm de diâmetro em escala real foi apresentada por Baumgard (2000). Estes 

ensaios, que simulam a flambagem vertical de dutos, foram realizados com vários 

tipos de materiais, dentre eles areias fofa e densa. Também foram variadas a 

velocidade de levantamento, a distribuição granulométrica, a densidade e a 

profundidade de instalação, encontrando boa concordância entre os modelos e os 

resultados numéricos.  

Ainda é comum que o trabalho experimental seja realizado através de 

modelos reduzidos por questões de viabilidade técnica para observação do problema. 

Bransby, Newson et al (2002) realizaram testes experimentais (1g e em centrífuga 

geotécnica) em dutos utilizando areia e cascalho. Durante os ensaios foram 

investigadas a resistência vertical de arrancamento e o pico de resistência para 

diferentes geometrias, com ou sem berma (Figura 2.13.a), e propriedades de solo 

(areia fofa, areia densa e cascalho). O ensaio foi realizado em uma caixa onde na sua 

base foi adicionada uma camada de 30 a 50 mm de areia. O duto foi posicionado na 

superfície do solo e posteriormente a areia foi sendo adicionada sobre o duto pelo 

método de pluviação até atingir profundidade requisitada. O arrancamento do duto se 

deu através de uma alça rígida combinada para garantir o deslocamento vertical 

uniforme, conforme é apresentado na Figura 2.13. 
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Figura 2.13. Modelo utilizado em ensaios em modelo reduzido de dutos enterrados; a) Geometrias utilizadas; e b) 

Sistema de arrancamento do duto. Bransby et al., 2002 adaptada de Santiago (2010). 

Notou-se durante a pesquisa bibliográfica que os autores que realizam 

ensaios experimentais, geralmente, adotaram a medida da profundidade de instalação 

a partir do topo do duto até a superfície (não do centro do duto até a superfície, H – 

como na Figura 2.12), optou-se aqui denotar essa profundidade como H* (Figura 

2.13.a).  

Santiago (2010) realizou testes experimentais (1g e a 10g em centrífuga 

geotécnica) e avaliou o comportamento de dutos enterrados, com o objetivo de propor 

um novo sistema de ancoragem através de geogrelhas, instaladas abaixo dos dutos, 

para evitar movimentos ascendentes que possam comprometer sua funcionalidade. A 

modelagem do problema foi realizada a 1 g e em seguida foram realizadas as 

simulações na Centrífuga Geotécnica da UENF onde a gravidade foi aumentada 

(10g). Foram ensaiadas duas diferentes densidades de areia, duas larguras de 

geogrelhas e três profundidades de aterro, totalizando dezoito configurações distintas. 

Foram realizados doze ensaios de arrancamento em escala reduzida com a gravidade 

aumentada para determinar a resistência ao arrancamento de dutos enterrados. A 

Figura 2.14 é apresentado o resultado de Santiago (2010),  onde se pode observar a 

relação entre a resistência do duto com ancoragem Q* e sem ancoragem Q. 
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Figura 2.14. Eficiência da ancoragem da geogrelhas no estado denso e fofo e nas alturas de aterro H1, H2 e H3 

(Santiago, 2010). 

Para se calcular a relação da resistência nos dutos sem ancoragem Santiago 

(2010) utilizou a média dos valores de pico de resistência (Q) obtidos em cada um dos 

ensaios em areia densa e fofa. Nas profundidades de aterro 𝑯𝟐
∗  e 𝑯𝟑

∗  a melhor 

eficiência se encontra para o solo no estado fofo tanto para a geogrelha de largura 3D 

quanto para a de largura 2D. Este resultado mostra ainda a influência da profundidade 

de aterro dos dutos. Nas instalações rasas os solos no estado fofo têm uma influência 

significativa na resistência ao arrancamento de dutos. Para a profundidade de 

instalação 𝑯𝟏
∗  com a geogrelha de largura 3D a eficiência foi melhor no solo denso, já 

na geogrelha de largura de duas vezes o diâmetro a eficiência foi a mesma para os 

dois estados de solo. Esta diferença de resultados entre as geogrelhas, foi explicada 

por Santiago (2010) como atribuída a massa de solo mobilizada pela geogrelha maior 

no estado denso em virtude da superfície de ruptura e também pela ocorrência de 

dilatância, que para essa profundidade se desenvolve como um fluxo interno ao redor 

do sistema duto-geogrelha. Enquanto que para a geogrelha menor, a massa 

mobilizada é a mesma tanto para o estado denso quanto para o estado fofo, uma vez 

que o fluxo de solo “circula” mais facilmente o sistema solo-duto. 
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Merifield e Sloan (2006), por outro lado, apresentaram seus resultados através 

de um estudo numérico rigoroso para estimar a carga máxima de arrancamento para 

âncoras de placas verticais e horizontais em areias. Eles utilizaram dois 

procedimentos numéricos que se baseiam em formulações dos teoremas de limite 

superior e inferior da análise limite e para fins de comparação, também realizaram 

estimativas numéricas do fator colapso usando o método de elementos finitos (Elasto-

plásticos). A Figura 2.15 apresenta um dos gráficos com os resultados numéricos 

destes autores, onde a resistência de elevação normalizada é definido para 

ancoragens rígidas para diversos fatores de profundidade em função coeficiente de 

atrito do solo. A mesma figura apresenta também o campo de velocidades obtidos 

para a areia com coeficiente de atrito de 20° e 30° para os fatores de profundidade de 

1 e 4, respectivamente que foi resultado da aplicação da formulação cinemática da 

teoria da plasticidade. 

 

Figura 2.15. Resultados obtidos com a formulação cinemática (Limite Superior) e estática (Limite Inferior) da teoria da 

Plasticidade; a) Fator de colapso para ancoragens horizontais em areias; e b) Campo de velocidades da Análise do 

Limite Superior de Merifield e Sloan (2006). 

Durante os últimos 30 anos vários pesquisadores, para validar ou ainda propor 

novos métodos, também realizaram a investigação do comportamento dos solos com 

modelos experimentais, empíricos ou numéricos e propuseram técnicas aproximadas 
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para estimar a capacidade de elevação das âncoras e dutos enterrados. Perante os 

vários métodos de previsão, com base em diferentes mecanismos de ruptura, 

distribuição de tensões e do comportamento assumido do material, vários resultados 

muito diferentes podem ser encontrados.  

2.2. MODELAGEM NUMÉRICA E A ANÁLISE LIMITE 

Apesar de os teoremas clássicos da plasticidade terem sido estabelecidos na 

década de 1950, soluções analíticas completas para as cargas limites ainda eram 

difíceis de serem obtidas para estruturas com formas geométricas e condições de 

carregamento complexas.  

Segundo Farfán (2000), somente a partir da década de 70, o método dos 

elementos finitos junto às técnicas de programação matemática (linear e não linear) 

começaram a ser aplicados na análise limite (devido a consolidação dos 

computadores como ferramenta de pesquisa). Portanto, a construção manual dos 

campos cinemático e estaticamente admissíveis baseada no bom senso foi 

substituída pela determinação numérica da solução de um problema de programação 

matemática cujas equações são geradas a partir da discretização do domínio por uma 

malha de elementos finitos. 

Nesta seção será apresenta uma descrição da análise limite numérica, 

iniciando com uma breve explanação da teoria da plasticidade e as hipóteses 

assumidas para que a análise limite possa ser aplicada. Para em seguida descrever 

os teoremas fundamentais da análise limite (limite inferior e limite superior) e as 

formulações numéricas existentes na literatura.  

O método de análise limite permite diversas formulações numéricas para os 

problemas de estabilidade em geotecnia, podendo tratar problemas com geometrias 

e carregamentos complexos. Estas formulações, quando satisfazem as condições do 

teorema do limite inferior, são denominadas formulações estáticas, quando satisfazem 

as condições no teorema do limite superior são denominadas formulações 

cinemáticas e quando satisfazem as condições dos dois teoremas são denominadas 

formulações mistas. A formulação implementada no presente trabalho se encaixa 

nesta última classificação, a mista. 

Em seguida é exposta também uma breve introdução do método dos 

elementos finitos (MEF) e a discretização do meio e na sequencia uma explicação do 
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modelo de programação matemática. O termo discretização se refere a um modelo 

com um número finito de incógnitas para a análise de meios contínuos em 

contraposição a uma análise como a feita pela teoria de elasticidade que usam 

funções contínuas como solução. 

2.2.1. A TEORIA DA PLASTICIDADE E AS PROPOSIÇÕES DA ANÁLISE LIMITE 

A teoria da plasticidade é o ramo da mecânica que trata do cálculo de tensões 

e deformações em um corpo, feito de material dúctil, permanentemente deformado 

por um conjunto de forças aplicadas (CHAKRABARTY, 2006). O solo exibe 

comportamento elástico para pequenas deformações (Figura 2.16.a). Porém 

evidências de experimentos em laboratório mostram que deformações permanentes 

ou irrecuperáveis ocorrem quando elas ultrapassam uma deformação de tolerância. 

Este tipo de comportamento pode ser descrito por meio da teoria da plasticidade.  

 

Figura 2.16. Modelos de comportamento tensão x deformação: a) Linear elástico, b) Rígido-perfeitamente plástico e c) 

Elástico-perfeitamente plástico. 

Segundo Silva (2003), a primeira referência à plasticidade é atribuída a 

Coulomb em 1773, que propõe um critério de escoamento para solos e o conceito do 

equilíbrio no limite plástico. Anos depois, em 1853, Rankine aplica os conceitos de 

Coulomb para problemas de cálculo de paredes de contenção de solo.  

De acordo com Yu (2006), foi só 1936 em que os teoremas do colapso plástico 

foram primeiramente formulados por Gvozdev. E uma fundamentação precisa de 

ambos os teoremas, do limite superior e inferior, foi apresentada por Hill (1951), onde 

a hipótese de um material rígido-perfeitamente plástico (Figura 2.16.b) foi levada em 

consideração. Contudo o grande marco sobre a aplicabilidade da análise limite na 

mecânica dos solos foi nos anos 1950, após a publicação de Drucker, Grenberg e 
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Prager (1952) e Drucker e Prager (1952). Nesses trabalhos foram verificados que o 

estado de tensões permanece constante durante o colapso plástico, provando que os 

teoremas do limite superior e inferior da análise limite são válidos para materiais 

elasto-plásticos perfeitos (Figura 2.16.c).  

Drucker (1953) resume a ideia dos dois teoremas como se ele fosse um 

sistema capaz de se adaptar às condições a que é exposto: “um sistema elasto-

plástico perfeito (...) irá, por um lado, fazer o melhor para distribuir as tensões para 

evitar o colapso e, por outro lado, irá experimentar o colapso se qualquer modo 

cinematicamente compatível existir”.  

No entanto algumas proposições sobre o comportamento do material são 

necessárias para que esses teoremas tenham validade. Para essas condições a 

análise limite pode ser provada rigorosamente.  

A aplicação dos teoremas de análise limite é validada para corpos materiais 

que cumpram com as seguintes propriedades ideais (FARFÁN, 2000):  

1 – O comportamento plástico do material é perfeitamente ou idealmente 

plástico, ou seja, a superfície de escoamento é fixa.  

2 – A superfície de escoamento é convexa e as taxas de deformação plástica 

são deduzidas da função de escoamento através da lei de fluxo associado.  

3 – As mudanças na geometria do corpo são consideradas insignificantes 

quando o carregamento atinge o carregamento limite ou a carga de colapso. Portanto, 

o princípio dos trabalhos virtuais pode ser aplicado.  

Estes pressupostos e suas implicações serão desenvolvidos nos itens a 

seguir. 

i. COMPORTAMENTO PLÁSTICO PERFEITO DO MATERIAL 

Análise Limite segue os preceitos da mecânica dos sólidos deformáveis, mas 

considera uma condição idealizada no comportamento do material. Ou seja, para que 

os teoremas da plasticidade tenham validade é importante que o material exiba um 

comportamento elástico perfeitamente plástico (Figura 2.17.c) ou rígido plástico 

perfeito (Figura 2.17.b). Como nesses casos não há endurecimento nem 

amolecimento, o estado de tensões não pode ultrapassar o critério de ruptura, 

resultando no fato de o vetor de tensões incrementais (campo de velocidades) se 
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encontrar tangencial a superfície de ruptura quando ocorrem deformações plásticas 

(Chen, 1990).  

De acordo com Camargo (2015), ao contrário dos materiais que exibem 

endurecimento, o critério de ruptura no caso perfeitamente plástico é fixo no espaço 

de tensões, não sendo dependente do histórico de carregamentos. Apesar de poder 

se mover ao longo da envoltória antes do instante do colapso, prova-se que o estado 

de tensões permanece constante no colapso. As deformações se processam, 

portanto, sem incremento de tensões. Este comportamento perfeitamente plástico 

confere deformações exclusivamente plásticas no colapso, chamado colapso plástico. 

Isso sugere que o fator de colapso será o mesmo para materiais elásticos 

perfeitamente plásticos ou para materiais rígidos perfeitamente plásticos. 

 

 

Figura 2.17. Comportamento Tensão-deformação típicos de solos e suas idealizações como: a) Elástico perfeitamente 

plástico; b) Rígido plástico perfeito. Adaptada de Chen e Liu, (1990). 

Outro conceito introduzido na primeira hipótese é a definição do critério de 

escoamento ou ruptura. Os critérios de ruptura são funções que permitem identificar 
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quando o material começa a apresentar deformações plásticas, essas funções, 𝐹, são 

escalares e definidos através do tensor das tensões (𝜎𝑖𝑗 ), não dependendo dos 

componentes de deformações (𝜀𝑖𝑗). 

Esta superfície delimita os estados de tensão considerados admissíveis, 

assim para um determinado estado de tensões dentro da superfície (𝐹(𝜎𝑖𝑗) <  0), o 

material apresenta apenas deformações elásticas (se seu comportamento for elástico 

perfeitamente plástico) ou não apresenta deformações (se for um material rígido 

plástico perfeito). 

 Se o estado de tensões alcança a superfície (𝐹(𝜎𝑖𝑗) =  0), ocorrem então 

deformações plásticas. Vale lembrar que não existem estados de tensões admissíveis 

acima da superfície de escoamento ( 𝐹(𝜎𝑖𝑗) >  0 ). Deste modo, a função de 

escoamento é fixa no espaço de tensões e o fluxo plástico ocorre quando a função de 

escoamento é igual à zero (Figura 2.18).  

 

Figura 2.18. Superfície de escoamento no espaço de tensões principais (PACHÁS, 2009). 

Se o material é isotrópico, o escoamento plástico depende apenas da 

magnitude das três tensões principais e não de suas direções. Neste caso, de uma 

maneira geral, a superfície de escoamento pode ser expressa matematicamente em 

função do tensor de tensões, 𝜎𝑖𝑗 (onde 𝑖 indica direção e 𝑗 o plano), ou seja: 

 𝐹(𝜎𝑖𝑗) =  0 Eq. 2.20 
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 𝜎𝑖𝑗 = [

𝜎𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

] Eq. 2.21 

Em que: 𝜏 representa a tensão de cisalhamento; 𝜎 a tensão normal. 

Este trabalho utiliza o critério de ruptura de Mohr-Coulomb, o mesmo critério 

de escoamento empregado por Drucker & Prager (1952) ao definiram os teoremas do 

limite inferior e limite superior da análise limite. Este é um dos critérios de escoamento 

mais simples e é o mais utilizado na modelagem do comportamento mecânico de 

materiais geotécnicos e vem apresentando resultados satisfatórios para casos de 

estabilidade em geotecnia onde se supõe um estado plano de tensões (𝜎𝑧 =  0,  𝜏𝑦𝑧 =

 𝜏𝑧𝑦 = 0,  𝜏𝑥𝑧 =  𝜏𝑧𝑥 = 0 𝑒 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜎𝑥𝑦 ). Assim o tensor de tensões assume a 

forma de um campo de tensões bidimensional: 

 𝜎 =  {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

} 
Eq. 2.22 

 

Considerando a convenção de sinais para as tensões como:  

𝜎+: Quando a tensão é de compressão. 

𝜎−: Quando a tensão é de tração. 

A equação de Mohr-Coulomb pode ser escrita da seguinte forma: 

 |𝜏| =  𝜎 ∙ tan(𝜑) +  𝑐 Eq. 2.23 

Onde os parâmetros de resistência do material (𝑐 e 𝜑, coesão e coeficiente 

de atrito) podem ser obtidos de ensaios apropriados de laboratório ou de campo. 

Assim, para uma análise considerando um estado plano de tensões a função de 

escoamento de Mohr-Coulomb assume o seguinte formato: 

𝐹(𝜎)𝑀𝐶 : 
(𝜎1 − 𝜎3) − (𝜎1 + 𝜎3) ∙ sin(𝜑)

2
−  𝑐 ∙ cos(𝜑) = 0 Eq. 2.24 

 Sendo: 𝜎1 e 𝜎3 as tensões principais em função do campo de tensões, 𝜎 (Eq. 

2.22). Com a malha de elementos finitos definida é assumido que cada elemento 

possui tensão constante, ou seja, cada elemento possui um campo de tensões. Assim, 

para cada elemento do domínio, são definidas as tensões principais como: 

 𝜎1 = 
𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦

2
+ √(

𝜎𝑥𝑥 − 𝜎𝑦𝑦

2
)
2

+ 𝜎𝑥𝑦2 Eq. 2.25 

 𝜎3 = 
𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦

2
− √(

𝜎𝑥𝑥 − 𝜎𝑦𝑦

2
)
2

+ 𝜎𝑥𝑦2 Eq. 2.26 
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ii. LEI DE FLUXO ASSOCIADA 

A lei de fluxo associada também é conhecida como condição de normalidade. 

É uma relação entre a taxa de deformação e as tensões do material quando há 

deformações plásticas.  

O que difere as deformações plásticas das elásticas é que as últimas são 

recuperáveis quando há descarregamento. Já as plásticas são deformações 

permanentes. O comportamento elástico permite que as deformações sejam descritas 

segundo relações constitutivas que relacionam o estado de tensão com as 

deformações. No entanto, isto não consegue ser feito quando o material já apresenta 

deformações plásticas visto que cada valor de tensão não necessariamente 

corresponderá a um único valor de deformação. A lei de fluxo supera este problema 

ao utilizar as taxas de deformações ao invés das deformações. 

Diz-se que um fluxo plástico acontece quando o estado de tensões no espaço 

das tensões (Figura 2.19) alcança a superfície de escoamento. A magnitude do fluxo 

plástico total (𝜀𝑖𝑗
𝑝

) nestas condições é ilimitada (Ver comportamento idealizado na 

Figura 2.17). Portanto é evidente que não se pode falar nada sobre a deformação 

plástica total e por isso a descrição do processo de fluxo plástico é feita pela 

cinemática de fluxo plástico, ou seja, por meio das taxas de velocidades de 

deformação plástica (𝜀𝑖̇𝑗
𝑝

) em vez da deformação plástica total. A taxa de velocidade 

de deformação total (𝜀𝑖̇𝑗) é composta por uma parte elástica e outra plástica, que pode 

ser expressa da seguinte forma (CHEN, 1975): 

 𝜀𝑖̇𝑗 = 𝜀𝑖̇𝑗
𝑒 + 𝜀𝑖̇𝑗

𝑝
 Eq. 2.27 

Em que: 𝜀𝑖̇𝑗  é a taxa de velocidade de deformação total; 𝜀𝑖̇𝑗
𝑒  a taxa de 

velocidade de deformação elástica; e 𝜀𝑖̇𝑗
𝑝

 a taxa de velocidade de deformação plástica. 

As velocidades de deformação elástica e as tensões estão relacionadas por 

meio da lei de Hooke. Mas, como as velocidades de deformação elástica são 

pequenas em relação às plásticas, elas são consideradas desprezíveis. Já as 

velocidades de deformação plástica dependem do estado de tensões (CHEN e LIU, 

1990). 

Para a discussão sobre as velocidades de deformação plástica, é necessário 

definir suas direções. Os eixos das coordenadas no espaço de tensões já 

mencionados para a superfície de escoamento podem também ser usados para 
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representar simultaneamente velocidades de deformação plástica. Sendo assim, cada 

eixo de tensões representará também um eixo de velocidades de deformação plástica. 

Para materiais estáveis, nos quais o incremento de tensões e deformações realiza um 

trabalho positivo, o vetor de velocidades de deformação plástica tem direção e sentido 

das normais à superfície de escoamento (Figura 2.19). Portanto, a taxa de velocidade 

de deformação plástica (𝜀𝑖̇𝑗
𝑝

) pode ser expressa por: 

 𝜀𝑖̇𝑗
𝑝 =  𝜔

𝜕𝐹(𝜎𝑖𝑗)

𝜕𝜎
, 𝜔 ∈  𝑅+ Eq. 2.28 

Onde: 𝜎 é o campo de tensões e 𝜔 é um fator de proporcionalidade escalar. 

 

Figura 2.19. Superfície de escoamento e vetor de deformação plástica (PACHÁS, 2009). 

iii. PRINCÍPIO DO TRABALHO VIRTUAL 

Para que os teoremas da análise limite sejam comprovados, a equação dos 

trabalhos virtuais deve ser satisfeita. Sabe-se que a aplicação da equação dos 

trabalhos virtuais requer que somente pequenas mudanças ocorram na geometria do 

corpo. Apesar do material se deformar indefinidamente sem incremento de tensões 

(como considera a hipótese do comportamento do material ser perfeitamente plástico) 

no instante do colapso assume-se que a geometria do corpo não muda 

significativamente. Por isso, é possível aplicar o princípio do trabalho virtual na prova 

dos teoremas da plasticidade.  
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Este princípio relaciona um campo estaticamente admissível, em equilíbrio, 

com um campo cinematicamente admissível, ou compatível (CHEN e LIU, 1990). O 

princípio dos trabalhos virtuais pode ser definido como:  

“Seja um corpo em equilíbrio, submetido a um sistema de forças externas. Se 

neste corpo é imposto um campo de deslocamentos virtuais, o trabalho virtual das 

forças externas é igual ao trabalho virtual das forças internas”. 

2.2.2. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS E DISCRETIZAÇÃO DO MEIO 

Os primeiros trabalhos com a aplicação da análise limite a problemas 

geotécnicos foram realizados analiticamente. O problema básico para efetuar a 

análise plástica limite de maneira analítica é construir previamente um bom campo de 

tensões estaticamente admissível. Existem diversos métodos propostos para a 

construção de campo de tensões para poucos e simples problemas planos em 

mecânica dos solos. De qualquer modo, não existe nenhum método racional para 

encontrar um mecanismo satisfatório que seja cinematicamente admissível para 

problemas envolvendo geometrias arbitrárias e condições de contorno quaisquer 

(SILVA, 2003). 

Com o passar dos anos e a evolução da aplicação dos métodos numéricos na 

engenharia, pôde-se, através da malha de elementos finitos, obter os campos 

estáticos e cinemáticos de forma automática, para utilização em aplicações da Análise 

Limite. Desta forma a Análise Limite, que já mostrava consistência nos resultados 

analíticos, passou também a ser empregada numericamente, sendo então denotada 

por Análise Limite Numérica (ALN). 

Outro fator que contribuiu para o avanço da análise limite numérica foi o 

avanço computacional do método dos elementos finitos (MEF). Segundo Bathe (1996) 

o MEF é um método numérico capaz de solucionar equações diferenciais para 

domínios de geometria e condições de contorno complexas. A técnica consiste em 

dividir o domínio do problema a ser analisado em sub-regiões, chamadas elementos. 

Esses elementos são ligados entre si através de pontos situados em suas arestas e 

vértices, chamados nós, que a variável do problema será calculada. O MEF apresenta 

maior flexibilidade em descrever geometrias multidimensionais com contornos e 

cargas irregulares e tem maior facilidade na inclusão das propriedades em um meio 

não homogêneo. Este método pode ser resumido em seis passos básicos: 



35 
 

 

1. Discretização do meio; 

2. Seleção do modelo de deslocamentos (funções de interpolação); 

3. Montagem da matriz de rigidez dos elementos (determinação das 

propriedades dos elementos) *; 

4. Montagem da matriz de rigidez global*;  

5. Solução do sistema de equações em função dos deslocamentos*; 

6. Cálculo das incógnitas do problema*. 

Ressalta-se que a sequência apresentada refere-se a problemas de tensão-

deformação de corpos sólidos, podendo, entretanto, ser adaptada a problemas 

diversos. Porém para o estudo de análise limite alguns desses passos (*) não são 

empregados, pois a fase do comportamento elástico do sistema não é de interesse 

para esta pesquisa somente a fase plástica, como foi visto no tópico anterior. Assim a 

matriz de equilíbrio global é montada de acordo com as funções de interpolações em 

função dos critérios estabelecidos pela ALN, como será explicado mais adiante na 

seção 3.1.  

Para a análise em solos, a variável que se deseja obter são os deslocamentos 

e a partir deles se calculam as tensões e as deformações. É importante ressaltar que 

também é possível criar elementos com nós tanto nas arestas quanto no seu interior.  

2.2.3. TEOREMAS DA ANÁLISE LIMITE  

De acordo com Ferreira (2008), Chen e Liu (1990) afirmaram que: 

Segundo a lei de fluxo associado ou condição de normalidade, são 

estabelecidos os teoremas sobre os quais a análise limite está fundamentada que 

podem ser enunciados da seguinte forma: 

Teorema do Limite Inferior: se um campo de tensões ( 𝜎𝑖𝑗 ) pode ser 

construído de modo a satisfazer as condições de equilíbrio no contorno e no domínio 

e ainda não violar o critério de escoamento (𝐹(𝜎𝑖𝑗)  ≤ 0) em nenhum ponto, então 

esse campo de tensões é estaticamente admissível, e tem valor menor ou igual ao da 

carga de colapso.  

Teorema do Limite Superior: se um mecanismo compatível de taxas de 

deformação plástica for assumido, o qual satisfaz às condições das velocidades no 

contorno, então esse campo de velocidades é cinematicamente admissível e os 
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carregamentos superficiais e cargas de volume, determinados pela igualdade da taxa 

do trabalho externo com a taxa da dissipação interna, serão ambos iguais ou maiores 

que a carga verdadeira de colapso da estrutura.  

2.2.4. SÍNTESE DAS FORMULAÇÕES NUMÉRICAS DA ANÁLISE LIMITE 

Existem diferentes abordagens que podem ser desenvolvidas em formulações 

baseadas nos teoremas da análise limite. São chamadas de formulação de limite 

inferior (estática), formulação de limite superior (cinemática) e formulação mista.  

Segundo Ribeiro (2005), para a aplicação da formulação de limite inferior em 

problemas de estabilidade, também conhecido como teorema estático, deve-se 

satisfazer exatamente as condições de contorno em tensão, a condição de equilíbrio 

e o critério de escoamento do material. Assim, no limite inferior o fator de colapso pode 

ser definido como um fator multiplicador pelo qual as cargas são majoradas para que 

o sistema estrutural alcance a ruptura.   

Já as formulações de limite superior, conhecidas como teorema cinemático, 

para aplicação em problemas de estabilidade devem satisfazer exatamente as 

condições de contorno em deslocamentos, as condições de compatibilidade e as 

condições de escoamento do material. Então, no limite superior, busca-se alcançar o 

início da dissipação de energia, representado pelo movimento da massa de solo, ou 

seja, o objetivo é minimizar a energia de dissipação até que seja alcançada, com uma 

certa tolerância, a carga de ruptura necessária para que ocorresse a dissipação inicial 

Enquanto que a formulação mista pode ser caracterizada pela interpolação 

independente dos campos de tensão e de velocidade no interior do elemento, 

satisfazendo aproximadamente as condições de equilíbrio e de contorno em tensão. 

As condições de escoamento do material são satisfeitas exatamente.  Em outras 

palavras, além de ter uma consistência em relação aos resultados dos campos de 

tensões e de velocidades, esta formulação busca uma solução com aproximação nos 

campos estático e cinemático.  

Segundo Araújo (1997), esta última formulação tem como vantagem principal 

a fácil implementação. A formulação mista será a empregada na presente pesquisa.  

Dependendo da gênese da qual estão sendo geradas estas formulações 

podem ainda ser classificadas ainda como fortes ou fracas. Quando o modelo respeita 

o cumprimento estrito das condições impostas pelos teoremas da análise limite elas 
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são chamas de formulação forte. Ou ainda quando as condições são satisfeitas 

através do princípio dos trabalhos virtuais a formulação é dita como formulação fraca. 

Alguns autores como Silva (2003), afirma que a vantagem da formulação forte 

está no fato de a mesma utilizar uma abordagem puramente estática ou puramente 

cinemática, chegando a um limite inferior (ou superior) preciso. E a desvantagem 

dessa abordagem é a falta de estimativa para o erro nos valores dos limites 

calculados, não se estabelecendo se o limite encontrado é, ou não, uma boa 

aproximação. Por outro lado, a abordagem da formulação fraca com elemento finito 

misto e híbrido fornece uma aproximação da carga limite, a qual se espera que seja 

uma melhor aproximação que os limites fornecidos na formulação forte (estáticos e 

cinemáticos - Figura 2.20). Além dos teoremas do limite inferior e superior este autor 

também descreve o teorema da unicidade, que diz o seguinte: 

Teorema da unicidade: Para uma estrutura submetida a um carregamento, 

se existir pelo menos um campo de tensões (𝜎𝑖𝑗), estaticamente admissível, e se esse 

campo de tensões plastificarem um número suficiente de seções para a formação de 

um mecanismo, o fator de carga correspondente será o fator de colapso, 𝜆. 

Teorema do Limite Inferior Teorema do Limite Superior 

(Estático, cargas menores) (Cinemático, cargas maiores) 

 

Carga de ruptura 

Figura 2.20. Teorema da unicidade ou análise mista. Modificada de Ferreira (2008). 

Ferreira (2008) afirma que o ponto chave na teoria da análise limite com a 

formulação mista é a determinação do fator de colapso (𝜆).  Este autor observa 

também que o ‘teorema da unicidade’ não garante a unicidade nem da distribuição de 

esforços nem do mecanismo de colapso, porém a carga de colapso é única.  

Sintetizando, o método de análise limite permite diversas formulações 

numéricas para os problemas de estabilidade em geotecnia, podendo tratar problemas 

com geometrias e carregamentos complexos. Estas formulações podem ser 

classificadas, como visto anteriormente, em três grupos: formulação de limite inferior; 

formulação de limite superior e formulação mista. E ainda dentro dessas formulações, 

o maciço (solo ou a rocha) pode ser modelado como meio contínuo, meio fraturado 

ou meio reforçado. A aplicação destes métodos para problemas de estabilidade em 
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solos pode ser encontrada em diversos trabalhos. A Tabela 2.2 apresenta uma 

composição de trabalhos sobre problemas de estabilidade agrupados de acordo com 

sua abordagem segundo a especificação do meio e formulações numéricas de análise 

limite implementadas. 

Tabela 2.2. Síntese de trabalhos que empregam análise limite. Adaptada e atualizada de Lemos (2002). 

Meio 
Técnicas de 

modelagem 
Autores 

Tipos de 

formulação 

Contínuo 

(LYSMER, 1970); (BOTTERO, NEGRE, et al., 1978); (ARAI e 

NAKAGAWA, 1988); (ARAI e JINKI, 1990); (SINGH e BASUDHAR, 

1993-a); (SOUSA, 2001); (LEMOS, 2002); (SILVA, 2003); 

(MENDONÇA e FARFÁN, 2003); (RIBEIRO, 2005); 

(MAKRODIMOPOULOS e MARTIN, 2006); (PACHÁS, VAZ, et al., 

2008); (CHONG, 2014); (CAMARGO, 2015) 

Limite 

inferior 

(TAMURA, KOBAYASHI e SUMI, 1984); (SLOAN, 1989); (JIANG, 

1995); (MAKRODIMOPOULOS e MARTIN, 2008); (SILVA, 2009) 

Limite 

Superior 

(BOTTERO, NEGRE, et al., 1980); (CHRISTIANSEN, 1981); 

(CASCIARO e CASCINI, 1982); (FARIA, 1992); (FARFÁN, 2000); 

(RIBEIRO, 2005); (SILVA, 2003); (DURAND, VARGAS JR e VAZ, 

2006); (PASQUALI, 2008); (CRUZ, 2013); (Bezerra, 2016) 

Mista 

F
ra

tu
ra

d
o
 

Discreta 
(FARIA, 1992); (ARAÚJO, MACIAS, et al., 1987) Mista 

(SOUSA, 2001) 

Limite 

inferior 
Contínuo 

equivalente 

(YU e SLOAN, 1994); (ARAÚJO, 1997); (ARAÚJO, VARGAS, et al., 

2000); (SOUSA, 2001) 

R
e
fo

rç
a
d

o
 

Discreta 

(ASAOKA, KODAKA e POKHAREL, 1994) 
Limite 

Superior 

(LEMOS, 2002); (RIBEIRO, 2005); (FERREIRA, 2008) Mista 

(SOUSA, 2001) 

Limite 

inferior 

Contínuo 

equivalente 

(SINGH e BASUDHAR, 1993); (YU e SLOAN, 1997); 

(FRANCESCATO e PASTOR, 1997) 

(YU e SLOAN, 1997); (FRANCESCATO e PASTOR, 1997); 

(MICHALOWSKI, 1998); (PORBAHA, ZHAO, et al., 2000) 

Limite 

Superior 

(LEMOS, 2002) Mista 

 

2.2.5. PROGRAMAÇÃO MATEMÁTICA 

De acordo com Farfán (2000), o método de análise limite tem como objetivo 

encontrar a carga de colapso de uma estrutura. Além disso, sua aplicação a problemas 
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de estabilidade em geotecnia permitem formulações numéricas do problema, via MEF, 

que podem ser colocadas sob a forma de um problema de programação matemática. 

Em geral, os problemas de análise limite numérica em geotecnia constituem 

problemas de programação não linear (PNL) de grande porte, principalmente quando 

são situações 3D. Assim sendo, a eficiência numérica dos algoritmos é de grande 

importância na busca de soluções.  

O objetivo desta seção é apresentar os conceitos de Programação 

Matemática (PM) necessários à compreensão do processo de otimização. Segundo 

Pereira (2002), os problemas típicos de engenharia, podem ser obtidas várias, ou 

possivelmente infinitas, soluções. Em um problema de otimização deseja-se obter um 

projeto ótimo, maximizando ou minimizando uma função a qual denominamos função 

objetivo. Isto deve ser realizado através da determinação dos parâmetros que definem 

o sistema. Estes parâmetros são chamados de variáveis de projeto. Na maioria dos 

problemas encontraremos restrições impostas para que o projeto seja admissível ou 

viável, devido às leis físicas da natureza, leis políticas, limitações de orçamento, etc.  

A solução de um problema de programação matemática pode ser encontrada 

utilizando um processo iterativo no qual as restrições de igualdade e desigualdade do 

problema sejam respeitadas. Esses problemas podem ser colocados na forma padrão:  

Encontre o vetor, 𝑥, que maximize (ou minimize) a função:  

𝑓(𝑥) =  𝐹(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) 

Sujeito a 𝑝 restrições de igualdade: 

ℎ𝑗(𝑥) =  ℎ𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝) = 0 

𝑗 =  1, . . . , 𝑝 

E 𝑚 restrições de desigualdade: 

𝑔𝑘(𝑥)  = 𝑔𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)  ≤  0 

𝑘 =  1, . . . , 𝑚 

Eq. 2.29 

 

Onde 𝑥 é um ponto do ℝ𝑛 sobre o qual são impostos os limites mínimos e 

máximos (restrições laterais), ou seja, o vetor com as variáveis do problema (𝑥 ∈ ℝ𝑛); 

𝑓(𝑥) é a função a ser maximizada (ou minimizada); E as funções ℎ(𝑥)  e 𝑔(𝑥) são as 

restrições de igualdade e desigualdade. Assume-se que tanto a função objetivo 

quanto as restrições são funções contínuas no ℝ𝑛 . 
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Ainda de acordo com Pereira (2002), m ponto que satisfaça todas as 

restrições é denominado um ponto viável e o conjunto de todos os pontos que 

satisfaçam todas as restrições é conhecido como região viável. Uma restrição de 

desigualdade define uma fronteira que divide o ℝ𝑛  em uma região viável e outra 

inviável. Quando um ponto está sobre esta fronteira, a restrição é dita ativa; quando 

um ponto está no interior da região viável, a restrição está inativa e, quando um ponto 

está fora desta região, à restrição está violada.  

Os problemas de programação matemática podem ser classificados segundo 

as características da função objetivo e das funções das restrições. A Tabela 2.3 

mostra esta classificação. Por exemplo, se todas as funções (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) e ℎ(𝑥)) são 

lineares, tem-se os chamados problemas de programação linear (PL), porém quando 

uma ou mais destas funções se apresentar como não linear, trata-se de um caso de 

PNL.  

Tabela 2.3. Classificação dos problemas de Programação Matemática (FARFÁN, 2000). 

PROBLEMAS FUNÇÃO OBJETIVO RESTRIÇÕES PROGRAMAÇÃO 

Sem restrição 

Quadrática 

Convexa 

Não linear 

- 

- 

- 

- 

- 

- 

Com restrição 

Linear 

Linear 

Quadrática 

Não linear 

Linear 

Não linear 

Linear 

Não linear 

Linear (PL) 

Não linear (PNL) 

Quadrática (PQ) 

Não linear (PNL) 

 

A formulação completa dos teoremas da análise limite em análise numérica é 

relativamente simples quando convertidos em problemas de programação matemática 

primal e dual. Nas várias formulações numéricas da análise limite que já foram 

propostas, o problema de estabilidade é colocado como um problema de programação 

matemáticas. Este problema pode ser resolvido diretamente pelo método de PNL ou 

aproximado por um problema de PL (VARGAS JR, ARAÚJO, et al., 2004).  

Para um caso mais específico, onde a função objetivo, 𝑓(𝑥), e as restrições 

são funções lineares, o problema de programação matemática pode ser formulado 

por: 
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Maximizar: 𝑓(𝑥) =  𝑐𝑇 ∙ 𝑥 +  𝑘, ∴ 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 

Sujeito à: 

[
𝐴
𝐷
]
(𝑝+𝑚)×𝑛

{x}n {
=
≤} {

b
e
}
(𝑝+𝑚)

 

Eq. 2.30 

 

Onde 𝑐 , b  e e  são vetores, 𝑘  é um escalar e A  e D  são matrizes, todos 

compostos de números reais constantes e o índice 𝑇 indica que o vetor é transposto. 

O problema colocado na forma apresentada no quadro acima é conhecido como forma 

primal típica da programação linear. Consequentemente, a formulação dual do 

problema apresentado na Eq. 2.30 pode ser escrita da seguinte forma: 

Minimizar: 𝑓(κ, 𝜇 ) =  𝑏𝑇 ∙ 𝜅 + 𝑒𝑇 ∙ 𝜇 +  𝑘 

Sujeito à: 

[𝐴𝑇 𝐷𝑇]𝑛×(𝑝+𝑚)  {
𝜅
𝜇}(𝑝+𝑚)

≥ {𝑐}𝑛 

Eq. 2.31 

 

Onde: 𝜅  e 𝜇  são as variáveis, sendo os vetores que correspondem aos 

multiplicadores de Lagrange associados às restrições.  Uma das propriedades desta 

formulação é que as soluções obtidas por ambos os sistemas (Eq. 2.30 e Eq. 2.31) 

são iguais, ou seja, o valor da função objetivo do problema primal é igual ao valor da 

função objetivo do problema dual. Este tipo de formulação alternativa (dual) é de 

grande vantagem na programação matemática por reduzir em certos casos o número 

das restrições, se: 𝑛 <  (𝑝 + 𝑚), e o estudo dos vetores duais (κ, 𝜇) é importante na 

análise de sensibilidade do problema.  

No presente trabalho, esta propriedade é utilizada para a obtenção das 

velocidades nodais, as quais descrevem o mecanismo de colapso dos problemas 

estudados. Este problema é conhecido também como propriedade de dualidade 

estático cinemática.  

Uma explicação mais detalhada da acerca das propriedades e relações do 

problema primal e dual podem ser encontrados em Farfán (2000). 

2.2.6. MONTAGEM E RESOLUÇÃO DO PROBLEMA 

No processo de resolução são usados algoritmos de otimização matemática 

e a malha de elementos finitos (Ver seção 2.2.2. ) como ferramenta para a formulação 
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numérica do problema de análise limite. E a solução de problemas pode ser 

subdividida em três fases distintas: pré-processamento, processamento e pós-

processamento.  

As três fases são complementares, sendo que os módulos de pré-

processamento e pós-processamento têm grande desenvolvimento baseado em 

interfaces gráficas, com acesso direto ao processamento. Estas fases serão 

apresentadas a seguir: 

i. PRÉ-PROCESSAMENTO E PÓS-PROCESSAMENTO 

Essas duas fases são caracterizadas por uma maior interação visual do 

problema estudado, geralmente a interface gráfica tipo CAD (Em inglês: Computer 

Aided Design que significa: Desenho assistido por computador), para facilitar o projeto 

e desenho técnicos.  

O Pré-processador é utilizado na fase inicial onde será definida a geometria 

(número de nós e elementos da malha de elementos finitos), as cargas (internas e 

externas), as propriedades dos materiais além de suas interações com o ambiente 

externo (condições de contorno), dentre outros. Este programa deve ser capaz de criar 

um modelo matemático e, a partir deste, gerar um arquivo neutro de dados iniciais que 

contenha todas as características do modelo, definidas em cabeçalhos específicos de 

dados.  

Já o Pós-processador é capaz de ler um arquivo neutro de resultados, que 

possui alguns cabeçalhos de dados semelhantes aos do Pré-processador para 

identificar as características do modelo, e ainda os cabeçalhos específicos para 

identificação dos resultados a serem exibidos graficamente. Este arquivo relaciona 

dados da estrutura inicial do problema com os resultados de acordo com os nós e 

elementos definidos no Pré-processador. 

ii. PROCESSAMENTO 

A etapa de processamento por sua vez pode ser dividida em duas partes: a 

montagem do problema de programação matemática e a otimização do problema. 

Nesta primeira se realiza a montagem do problema de programação matemática. Nela 

a relação que simula o comportamento do material é implementada de acordo com a 

malha de elementos finitos desenvolvida na fase anterior. Ou seja, é nessa fase onde 
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são definidas as matrizes coma as relações de igualdades e desigualdades que 

expressam matematicamente as regras de comportamento dos elementos. Já a 

segunda etapa envolve um otimizador. Uma ferramenta capaz de resolver problemas 

matemáticos buscando a obtenção do melhor resultado dentro de certa tolerância, que 

também é chamado de resultado ótimo. 
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CAPÍTULO 3.  MODELAGEM NUMÉRICA 

Neste capítulo será apresentada a metodologia empregada nesta pesquisa 

que se baseia nas teorias da plasticidade. Foi empregada uma formulação que 

procura atender de forma aproximada as condições necessárias para as aplicações 

dos teoremas de limite inferior e limite superior conjuntamente, sendo que as 

condições de escoamento são satisfeitas exatamente e as condições de equilíbrio e 

de contorno são satisfeitas aproximadamente pela interpolação dos campos de tensão 

e velocidade no interior do elemento. Esta formulação é conhecida como formulação 

mista fraca da análise limite, que utiliza o princípio dos deslocamentos virtuais. 

Também é abordada a aplicação da metodologia da formulação mista e da 

discretização do meio em uma malha de elementos finitos nos contínuos 

convencionais (2D) que leva a problemas de programação não linear (PNL).  

3.1. FORMULAÇÕES VARIACIONAIS DA ANÁLISE LIMITE PELO MÉTODO DE 

ELEMENTOS FINITOS 

A seguir será mostrada como a determinação de um carregamento de colapso 

através da análise limite pode ser colocada como um problema de programação 

matemática. 

Entre uns dos principais objetivos da Análise Limite esta determinar a carga 

que leva ao colapso as estruturas geotécnicas. A solução do problema consiste na 

solução do sistema de equações a seguir, onde o problema de Análise Limite é 

definido tendo em conta as condições de equilíbrio estático, do critério de escoamento, 

da consistência cinemática e a lei de fluxo associada, integrando todas estas 

condições, da seguinte maneira: 

Seja:  

𝛺 : O volume (ou domínio) ocupado por um corpo do material rígido 

plástico ideal; 

𝛤𝑡 : o Contorno ou Superfície desse domínio; 

Define-se: 

𝑓 → 𝛺 : Vetor de forças no domínio; 

𝑡 → 𝛤𝑡 : Vetor de forças no contorno; 

Deve-se encontrar: 
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𝜆 : Fator do colapso do sistema; 

𝜎 : Campo de tensões; 

𝑢̇ : Campo de velocidade; 

𝜀̇ : Campo de velocidades de deformações; 

𝛾̇ : Fator de plastificação; 

Sujeito as seguintes restrições: 

Restrição de Equilíbrio Estático: 

 
𝛻𝑇 . 𝜎 =  𝜆. 𝑓, 𝑒𝑚 𝛺 

𝜎. 𝜂 =  𝜆. 𝑡, 𝑒𝑚 𝛤𝑡 
Eq. 3.1 

Restrição do Critério de Escoamento 

 𝑓(𝜎) ≤  0, 𝑒𝑚 𝛺; Eq. 3.2 

Restrição de Compatibilidade Cinemática 

 
𝜀̇ =  𝛻𝑢̇, 𝑒𝑚 𝛺
𝑢̇ =  0, 𝑒𝑚 𝛤𝑡

 Eq. 3.3 

Restrição da Lei de Fluxo: 

 𝜀̇𝑝 = 𝛾̇.
𝜕𝑓(𝜎)

𝜕𝜎
 { 
𝛾̇ = 0, 𝑠𝑒 𝑓(𝜎) < 0

𝛾̇ ≥ 0, 𝑠𝑒 𝑓(𝜎) = 0
 Eq. 3.4 

Onde: 

𝜂 : Vetor unitário normal à superfície de contorno, 𝛤𝑡; 

𝛻𝑇 : Operador diferencial; 

𝑢̇  : Campo de velocidade de deformações; 

𝜀̇𝑝 : Campo de taxas de velocidades de deformações plásticas do sistema; 

𝛾̇  : Fator de plastificação;  

E o índice 𝑇 indica que a matriz deve ser transposta 

 

 Segundo Farfán (2000), a solução deste sistema não é trivial, inclusive para 

casos bastante simples, devido às inequações apresentadas (Eq. 3.2 e Eq. 3.4). No 

entanto este sistema de equações pode ser resolvido utilizando técnicas matemáticas 

no qual, pode-se tratar o sólido que é um meio contínuo, como um meio discretizado 

(MEF) com a finalidade de poder aplicar as soluções numéricas no meio discretizado 

que se aproximem à solução real no meio contínuo. Assim a aproximação do fator de 

colapso melhora conforme a malha utilizada na discretização é refinada, além disso, 

é possível considerar que os elementos são de tensão constante.  
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Na formulação mista fraca a condição de equilíbrio é garantida pelo princípio 

do trabalho virtual. O qual estabelece que, para qualquer pequeno movimento 

cinematicamente admissível, o trabalho das forças externas será igual ao trabalho das 

forças internas. Colocando o Princípio em forma de expressão variacional na análise 

limite, ele pode ser representado por:  

∫(𝛿𝜀𝑇 . 𝜎)𝑑𝛺

𝛺

= ∫(𝛿𝑢𝑇 . 𝑓)𝑑𝛺 + ∫(𝛿𝑢𝑇 . 𝑡)𝑑𝛤𝑡
𝛤𝑡𝛺

 Eq. 3.5 

(Trabalho interno)  (Trabalho externo)  

A partir do princípio dos trabalhos virtuais se deriva o princípio das potências 

virtuais, substituindo o campo deformações virtuais (𝛿𝜀) e o campo de deslocamentos 

virtuais (𝛿𝑢) por um campo de taxas de deformação (𝛿𝜀̇) e de velocidade (𝛿𝑢̇) virtuais. 

Ou seja: 

∫(𝛿𝜀̇𝑇 . 𝜎)𝑑𝛺

𝛺

= ∫(𝛿𝑢̇𝑇 . 𝑓)𝑑𝛺

𝛺

+ ∫(𝛿𝑢̇𝑇 . 𝑡)𝑑𝛤𝑡
𝛤𝑡

 Eq. 3.6 

Ao se discretizar o domínio em elementos finitos, tanto as velocidades, 𝑢̇, 

quanto às tensões, 𝜎, no elemento são aproximadas por interpolação dos valores 

nodais 𝑢̂ e 𝜎̂. Visto que a taxa de deformação, 𝜀̇, é uma derivada das velocidades, ela 

também pode ser interpolada através dos valores nodais da velocidade. Então 

aplicando se a Eq. 3.6 num elemento (MEF) e considerando que existe uma matriz de 

interpolação, 𝐻𝑢 , que relaciona os campos de velocidades com os campos de 

velocidades nodais, uma matriz que relaciona o campo de velocidade de deformação 

com o campo de velocidades nodais, conhecida como matriz de compatibilidade 

cinemática (𝐵𝑢), e uma matriz de interpolação (𝐻𝜎) que relaciona o campo de tensões 

com o campo de tensões nodais, desse modo tem se, para cada elemento finito: 

 

𝛿𝑢̇ =  𝐻𝑢 ∙ 𝛿𝑢̂ 

𝛿𝜀̇ =  𝐵𝑢 ∙ 𝛿𝑢̂ 

𝜎 = 𝐻𝜎 ∙ 𝜎̂ 

Eq. 3.7 

Onde: 

𝑢̂ : Campo de Velocidades Nodais; 

𝜎  : Campo de Tensões; 

𝜎̂  : Campo de Tensões Nodais; 

𝜀̇  : Campo de velocidade de deformação; 

𝐻𝑢  : Matriz de interpolação de velocidades; 
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𝐻𝜎  : Matriz de interpolação de tensões; 

𝐵𝑢  : Matriz de compatibilidade cinemática; 

E substituindo as equações Eq. 3.7 na Eq. 3.6, teremos: 

∫[(𝐵𝑢 ∙ 𝛿𝑢̂)
𝑇 . 𝐻𝜎 ∙ 𝜎̂]𝑑𝛺

𝛺

= ∫[(𝐻𝑢 ∙ 𝛿𝑢̂)
𝑇 . 𝑓]𝑑𝛺 + ∫[(𝐻𝑢 ∙ 𝛿𝑢̂)

𝑇. 𝑡]𝑑𝛤𝑡
𝛤𝑡𝛺

 Eq. 3.8 

Como os deslocamentos virtuais, 𝛿𝑢̂, são arbitrários diferentes de zero, pode- 

se simplificar: 

∫(𝐵𝑢
𝑇 . 𝐻𝜎) ∙ 𝜎̂ 𝑑𝛺

𝛺

= ∫(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑓) 𝑑𝛺 + ∫(𝐻𝑢

𝑇 . 𝑡)𝑑𝛤𝑡
𝛤𝑡𝛺

 Eq. 3.9 

3.1.1. COMPORTAMENTO E DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL DOS ELEMENTOS 

É preciso indicar que são frequentemente mais utilizadas nas formulações da 

analise limite duas formas de aproximação do campo das tensões dos elementos 

(FERREIRA, 2008). No primeiro caso, denominado interpolação bilinear-bilinear, é 

considerado que a matriz de interpolação de velocidades é igual a matriz de 

interpolação de tensões (𝐻𝜎  =  𝐻𝑢). Isto quer dizer que as tensões dos elementos são 

interpoladas com a mesma função isoparamétrica bilinear das velocidades. No 

segundo caso denominado interpolação constante-bilinear, a matriz de interpolação 

das tensões, 𝐻𝜎 , é formada por submatrizes unitárias constantes e a matriz de 

interpolação das velocidades, 𝐻𝑢 , é formada por funções bilineares, este tipo de 

elemento também é conhecido como elemento de tensão constante (𝜎 →  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒).  

No presente trabalho será empregada a análise constante-bilinear que 

referência a discretização das tensões como as mesmas em todos os nós, ou seja, 

em todo o elemento ( 𝜎̂ =  𝜎 ). Assim sendo a matriz de interpolação, 𝐻𝜎 ,  para o 

elemento de tensão constante é igual à matriz identidade 𝐼. Neste caso a equação de 

equilíbrio global do sistema (Eq. 3.9) toma da seguinte forma: 

(∫ 𝐵𝑢
𝑇𝑑𝛺

𝛺

) ∙ 𝜎 =  ∫(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑓) 𝑑𝛺 + ∫(𝐻𝑢

𝑇 . 𝑡)𝑑𝛤𝑡
𝛤𝑡𝛺

 Eq. 3.10 

 

Finalmente pode-se apresentar também a equação de equilíbrio numa forma 

compacta: 
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 [𝐺] ∙ 𝜎 =  {𝑝} Eq. 3.11 

Onde: 𝐺 é interpretado como a matriz de equilíbrio global do sistema e 𝑝 é 

Tensor de forças totais (externas e internas). Que, consequentemente, são tidos 

como: 

 [𝐺] =  ∫(𝐵𝑢
𝑇 . ) 𝑑𝛺

𝛺

, Eq. 3.12 

  {𝑝} = [∫(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑓) 𝑑𝛺

𝛺

+ ∫(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑡)𝑑𝛤𝑡

𝛤𝑡

] Eq. 3.13 

 

Além disso, neste trabalho serão empregados elementos isoparamétricos 

quadrilaterais de quatro nós (Q4) em duas dimensões na discretização espacial na 

discretização do meio. O qual é mostrado no plano paramétrico na Figura 3.1. As 

variáveis de interesse e as propriedades do meio são definidas, no interior do 

elemento pela interpolação de seus valores nodais utilizando-se funções 

preestabelecidas chamadas funções de base ou de interpolação (ℎ𝑖).  

 

Figura 3.1. Elemento finito Q4 em 2D. 

ℎ𝑖 = 
1

4
(1 + 𝑟𝑖𝑟)(1 + 𝑠𝑖𝑠) Eq. 3.14 

 

Onde (𝑟, 𝑠) são as coordenadas locais do elemento, com origem no centro do 

elemento, e (𝑟𝑖, 𝑠𝑖) são coordenadas paramétricas. As funções de interpolação usadas 

para aproximar as velocidades no domínio são funções lineares e estão apresentadas, 

em coordenadas locais na Tabela 3.1. 
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Tabela 3.1. Coordenadas para o elemento quadrilateral de quatro nós da Figura 3.1. 

Nós do elemento 
Coordenadas paramétricas 

Funções de interpolação 
𝒓𝒊 𝒔𝒊 

1 1 1 ℎ1 = (1 −  𝑟)(1 −  𝑠) 4⁄  

2 -1 1 ℎ2 = (1 +  𝑟)(1 −  𝑠) 4⁄  

3 -1 -1 ℎ3 = (1 +  𝑟)(1 +  𝑠) 4⁄  

4 1 -1 ℎ4 = (1 −  𝑟)(1 +  𝑠) 4⁄  

 

As equações para a matriz de equilíbrio, 𝐺, e para o tensor de forças totais, 𝑝, 

referente à estrutura global (Eq. 3.12 e Eq. 3.13, respectivamente), podem ser obtidas 

como indicado a seguir, onde a matriz e o vetor para cada elemento passam a ser 

denominados e 𝐺𝑒 e 𝑝𝑒: 

[𝐺] =  ∑[𝐺𝑒]

𝑒

 =  ∑ ∫[(𝐵𝑢
𝑒)𝑇 𝑑𝛺𝑒]

𝛺𝑒𝑒

 

{𝑝} =  ∑{𝑝𝑒}

𝑒

 =  ∑[ ∫(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑓𝑒) 𝑑𝛺𝑒

𝛺𝑒

] +∑[ ∫(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑡𝑒)𝑑𝛤𝑡

𝑒

𝛤𝑡
𝑒

]

𝑒𝑒

 

Eq. 3.15 

 

 

Eq. 3.16 

Onde: 𝛺𝑒 representa o domínio elementar; 𝛤𝑡
𝑒 a superfície elementar; e ∑𝑒  

a montagem da matriz ou vetor global. Fazendo o uso da integração numérica de 

acordo com o tipo de elemento empregado, a matriz 𝐺𝑒  e o vetor 𝑝𝑒  podem ser 

reescritos da seguinte forma: 

[𝐺𝑒]  =  ∑[∬(𝐵𝑢
𝑒)𝑇 ∙ |𝐽𝑒| 𝑑𝑟 𝑑𝑠]

𝑒

 

𝑝𝑒  =  ∑[∬(𝐻𝑢
𝑇 . 𝑓𝑒) ∙ |𝐽𝑒| 𝑑𝑟 𝑑𝑠] +∑[∬(𝐻𝑢

𝑇 . 𝑡𝑒) ∙ |𝐽𝑒| 𝑑𝑟 𝑑𝑠]

𝑒𝑒

 

Eq. 3.17 

 

Eq. 3.18 

Onde: 𝐽𝑒 é a Matriz Jacobiana do elemento ‘𝑒’; 𝑓𝑒: o vetor de forças de corpo 

no elemento e 𝑡𝑒 o vetor de forças na superfície do elemento. 

Já a matriz de compatibilidade cinemática, que relaciona a tensão-deformação 

do meio, é definida para o caso bidimensional como gradiente das funções de 

interpolação, assim para um elemento (𝑒): 

  𝐵𝑢
𝑒
3×(2.𝑛𝑛)

= 𝛻𝑢 . 𝐻𝑢 Eq. 3.19 

Onde: 𝑛𝑛 é número de nós (para o elemento Q4, 𝑛𝑛 =  4). No entanto, para 

se calcular este gradiente, é preciso da matriz jacobina, 𝐽𝑒. Esse processo transforma 

as derivadas de uma função qualquer em relação às coordenadas locais, 𝑟 , em 

derivadas em relação às coordenadas globais, 𝑥: 
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𝜕

𝜕𝑟
=  𝐽𝑒

𝜕

𝜕𝑥
 Eq. 3.20 

Para isso é preciso ter funções de forma, funções que são utilizadas para 

transformar as coordenadas locais em globais e vice-versa. As funções de forma 

escolhidas são as mesmas que as funções de interpolação lineares da Tabela 3.1: 

 𝛻𝑢 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

3𝑥2

 𝐻𝑢 = [
ℎ1 0
0 ℎ1

ℎ2 0
0 ℎ2

ℎ3 0
0 ℎ3

ℎ4 0
0 ℎ4

]
2𝑥8

 Eq. 3.21 

3.1.2. PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

i. A FUNÇÃO OBJETIVO 

Como visto anteriormente, o Método de Análise Limite tem como objetivo 

encontrar a carga de colapso de uma estrutura. Assim define-se o conceito do fator 

de colapso, um escalar multiplicador da carga aplicada, que será majorado para 

encontrar os limites de ruptura da estrutura.  

Por exemplo, para averiguar a estabilidade de taludes a carga a ser 

maximizada seria a força do corpo, ou seja, simplesmente o peso do talude (Figura 

3.2.a). Já no exemplo de fundações rasas é considerado um sistema virtual unitário 

de cargas aplicadas na superfície do terreno, buscando-se a carga máxima de suporte 

(Figura 3.2.b). 

 

Figura 3.2. Esforços em a) Taludes; b) Fundações rasas; c) Dutos enterrados. 

No estudo de caso desta pesquisa o objetivo é descobrir a carga máxima de 

arrancamento de dutos enterrados, assim o fator de colapso é multiplicado por uma 

força virtual unitária de superfície aplicada no duto (Figura 3.2.c). O equilíbrio no 

domínio é garantido pelo princípio da taxa de trabalho virtual, ou princípio da potência 
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virtual. A expressão, na Eq. 3.11 é obtida ao se igualar a potência interna a potência 

interna. Assim as forças de no domínio, 𝑓 , que são o peso próprio do material 

permanecem constantes enquanto um vetor de esforços no contorno, 𝑡, é multiplicado 

pelo fator de colapso, 𝜆. Então o vetor de cargas, 𝑝, referente à estrutura global é 

subdividido numa parte constante, 𝑝𝑐, e outra variável, 𝑝𝑣; 

 𝑝 = 𝑝𝑐 + 𝜆 ∙ 𝑝𝑣 Eq. 3.22 

Onde, para o caso de dutos: 

 𝑝𝑣 = ∫ (𝐻𝑢
𝑇 . 𝑓) 𝑑𝛺

𝛺
 , 𝑝𝑐 = ∫ (𝐻𝑢

𝑇 . 𝑡)𝑑𝛤𝑡𝛤𝑡
 Eq. 3.23 

Em todo caso a função objetivo a ser maximizada nada mais é do que o 

próprio fator de colapso, 𝜆, de maneira a que o campo de tensões seja estaticamente 

admissível: 

 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟: 𝜆 Eq. 3.24 

ii. AS VARIÁVEIS DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

As variáveis do problema (ou de projeto) são o fator de colapso e os campos 

de tensões para cada ponto em que ela precisa ser conhecida. Como vimos 

anteriormente, as tensões no elemento são consideradas constantes e é empregada 

uma malha de elementos finitos onde se supõe um estado plano de tensões (𝜎𝑧 =

 0,  𝜏𝑦𝑧 =  𝜏𝑧𝑦 = 0,  𝜏𝑥𝑧 =  𝜏𝑧𝑥 = 0 𝑒 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜎𝑥𝑦 ). Assim o tensor de tensões 

assume a forma de um campo de tensões bidimensional. Portanto para cada elemento 

há apenas um campo de tensões correspondente composto por três componentes 

independentes (𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑥𝑦 ). Assim se ‘𝑛𝑒 ’ for o número total de elementos no 

domínio, o vetor de variáveis de tensões, 𝜎, será um vetor de dimensão (3𝑛𝑒) × 1. A 

representação do campo de tensões total do problema é expressa vetorialmente em 

função do campo de tensões elementar (Eq. 2.22) como: 

𝜎 =  

{
 
 

 
 
𝜎𝑒∙1
𝜎𝑒∙2
𝜎𝑒∙3
⋮

𝜎𝑒∙𝑛𝑒}
 
 

 
 

(3.𝑛𝑒)×1

∴ Para um elemento 𝑖: 𝜎𝑒∙𝑖 = {

𝜎𝑥𝑥∙𝑖
𝜎𝑦𝑦∙𝑖
𝜎𝑥𝑦∙𝑖

},  Eq. 3.25 

iii. MONTAGEM DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

As seções anteriores desenvolveram todas os tópicos necessários ao 

entendimento de um problema de otimização específico para averiguar a estabilidade 
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de dutos enterrados segundo o teorema da análise limite na formulação mista fraca. 

Neste item, a função objetivo, as restrições de igualdade e as de desigualdades serão 

colocadas de maneira a ordenar o problema que se propõe resolver, levando em conta 

os conhecimentos prévios.  

O problema é tido como de otimização não linear convencional, no qual as 

variáveis são as tensões, 𝜎, e o fator de colapso, 𝜆. A função objetivo as restrições de 

igualdade (Regidas pela equação de equilíbrio Eq. 3.11) são lineares e as restrições 

de desigualdades são não lineares e serão aqui representadas por 𝐹(𝜎)𝑀𝐶 (O critério 

de ruptura de Mohr-Coulomb, como descrito na Eq. 2.24). Portanto, o problema é 

escrito da seguinte forma: 

Maximizar: 𝜆 

Sujeito à: 

𝐺 ∙ 𝜎 =  𝑝𝑐 + 𝜆 ∙ 𝑝𝑣
𝐹(𝜎𝑖)𝑀𝐶 ≤  0, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑒

 

Eq. 3.26 

 

Onde: 𝑛𝑒 é o número de elementos do domínio; e o campo de tensões em 

cada elemento deve atender ao critério de ruptura, visto que se considera a tensão 

constante no elemento. 

3.1.3. CONDIÇÕES DE CONTORNO 

Para que a solução forme um sistema de equações, precisam ser fornecidas 

também as condições de contorno para a solução do problema. As condições de 

contorno impostas para o estudo foram de velocidades nulas prescritas nas fronteiras, 

para tal devem ser especificados os nós e as direções em que essas condições serão 

aplicadas. Consequentemente, é necessário eliminar, tanto na matriz de equilíbrio 

global, 𝐺, quanto no Tensor de forças totais, 𝑝, as linhas associadas aos graus de 

liberdade restritos. Isso é necessário para garantir a eliminação dos movimentos 

rígidos 
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Figura 3.3. Condições de contorno aplicadas ao problema 

Outra observação a ser feita é que as fronteiras do sistema adotado devem 

estar afastadas numa distância o suficiente do duto de forma que o mecanismo de 

ruptura e as tensões efetivas da zona de deformação não sejam afetados. Por outro 

lado, afastar demais essas fronteiras pode levar a gerar um número maior, e 

desnecessário, de equações o que tornaria a fase de processamento mais lento. Um 

dos modelos adotados para a simulação pode ser visto na Figura 3.3, as dimensões 

adotadas em cada caso foram baseadas na observação de resultados experimentais.  

3.2. MECANISMO DE COLAPSO 

O problema de análise limite pela formulação mista tem como variáveis as 

componentes das tensões para cada elemento e o fator de colapso. No entanto, é 

possível obter as velocidades nodais, resolvendo-se o problema dual, ou ainda, 

solucionando as equações de condição de otimalidade (Ver seção 2.2.5. ). O 

mecanismo de colapso fica evidente ao se imprimir essas velocidades na geometria 

do problema. 

Portanto, para cada nó da malha de elementos finitos existem dois graus de 

liberdade (caso bidimensional), considerando ‘𝑛𝑛 ’ é o número total de nós num 

elemento, 𝑢𝑥∙𝑖 e 𝑢𝑦∙𝑖, representam respectivamente os deslocamentos possíveis para 

as direções 𝑥 e 𝑦, para o nó 𝑖 do elemento. Por exemplo, para o elemento Q4 (Figura 

3.4), 𝑛𝑛 =  4, tem se o campo de tensões (Eq. 2.22) e um campo de velocidades 

nodais: 
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Figura 3.4. Representação da discretização das 

velocidades e da tensão num elemento i (Q4). 

Para um elemento 𝑖:  

𝑢𝑖̂ = 

{
 
 
 

 
 
 
𝑢𝑥∙1
𝑢𝑦∙1
𝑢𝑥∙2
𝑢𝑦∙2
𝑢𝑥∙3
𝑢𝑦∙3
𝑢𝑥∙4
𝑢𝑦∙4}

 
 
 

 
 
 

8×1

 
Eq. 3.27 

 

É importante ressaltar que apesar do mecanismo de colapso ser identificado 

através da impressão das velocidades no domínio, o valor dessas velocidades não é 

representativo (CAMARGO, 2015). Muitos artigos apresentam o mecanismo de 

colapso ou através apenas da malha deformada ou ainda plotando as velocidades 

como vetores ou ainda em escala de cores, porém sem legendas, de forma qualitativa. 

Dessa maneira, evita-se a estipulação de unidades para esta grandeza. A Figura 3.5 

apresenta um exemplo de um mecanismo de colapso de um talude simulado pela 

representação dos campos de velocidades obtidos através do resultado da aplicação 

do método da análise limite.  

 

Figura 3.5. Mecanismo de colapso de um talude (CAMARGO, 2015). 

3.3. FERRAMENTAS UTILIZADAS 

Neste trabalho foram utilizadas as implementações elaboradas por Farfán 

(2000) numa ferramenta para resolução de problemas geotécnicos, denotado por 

LIMAG (LIMit Analysis for Geotechnics) que em conjunto com o otimizador MINOS 

(MURTAGH e SAUNDERS, 1998), representa a etapa de processamento. Assim, 

inserindo a parte de matricial linear da análise limite com suas restrições no otimizador 

de forma hábil é possível a obtenção dos campos de tensões, campos de 

deformações, deslocamentos e de velocidades. 
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O princípio básico do LIMAG é utilizar a malha de elementos finitos e as 

condições de contorno para montar a matriz de equilíbrio global do sistema e os 

tensores de forças totais (externas e internas), ou seja a parte linear do problema. Sua 

implementação original foi realizada focando três meios contínuos: Cosserat 

bidimensional (LIMAG/COS-2D), e o convencional bi e tridimensional (LIMAG-2D e 

LIMAG-3D, respectivamente). Onde a solução do problema aplicando a programação 

não linear, pois para o emprego da ALN foram empregadas as funções de escoamento 

de Mohr-Coulomb.  

A Tabela 3.2 apresenta um resumo da estrutura da ferramenta utilizada na 

presente pesquisa, o LIMAG-2D. 

Tabela 3.2. Programas para a montagem e solução do problema de otimização não-linear (PNL) considerando o 

contínuo convencional (FARFÁN, 2000) 

Nome do programa implementado: LIMAG-2D 

Linguagem Fortran 90 

Tipo de elementos T3, Q4, T6 e Q8 

Funções de interpolação 𝐻𝜎 - 𝐻𝑢 Constante-Bilinear e Bilinear-Bilinear 

Funções de escoamento Mohr-Coulomb, Hoek-Brown e Drucker-Prager 

Pré-processador / Pós-processador MTOOL / MVIEW 

Algoritmos de otimização Pontos interiores e Han-Powell 

Otimizadores LINGO, MINOS, LANCELOT 

 

O MINOS é um programa de otimização para resolver problemas lineares e 

não lineares utilizando o algoritmo de pontos interiores. Segundo Pachás (2009), esta 

ferramenta apresenta entre as dificuldades de sua aplicação a quantidade de 

parâmetros, 94 no total. O usuário precisa controlar, uso de arquivo no formato MPS 

(Mathematical Programming System) para a entrada de dados das restrições lineares 

e um arquivo com formato SPECS (Specification) para especificar a dimensão das 

matrizes.  

Para a etapa de pré-processamento foi utilizado um programa comercial de 

elementos finitos, ABAQUS (SIMULIA, 2012). Onde todas as discretizações dos 

exemplos simulados foram elementos quadrilaterais de quatro nós (Q4). 

E finalmente o pós-processamento é realizado no ParaView (SQUILLACOTE, 

2008), que é uma ferramenta de visualização de dados de código aberto e 

multiplataforma. 
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As implementações realizadas na presente pesquisa consistiram na 

adaptação das ferramentas de otimização aos recursos disponíveis, as ferramentas 

de pré-processamento e pós-processamento, criando executáveis para sistematizar a 

leitura e processamento dos dados. Estas implementações foram realizadas com 

FORTRAN 90, por ser uma linguagem focada projetada para processar números com 

grande velocidade e precisão, sendo até hoje uma das aplicações favoritas para 

análises científicas estatísticas. 
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CAPÍTULO 4.  RESULTADOS E DISCUSSÃO. 

Este capítulo apresenta os resultados encontrados e suas análises em relação 

a aplicação da análise limite numérica para predição do fator de resistência ao 

arrancamento de dutos enterrados em areias com distintos parâmetros de resistência 

e ainda distintos fatores de profundidade. 

Para a validação das implementações realizadas em trabalhos numéricos, 

geralmente, é realizada a comparação de resultados com base nas análises da teoria 

analítica ou ainda com outras técnicas publicados na literatura. Dessa forma, é 

possível comparar e avaliar os resultados obtidos, mesmo que o método da avaliação 

da estabilidade desses trabalhos não seja o mesmo aos empregados na presente 

pesquisa. 

 A primeira seção trata de como é realizada a estimativa do fator de colapso 

para solos granulares. Em seguida é apresentada uma análise dos resultados obtidos 

com análise limite numérica e ainda a comparação destes com alguns dos métodos 

numéricos citados na revisão bibliográfica. Na sequência foram apresentados os 

resultados da simulação numérica de modelos experimentais de Santiago (2010) que 

fez seus ensaios em escala reduzida utilizando uma centrifuga geotécnica.  

4.1. ESTIMATIVAS DO FATOR DE COLAPSO PARA SOLOS NÃO COESIVOS 

As considerações da ALN são que a análise mecânica para o solo é definida 

como elasto-plástica com critério de ruptura tipo Mohr-Coulomb. O modelo adotado 

leva em consideração apenas os parâmetros plásticos de resistência, coeficiente de 

atrito interno entre as partículas (𝜑) e coesão (𝑐), ou seja, os parâmetros elásticos do 

material não são relevantes (Ver Seção 2.2.1. i. ). Além disso, os carregamentos 

aplicados aos modelos estão apenas na direção vertical, peso próprio do solo e 

direção da carga de arrancamento, sendo desprezado o peso do duto devido a 

questões de segurança (conforme explicado na Seção 2.1.2. ). Os resultados da ALN 

são obtidos em função de um fator de colapso, 𝜆, do modelo simulado. 

As análises comparativas foram realizadas sob uma base de dados de solos 

granulares, onde se considera a coesão nula. Por questões práticas admitiu-se a 

simetria do problema. 
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A geometria, a malha e as condições de contorno do modelo adotado nas 

simulações está apresentado na Figura 4.1. Destaca-se que no contorno e se impõe 

velocidades nulas na direção perpendicular à superfícies laterais e no fundo nas duas 

direções do problema, x e y, assumindo a condição de deformação plana. 

 

 

Figura 4.1. Modelo do duto enterrado a) Geometria adotada; b) e Malha de elementos finitos e condições de contorno 

das simulações. 

Foi constatado, durante as simulações que para solos não coesivos, como as 

areias, o otimizador não convergia, acusando um erro por inconsistência matemática. 

Para contornar este problema foi empregada uma estimativa do fator de colapso 

através de regressão linear onde, para um solo com os mesmos ângulos de atrito e 

peso específico, foram calculados com coesão diferente de zero. 

Os resultados para uma dessas estimativas estão apresentados na Figura 4.2 

e na Tabela 4.1. Estes dados foram obtidos com 40 simulações que são as 

combinações de quatro fatores de profundidade (H/D = 2, 4, 6 e 8) e de dez valores 

estimados para a coesão (c = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5 e 5.0 kPa) para 

um solo com peso específico igual a 13,4kN/m³ e ângulo do coeficiente de atrito de 

28°. 
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Tabela 4.1. Fator de colapso obtidos nas simulações numéricas (kN/m). 

H/D 
Coesão, c (kPa) 

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 

2 7.4 7.9 8.5 9.0 9.5 10.1 10.6 11.1 11.7 12.2 

4 22.7 23.7 24.8 25.8 26.9 27.9 28.9 29.9 30.9 32.0 

6 44.9 46.5 48.1 49.5 51.1 52.6 54.1 55.7 57.2 58.7 

8 74.1 76.1 78.1 80.0 82.0 83.9 85.8 87.8 89.7 91.6 

 

 

Figura 4.2. Estimativa do fator de colapso para solos granulares (coesão nula) - Solo com peso específico de 13.4 e 

coeficiente de atrito = 28°. 

Além do gráfico com as curvas dos fatores de colapso estimados, na Figura 

4.2 também estão plotadas as curvas de regressão linear desses dados e também 

suas equações e R² (Quadrado do coeficiente de correlação do momento de produto 

Pearson). Analisando esses dados é possível afirmar que a regressão linear é uma 

curva satisfatória para predição das coesões, assumindo que para areia empregada 

o fator de colapso será a constante desta reta.  

Para as análises apresentadas neste capítulo o fator de resistência ao 

arrancamento foi estimado a partir da regressão linear do fator de colapso com três 

y = 1,07x + 6,86
R² = 1,00

y = 2,06x + 21,67
R² = 1,00

y = 3,04x + 43,45
R² = 1,00
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R² = 1,00
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pontos (coesão fictícia diferente de zero), o que demostrou-se uma solução 

satisfatórias conforme será visto nas análises a seguir. 

4.2. SIMULAÇÃO COMPARATIVA COM OUTROS MÉTODOS NUMÉRICOS 

EXISTENTES 

A resistência à elevação é um dos fatores cruciais no dimensionamento de 

dutos e existem numerosos métodos aproximados ou semi-empíricos propostos para 

estimar a carga máxima de resistência ao arrancamento em areias. Nesta seção serão 

apresentados os resultados relativos a uma análise comparativa entre os resultados 

obtidos com a Análise Limite Numérica (ANL) e os métodos de Matyas e Davis (1983), 

Murray e Geddes (1989), White, Cheuk e Bolton (2008), Ng e Springman (1994) e 

Merifield e Sloan (2006), cujos resultados serão apresentados de forma adimensional, 

considerando o fator de profundidade (H/D) e o fator de resistência ao arrancamento 

(𝑁𝛾). 

Para o desenvolvimento dessa seção foram analisadas 25 situações 

diferentes, onde modelos simulados dos dutos enterrados foram executados com 

cinco areias com características distintas e ainda em cinco profundidades (H = 0,5m, 

1m, 2m 3m e 4m) correspondendo ao fator de enterramento, 𝐻/𝐷, de 1, 2 , 4 , 6 e 8, 

respectivamente.  

4.2.1. MODELO EXPERIMENTAL 

As propriedades do solo necessárias nas simulações da ALN são o coeficiente 

de atrito e peso específico do solo e a coesão. As areias com diferentes densidades 

relativas foram simuladas segundo as propriedades encontradas em Marangon 

(2006). Além disso, foi utilizado o procedimento de Bolton (1986) no qual o ângulo de 

dilatância é deduzido em função da densidade relativa (Figura 4.3), sendo estes 

utilizados somente no método de White, Cheuk e Bolton (2008). Estas propriedades 

estão resumidas na Tabela 4.2. 
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Tabela 4.2. Propriedades do material. 

Característica 

Compacidade da Areia 

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta 
Muito 

compacta 

Densidade Relativa, DR 5% 15% 35% 60% 90% 

Coeficiente de atrito, 𝜑 28° 30° 33° 38° 41° 

Peso específico (kN/m³) 13.4 15.6 18.8 19.6 22.0 

Ângulo de dilatância 0° 1,25° 10° 22,5° 25° 

 

 

Figura 4.3. Relação entre a densidade relativa e o ângulo de dilatância máximo, Bolton (1986). 

4.2.2. ANÁLISE DOS DADOS OBTIDOS COM O MÉTODO DA ANÁLISE LIMITE 

Após a montagem da matriz de compatibilidade do problema, os resultados 

são adquiridos rapidamente através da otimização do problema. Tem-se como 

resultado o fator de colapso e o campo de velocidades. Devido a consideração da 

simetria do problema a relação entre o fator de colapso, 𝜆, obtido e a resistência ao 

arrancamento, 𝑃 em kN/m, é linear 𝑃 = 2𝜆. Lembrando que o fator de resistência ao 

arrancamento do duto, 𝑁𝛾, é dado por 𝑁𝛾 = 𝑃/(𝛾 ∙ 𝐻 ∙ 𝐷).  

Enquanto que o campo de velocidades plotado na geometria do modelo tem 

uma interpretação qualitativa, sendo aceito como o mecanismo de colapso do 

problema. 
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Assim sendo, a resistência ao arrancamento obtidas pela formulação mista da 

ALN estão apresentados na Tabela 4.3, e a Tabela 4.4 apresenta os mesmos dados, 

porém considerando o formato normalizado da resistência ao arrancamento (Eq. 2.7) 

para as diversas configurações que são combinações entre cinco fatores de 

profundidade do duto e as cinco areias descritas anteriormente. 

Tabela 4.3. Resistência ao arrancamento, P em kN/m, obtidos com a ALN 

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

1 4.39 5.29 6.73 7.69 9.52 

2 13.70 16.68 21.50 25.18 31.30 

4 43.29 53.36 70.09 84.11 106.12 

6 86.87 107.99 141.38 171.57 218.22 

8 144.47 179.48 237.02 281.42 356.53 

 

Tabela 4.4. Fatores de resistência ao arrancamento, 𝑵𝜸, obtidos com a ALN.  

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

1 1.31 1.36 1.43 1.57 1.68 

2 2.04 2.14 2.29 2.57 2.76 

4 3.23 3.42 3.73 4.29 4.67 

6 4.32 4.61 5.01 5.84 6.41 

8 5.39 5.75 6.30 7.18 7.85 

 

A análise da variação destes parâmetros para essas diversas configurações 

de fator de profundidade e das propriedades das areias podem ser vistas graficamente 

nas Figura 4.4 e Figura 4.5, para resistência ao arrancamento (P), e nas Figura 4.6 e 

Figura 4.7 para o fator de resistência (𝑁𝛾). 
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Figura 4.4. Variação da resistência ao arrancamento de 

dutos de acordo com o fator de profundidade. 

 

 

Figura 4.5. Variação da resistência ao arrancamento de 

dutos de acordo com a das propriedades das areias. 

 

Figura 4.6. Variação do fator de resistência ao 

arrancamento de dutos de acordo com o fator de 

profundidade. 

 

Figura 4.7. Variação do fator de resistência ao 

arrancamento de dutos de acordo com a das 

propriedades das areias. 
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Os resultados apresentados nas Figura 4.4 e Figura 4.6 mostram um aumento 

significativo da resistência e também do fator de resistência com o fator de 

profundidade. A profundidade de enterramento da estrutura é, segundo o referencial 

teórico, um dos fatores mais relevante na estabilidade de dutos e ancoras. 

Analisando os gráficos das Figura 4.5 e Figura 4.7 é possível notar que há 

ainda um acréscimo de resistência conforme a variação das propriedades do material. 

Este ocorre conforme aumento da densidade relativa, e consequentemente do peso 

específico e do coeficiente de atrito das areais, que geram um aumento do estado de 

confinamento da estrutura enterrada.  

Além disso, no gráfico da Figura 4.5 ocorre um aumento significativo na 

inclinação das curvas conforme cresce o fator de profundidade, esse resultado sugere 

que para areias mais densas ocorre um ganho de resistência maior com o aumento 

da profundidade da instalação que em areais fofas. Na Figura 4.7 este efeito pode ser 

confirmado, pois é notável que nas curvas do fator de resistência ocorra uma mudança 

de percurso após os fatores de profundidade 1 e 2, onde ocorre uma aumento na 

inclinação para os fatores de profundidade 4, 6 e 8. 

Com o campo de velocidades plotado na geometria do problema a superfície 

de ruptura fica claramente definida. As representações dos campos de velocidades 

obtidos nas simulações estão apresentadas a seguir nas Figura 4.8, Figura 4.9 e na 

Figura 4.10.  

A Figura 4.8 apresenta os campos de velocidades para as cinco areias 

simuladas com o fator de profundidade igual a 1. É possível notar que apesar do 

aumento no fator de resistência, observado anteriormente, as superfícies de ruptura 

ainda são bem semelhantes quando comparadas entres as areias com diferentes 

densidades relativas. 
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Figura 4.8. Campos de velocidades observados para as diferentes areias com o fator de profundidade (H/D) igual a 1. 

A Figura 4.9 apresenta os campos de velocidades para as cinco areias 

simuladas com o fator de profundidade igual a 2. Nesta figura já é possível observar 

uma sutil diferença entre a formação dos campos de velocidade. Onde as areias de 1 

a 5 representam um aumento crescente da densidade relativa, a superfície de ruptura 

aparece gradualmente uma maior inclinação em relação a vertical.  
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Figura 4.9. Campos de velocidades observados para as diferentes areias com o fator de profundidade (H/D) igual a 2. 

A Figura 4.10 apresenta os campos de velocidades para três areias simuladas 

em três fatores de profundidade: 4, 6 e 8. Os resultados para as demais combinações 

apresentaram aspectos semelhantes.  

Ao observar estes campos de velocidades a maior inclinação da superfície de 

ruptura já se torna evidente. Além disso, agora podemos observar que ocorre um 

aumento desta inclinação tanto com o acréscimo no fator de profundidade quanto 

também pela influência das propriedades do material do maciço (quando o material 

se torna mais denso). Destacando-se ainda que os dutos enterrados mais próximos a 
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superfície do terreno possuem superfícies de ruptura que se a assemelham mais da 

ruptura linear vertical. 

 

Figura 4.10. Campos de velocidades observados para três areias distintas nos fatores de profundidade (H/D) iguais a 

4, 6 e 8. 

Em todas as situações apresentadas a superfície de ruptura, representada 

pela observação dos campos de velocidade, exibiram uma inclinação com relação a 
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vertical, confirmando o que havia sido observado no estudo de Walters e Thomas 

(1982).  

4.2.3. ANÁLISE COMPARATIVA COM OUTRAS METODOLOGIAS 

Os resultados desta seção sobre a resistência ao arrancamento serão 

apresentados no formato adimensional, conforme sugeriu a Eq. 2.7 de Ng e 

Springman (1994).  

Na análise comparativa será apresentado, além dos fatores de resistência, 

um valor desvio (𝑑). Porém, diferentemente do desvio padrão onde é calculada a 

dispersão em relação à média, neste caso o desvio será uma medida do grau de 

dispersão dos valores em relação ao valor encontrado pelo método da análise limite, 

conforme mostra a formulação da Eq. 4.1: 

 𝑑 =  √
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖,𝐴𝐿𝑁)

2𝑛
𝑖=1

𝑛 − 1
 

Eq. 4.1 

Onde: 𝑛 corresponde ao número de dados, nesse caso o número fatores de 

profundidade simulado para cada tipo de solo; 𝑥𝑖  o fator de resistência ao 

arrancamento encontrado com o método usado na comparação; e 𝑥𝑖,𝐴𝐿𝑁 o fator de 

resistência ao arrancamento encontrando com o método da análise limite numérica. 

Para curvas semelhantes o valor deste desvio tende a se aproximar de zero. 

i. MATYAS E DAVIS (1983) 

A solução do equilíbrio limite de Matyas e Davis (1983) prevê uma superfície 

de cisalhamento vertical. Os fatores de resistência ao arrancamento (𝑁𝛾) para dutos 

enterrados foram calculados segundo a formulação apresentada na Eq. 2.17 e estão 

apresentados na Tabela 4.5. 

Na Figura 4.11, onde são apresentados graficamente os resultados obtidos 

com a metodologia de Matyas e Davis (1983) juntamente com os obtidos com a ALN, 

é possível observar certa discrepância entre os resultados obtidos, diferença essa que 

pode ser confirmada também analisando os valores apresentados para o desvio 

relativo (Tabela 4.5).  
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Tabela 4.5. Fatores de resistência ao arrancamento, 𝑵𝜸, obtidos com a formulação de Matyas e Davis (1983). 

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

1 2.08 2.34 2.41 3.89 4.79 

2 3.75 4.27 4.40 7.37 9.17 

4 6.79 7.83 8.10 14.04 17.64 

6 9.77 11.33 11.73 20.64 26.05 

8 12.73 14.81 15.34 27.23 34.44 

𝒅 4.99 6.16 6.15 13.64 18.11 

 

 

Figura 4.11. Comparação da resistência ao arrancamento normalizada para dutos enterrados em areias obtidas com a 

ALN e com base no método do equilíbrio Limite de Matyas e Davis (1987). 

Como pode ser analisado na Figura 4.11, os fatores de resistência de Matyas 

e Davis se encontram superestimados em relação aos apresentados pela análise 

limite, com os desvios relativos variando em cerca de 5 a 18. Resultados bem 

conservadores, no entanto a favor da segurança. 

Claramente as implicações implícitas em sua formulação relativas ao tipo de 

superfície de ruptura e ao coeficiente de empuxo passivo levam a uma estimativa bem 

elevada quanto ao fator de resistência ao arrancamento do duto. 
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ii. MURRAY E GEDDES (1989) 

A solução do equilíbrio limite apresentada por Murray e Geddes (1989) para 

dutos enterrados em materiais granulares foi calculada segundo a Eq. 2.18. Estes 

autores apresentaram uma abordagem considerando o desenvolvimento de 

superfícies de ruptura curvas para ancoragens de comprimento infinito e pressupõe 

superfícies cisalhantes fazendo um ângulo de 0 a  𝜑 com a vertical, sendo o valor 

médio recomendado. Estes resultados estão apresentados na Tabela 4.6. 

Tabela 4.6. Fatores de resistência ao arrancamento, 𝑵𝜸, obtidos com a formulação de Murray e Geddes (1989). 

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

1 0.97 1.00 1.04 1.11 1.14 

2 1.54 1.59 1.67 1.80 1.88 

4 2.37 2.47 2.63 2.89 3.05 

6 3.13 3.29 3.53 3.92 4.16 

8 3.88 4.09 4.41 4.93 5.25 

𝒅 1.10 1.21 1.37 1.69 1.97 

 

Na Figura 4.12 estão apresentados graficamente os resultados obtidos com a 

metodologia de Murray e Geddes (1989) em conjunto os resultados obtidos com a 

ALN. 

Neste caso o método do equilíbrio limite apresentou resultados inferiores aos 

obtidos pela abordagem mista da ALN. Para todas as areias simuladas as curvas de 

resistência normalizada com a teoria da plasticidade apresentou valores maiores que 

as curvas calculadas pela formulação defendida por Murray e Geddes (1989), com o 

desvio relativo de variando entre 1,1 e 2,0. Isso leva a acreditar que os esta solução 

apresenta resultados pouco conservadores. Situação que corrobora com o que foi 

previsto na Figura 2.9 por White, Cheuk e Bolton (2008). 
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Figura 4.12. Comparação da resistência ao arrancamento normalizada para dutos enterrados em areias obtidas com a 

ALN e com base no método do equilíbrio Limite de Murray e Geddes (1989). 

iii. WHITE, CHEUK E BOLTON (2008) 

A solução deste problema pelo Método do Equilíbrio Limite apresentada por 

White, Cheuk e Bolton (2008) foi calculada segundo a Eq. 2.19. Onde a resistência ao 

levantamento é igual ao peso de solo levantado adicionado a resistência de duas 

superfícies inclinadas. Nesta solução são consideradas três variáveis independentes 

relacionadas ao solo: o ângulo de dilatância (𝜓), o coeficiente de atrito de pico (𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜) 

e a densidade do solo (𝛾). Estes resultados estão apresentados na Tabela 4.7.  

Tabela 4.7. Fatores de resistência ao arrancamento, 𝑵𝜸, obtidos com a formulação de White, Cheuk e Bolton (2008). 

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

1 0.89 0.91 1.01 1.20 1.26 

2 1.37 1.40 1.60 1.98 2.11 

4 2.03 2.10 2.50 3.26 3.51 

6 2.63 2.73 3.33 4.46 4.85 

8 3.21 3.35 4.15 5.66 6.17 

𝒅 1.56 1.72 1.55 1.20 1.34 
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A Figura 4.13 apresentada graficamente os resultados obtidos com a 

metodologia de White, Cheuk e Bolton (2008) de forma comparativa com os obtidos 

pela teoria da plasticidade.  

 

Figura 4.13. Comparação da resistência ao arrancamento normalizada para dutos enterrados em areias obtidas com a 

ALN e com base no método do equilíbrio Limite de White, Cheuk e Bolton (2008). 

Em todos os testes as curvas obtidas pela com a ALN apresentaram valores 

mais elevados que as de White, Cheuk e Bolton (2008), com desvio relativo variando 

entre 1,3 e 1,7. No entanto isso já era esperado, uma vez que o trabalho desses 

autores já havia relatado tal fato, conforme apresento na Figura 2.9, onde foi previsto 

que os resultados pelo limite superior da teoria da plasticidade apresentam resultados 

mais conservadores que os obtidos com o método do equilíbrio limite. 

iv. NG E SPRINGMAN (1994) 

No modelo descrito por Ng e Springman (1994), a resistência ao levantamento 

normalizada é calculada utilizando a formulação da Eq. 2.16, que foi estimada a partir 

de ensaios em modelos reduzidos. Neste modelo as superfícies de cisalhamento são 

inclinadas de um ângulo (𝜃 =  𝜑) na direção do movimento do duto. Esse resultado 

condiz com uma das preposições da teoria da plasticidade que assume a normalidade 

do sistema. 
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A Tabela 4.8 apresenta o resultado da aplicação desta formulação para os 

modelos simulados.  

Tabela 4.8. Fatores de resistência ao arrancamento, 𝑵𝜸, obtidos com a formulação de Ng e Springman (1994). 

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

1 1.53 1.58 1.65 1.78 1.87 

2 2.06 2.15 2.30 2.56 2.74 

4 3.13 3.31 3.60 4.13 4.48 

6 4.19 4.46 4.90 5.69 6.22 

8 5.25 5.62 6.20 7.25 7.95 

𝒅 0.15 0.16 0.15 0.16 0.18 

 

A apresentação gráfica da análise comparativa entre os resultados obtidos 

com a formulação de Ng e Springman (1994) e os obtidos na presente pesquisa se 

encontra na Figura 4.14. 

 

Figura 4.14. Comparação da resistência ao arrancamento normalizada para dutos enterrados em areias obtidas com a 

ALN e com base no Método do Equilíbrio Limite de Ng e Springman (1994). 
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As curvas que apresentadas mostram que o modelo adotado por Ng e 

Springman (1994) são semelhantes aos resultados obtidos com os da Analise limite 

pela formulação mista, onde o desvio relativo não passou de 0,2. 

v. MERIFIELD E SLOAN (2006)  

Merifield e Sloan (2006) apresentaram em seu trabalho os resultados obtidos 

para com a análise limite pela formulação forte dos teoremas do Limite Superior e do 

Limite Inferior para ancoragens instaladas na vertical e na horizontal.  

Esta análise comparativa foi realizada observando os gráficos de Merifield e 

Sloan (2006), apresentados na Figura 2.15.a. Neste gráfico foram apresentadas as 

estimativas do fator de resistência de ancoragens horizontais enterradas em solo 

granular. Para comparar estes resultados com os de dutos enterrados foi empregada 

a mesma estimativa assumida nos métodos numéricos existentes, que relacionam a 

estimativa da resistência duto/ancoragem com o acréscimo de uma parcela em suas 

formulações, que corresponde a retirada do peso referente à área ocupada pelo duto: 

−𝜋𝐷/8𝐻. Estes resultados estão apresentados na Tabela 4.9. 

Tabela 4.9. Fatores de resistência ao arrancamento, 𝑵𝜸, obtidos com a leitura dos gráficos de Merifield e Sloan (2006). 

𝐇
𝐃⁄  

Areia 1 Areia 2 Areia 3 Areia 4 Areia 5 

Muito fofa Fofa Média Compacta Muito compacta 

Lim. Inf. Lim. Sup. Lim. Inf. Lim. Sup. Lim. Inf. Lim. Sup. Lim. Inf. Lim. Sup. Lim. Inf. Lim. Sup. 

1 1.08 1.18 1.19 1.32 1.19 1.32 1.30 1.48 1.45 1.70 

2 1.75 1.81 1.97 2.09 1.97 2.09 2.20 2.36 2.48 2.66 

4 2.80 2.89 3.25 3.33 3.25 3.33 3.73 3.83 4.29 4.56 

6 3.79 3.89 4.44 4.65 4.44 4.65 5.17 5.53 5.99 6.42 

8 4.74 4.78 5.65 5.92 5.65 5.92 6.60 6.99 7.70 8.10 

𝒅 0.51 0.43 0.18 0.10 0.54 0.35 0.57 0.31 0.34 0.15 

 

A apresentação gráfica da análise comparativa entre os resultados de 

Merifield e Sloan (2006) e os obtidos na presente pesquisa foram divididos nas Figura 

4.15 e Figura 4.16 para melhor observação das curvas. Na Figura 4.15 estão 

apresentadas as curvas correspondentes as areias 1, 3 e 5, enquanto a Figura 4.16 

apresenta os resultados para as areias 2 e 4. 



75 
 

 

 

Figura 4.15. Comparação da resistência ao arrancamento normalizada para dutos enterrados em areias 1, 3 e 5, 

obtidas com a ALN e com base em resultados do limite superior e inferior de Merifield e Sloan (2006) 

 

Figura 4.16. Comparação da resistência ao arrancamento normalizada para dutos enterrados em areias 2 e 4, obtidas 

com a ALN e com base em resultados do limite superior e inferior de Merifield e Sloan (2006). 

Esta análise comparativa demonstrou que os resultados são coerentes, pois 

foram obtidos curvas muito semelhantes entre os dados da formulação fraca da 

análise limite (presente pesquisa) aos encontrados pelos autores Merifield e Sloan 
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(2006), onde o desvio relativo entre as curvas apresentaram valores menores que 0,6, 

conforme pôde ser observado na Tabela 4.9.  

4.3. SIMULAÇÃO NUMÉRICA DE UM MODELO EXPERIMENTAL EM CENTRÍFUGA 

Neste tópico toda menção ao modelo experimental faz referência ao trabalho 

de Santiago (2010). Este autor realizou ensaios para avaliar o comportamento de 

dutos enterrados, com o objetivo de propor um novo sistema de ancoragem com 

geogrelhas com o objetivo de aumentar a resistência à movimentos ascendentes que 

possam comprometer sua funcionalidade. Para obter a resistência à elevação, os 

dutos foram arrancados medindo a força necessária e seu deslocamento. 

Em cada voo da centrífuga foram realizados duas simulações 

simultaneamente para efeito de comparação. A Figura 4.17 apresenta o esquema 

ilustrativo da caixa de testes que mostra o posicionamento dos dutos que foram 

ensaiados em dupla, sendo um desses dutos ancorado e outro simplesmente 

enterrado. 

 

Figura 4.17. Esquema ilustrativo do ensaio em modelo reduzido (a) Posicionamento da caixa teste na bancada da 

centrífuga e (b) Montagem do modelo (SANTIAGO, 2010) 

O autor adotou uma medição da profundidade a partir do topo do duto, esta 

será representada nesse trabalho como 𝐻∗. A Figura 4.18 apresenta uma ampliação 

de cada esquema com os dutos para melhor visualização.  
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Figura 4.18. Geometria da simulação (a) Duto enterrado e (b) Duto enterrado com ancoragem. 

Os ensaios foram realizados em modelos reduzidos onde os dutos rígidos 

foram representados por tarugos de alumínio aeronáutico com diâmetro, 𝐷, de 5 cm e 

comprimento, 𝐿, de 20 cm e peso de 1096,38 gramas.  

Foram testados dezoito arranjos distintos, que foram combinações entre três 

profundidades diferentes, três modelos de instalação dos dutos e duas areias com 

diferentes densidades (23% e 70%). No total a combinação dessas configurações 

conduziu a 24 testes de arrancamento. Estas configurações estão resumidas nos 

quadros das Tabela 4.10 e Tabela 4.11 que agrupando os dados dos dutos com e 

sem ancoragem respectivamente. 

Tabela 4.10. Geometria de ensaios com ancoragem. 

Ensaio H* H (m) B (m) Dr 

P1 3D 4D 3D 70% 

P2 3D 4D 2D 70% 

P5 3D 4D 3D 23% 

P6 3D 4D 2D 23% 

P9 1,5D 2,5D 3D 70% 

P10 1,5D 2,5D 2D 70% 

P13 1,5D 2,5D 3D 23% 

P14 1,5D 2,5D 2D 23% 

P17 0,5D 1,5D 3D 70% 

P18 0,5D 1,5D 2D 70% 

P21 0,5D 1,5D 3D 23% 

P22 0,5D 1,5D 2D 23% 

 

Tabela 4.11. Geometria de ensaios sem ancoragem. 

Ensaio H* H Dr 

P3 3D 3,5D 70% 

P4 3D 3,5D 70% 

P7 3D 3,5D 23% 

P8 3D 3,5D 23% 

P11 1,5D 2D 70% 

P12 1,5D 2D 70% 

P15 1,5D 2D 23% 

P16 1,5D 2D 23% 

P19 0,5D 1D 70% 

P20 0,5D 1D 70% 

P23 0,5D 1D 23% 

P24 0,5D 1D 23% 
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4.3.1. MODELO EXPERIMENTAL E O FATOR DE ESCALA 

A modelagem física simula um evento real em condições controladas, partindo 

do princípio de que é possível prever o desempenho de um deles quando se conhece 

o comportamento o outro. Sendo geralmente realizado o ensaio de laboratório em 

modelo experimental reduzido em relação ao protótipo real os eventos no protótipo e 

no modelo devem ser semelhantes. Esta semelhança deve seguir leis de escala 

apropriadas. 

Especificamente nos modelos acelerados em centrífuga e, portanto, 

submetidos a um campo inercial de aceleração radial, a gravidade é aumentada N 

vezes em relação à gravidade terrestre (g-level em inglês). No trabalho em questão 

esse aumento foi de dez vezes a gravidade terrestre. Para interpretar os resultados 

de um modelo experimental de uma simulação em centrifuga para um protótipo real é 

necessário aplicar então os fatores de escala. As principais relações de escala estão 

apresentadas na Tabela 4.12.  

Tabela 4.12. Leis de semelhança protótipo-modelo na modelagem centrífuga (SANTIAGO, 2010). 

Parâmetro 
Relação de Escala 

Modelo experimental/ Protótipo real 

Gravidade N 

Comprimento 1/N 

Densidade 1 

Massa 1/N³ 

Tensão 1 

Deformação 1 

Força 1/N² 

Tempo (difusão) 1/N² 

 

Os ensaios de Santiago (2010) foram simulados de acordo com a lei das 

semelhanças para atender as características em valores para o protótipo real. A força 

da gravidade terrestre (g-level) foi aumentada em dez vezes na simulação de todas 

as análises (N = 10). Os dados inseridos no LIMAG (a geometria, as propriedades do 

solo e os resultados dos ensaios) de acordo com os fatores de escala e demais 

implicações, ou seja, de acordo com a lei das semelhanças, serão explanados a 

seguir. 
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i. GEOMETRIA DO MODELO 

De acordo com a Tabela 4.12 a relação de escala métrica para ensaios com 

gravidade ampliada é de 1/N, considerando que o g-level utilizado no ensaio foi de 

dez vezes a gravidade da Terra (𝑁 = 10). Consequentemente o protótipo real deve ter 

seus comprimentos ampliados em dez vezes em relação ao modelo experimental. 

Assim a escala utilizada no modelo em relação ao protótipo foi de 1:10. 

Assim, como todos os vinte quatro testes foram realizados com um duto com 

diâmetro de 5 cm, o diâmetro considerado na simulação numérica foi de 50 cm e seu 

comprimento deve ser considerado como de 200 cm (ou 2 m). As demais dimensões 

como profundidade de instalação e largura da ancoragem se encontram no quadros a 

seguir agrupados em ensaios com ancoragem (Tabela 4.13) e sem ancoragem 

(Tabela 4.14).  

Tabela 4.13. Geometria de ensaios com ancoragem. 

Ensaio H* (m) H (m) B (m) Dr 

P1 1,5 2,00 1,50 70% 

P2 1,5 2,00 1,00 70% 

P5 1,5 2,00 1,50 23% 

P6 1,5 2,00 1,00 23% 

P9 0,75 1,25 1,50 70% 

P10 0,75 1,25 1,00 70% 

P13 0,75 1,25 1,50 23% 

P14 0,75 1,25 1,00 23% 

P17 0,25 0,75 1,50 70% 

P18 0,25 0,75 1,00 70% 

P21 0,25 0,75 1,50 23% 

P22 0,25 0,75 1,00 23% 

 

Tabela 4.14. Geometria de ensaios sem ancoragem. 

Ensaio H* (m) H (m) Dr 

P3 1,5 1,75 70% 

P4 1,5 1,75 70% 

P7 1,5 1,75 23% 

P8 1,5 1,75 23% 

P11 0,75 1,00 70% 

P12 0,75 1,00 70% 

P15 0,75 1,00 23% 

P16 0,75 1,00 23% 

P19 0,25 0,50 70% 

P20 0,25 0,50 70% 

P23 0,25 0,50 23% 

P24 0,25 0,50 23% 

 

Onde: H* é a espessura da camada de reaterro; H a profundidade da estrutura; B a largura da ancoragem; e 

Dr é a densidade relativa do solo empregado. 

 

Como nos modelos simulados no tópico anterior, foi assumida a simetria no 

problema na simulação numérica, sendo analisada apenas metade do problema. 

Devido a consideração da simetria do problema a relação entre o fator de colapso, 𝜆, 

obtido e a resistência ao arrancamento, 𝑃, é linear 𝑃 = 2𝜆. A Figura 4.20 apresenta o 
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modelo adotado e a geometria e as condições de contorno do modelo para o duto 

enterrado sem ancoragem. Cabe ressaltar também que apenas o as propriedades do 

maciço foram inclusas na modelagem numérica, sendo definida apenas a geometria 

e condições de contorno de um duto com comportamento rígido. 

 

Figura 4.19.Modelo adotado e a Geometria e condições de contorno simulada para o modelo do duto enterrado. 

A Figura 4.20 apresenta a malha da simulação do duto enterrado sem 

ancoragem com uma camada de aterro, 𝐻∗, de 1,5m. As demais simulações foram 

realizadas com malhas semelhantes, onde há um refinamento crescente, sendo mais 

refinada na região do duto.  

 

Figura 4.20. Malha de elementos finitos do duto enterrado sem ancoragem (H* = 1,5D). 

A simetria no problema também foi assumida na simulação numérica do duto 

enterrado com geogrelha. Na simulação deste modelo a geometria do duto não foi 

definida, assim como o modelo encontrado na literatura, apenas a ancoragem rígida 

é definida. Além disso, a bibliografia também recomenda que seja descontado o peso 
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referente a área de solo ocupada pelo duto. Assim a relação entre o fator de colapso 

𝜆, obtido e a resistência ao arrancamento do duto ancorado, 𝑃, será dada por 𝑃 =

2𝜆 −  𝜋𝐷² ∙ 𝛾/4, onde 𝛾 é o peso específico da areia. A Figura 4.22 apresenta o modelo 

adotado na geometria e as condições de contorno do modelo para o duto ancorado. 

A carga foi distribuída nos da malha de elementos finitos. 

 

Figura 4.21. Modelo adotado e Geometria e condições de contorno simulada para o modelo do duto ancorado. 

A Figura 4.22 apresenta a malha correspondendo à simulação com uma 

camada de aterro, 𝐻∗, de 1,5m. As demais profundidades de instalação do duto foram 

simuladas com malhas semelhantes, onde há um refinamento crescente, sendo mais 

refinada na região da ancoragem.  

 

Figura 4.22. Malha de elementos finitos do duto enterrado com ancoragem (H* = 3D e B = 2D).  
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Conforme se caracteriza como o comportamento de base rígida, foi definido 

um modelo com a distribuição de tensões não uniforme ao longo da ancoragem (Ver 

Figura 2.11.b). 

Na simulação foram adotadas malhas de elementos bidimensionais 

retangulares (bilineares) de quatro nós. O carregamento foi definido como uma carga 

unitária distribuída atuando na face externa superior do duto. 

ii. RESISTÊNCIA AO ARRANCAMENTO 

Santiago (2010) apresentou seus resultados em função da resistência de pico 

medida, 𝐹∗, que foi descrita como a força de levantamento descontando o peso do 

equipamento do içamento da estrutura e o peso do duto. De acordo com a o fator de 

escala de força apresentado na Tabela 4.12, quando interpretados para o protótipo 

real as forças obtidas no ensaio devem ser aumentadas em cem vezes em relação ao 

modelo experimental.  

Outro fator a ser observado na leitura dos dados é a interpretação da condição 

bidimensional que é assumida na simulação numérica. Assim o valor estimado da 

resistência ao arrancamento se apresenta como um valor unitário (𝑷 - em kN/m), 

calculado de acordo com a seguinte equação: 

 𝑷 =
𝑭∗

𝑳
  Eq. 4.2 

Como visto anteriormente o comprimento, 𝐿, correspondente do protótipo é de 

2m. Os quadros apresentados nas Tabela 4.15 e Tabela 4.16 apresentam os 

resultados obtidos por Santiago (2010) já convertidos para o modelo experimental. 
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Tabela 4.15. Resistência ao arrancamento obtidas nos 

ensaios com ancoragem. 

Ensaio H (m) 𝑷 (kN/m) 𝑵𝜸 

P1 2,00 55.33 5.05 

P2 2,00 51.31 4.69 

P5 2,00 34.76 3.46 

P6 2,00 34.29 3.41 

P9 1,25 19.88 3.63 

P10 1,25 17.94 3.28 

P13 1,25 18.37 3.66 

P14 1,25 15.60 3.10 

P17 0,75 13.68 7.49 

P18 0,75 11.93 6.54 

P21 0,75 12.01 7.17 

P22 0,75 9.74 5.81 

 

Tabela 4.16. Resistência ao arrancamento obtidas nos 

ensaios sem ancoragem. 

Ensaio H (m) 𝑷 (kN/m) 𝑵𝜸 

P3 1,75 44.15 4.03 

P4 1,75 44.60 4.07 

P7 1,75 31.37 3.12 

P8 1,75 27.58 2.74 

P11 1,00 15.91 2.91 

P12 1,00 13.93 2.54 

P15 1,00 11.19 2.23 

P16 1,00 9.93 1.98 

P19 0,50 8.77 4.81 

P20 0,50 9.70 5.31 

P23 0,50 6.14 3.66 

P24 0,50 5.90 3.52 

 

iii. PROPRIEDADES DO MATERIAL 

As propriedades do maciço necessárias para a simulação numérica são o 

peso específico do material (𝛾), coesão (𝑐) e coeficiente de atrito (𝜑).  De acordo com 

Tabela 4.12 estas propriedades permanecem as mesmas para o modelo e para 

protótipo. A Tabela 4.17 apresenta estas propriedades das areias utilizadas nos 

ensaios de Santiago (2010).  

Tabela 4.17. Propriedades dos solos aplicados na ALN. 

Propriedades Areia fofa (Dr = 23%) Areia densa (Dr = 70%) 

Coesão 0 kPa 0 kPa 

Coeficiente de atrito (pico) 36° 38° 

Peso específico (𝛾) 13,4 kN/m³ 14,6 kN/m³ 

 

Ao se realizar as primeiras simulações observou a necessidade de se 

empregar um processo de retroanálise. Essa processo se deu em cima do modelo do 

duto sem ancoragem devido ao bom desempenho dos resultados apresentados na 

seção anterior. Foram simulados os arrancamentos dos dutos variando o coeficiente 

de atrito das areias. Os quadros das Tabela 4.18 e Tabela 4.19 apresentam os 
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resultados da retroanálise, assim como o cálculo do desvio em relação a resistência 

ao arrancamento média dos protótipos experimentais. 

Tabela 4.18. Análise comparativa da resistência ao arrancamento obtidas experimentalmente e numericamente com a 

variação do coeficiente de atrito para a areia fofa (Dr = 23%). 

Ensaio H (m) 
Resistência ao arrancamento, P (kN/m) 

Experimental 5º 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 

P23/P24 0,50 5.90 6.10 2.04 2.79 3.13 3.46 3.83 4.21 4.67 5.30 

P15/P16 1.00 9.90 11.20 5.51 8.10 9.43 10.72 12.10 13.80 15.66 18.21 

P7/P8 1,75 27.60 31.40 9.68 18.20 22.22 26.25 30.43 35.00 40.26 46.44 

𝒅 14.73 8.48 5.59 2.92 2.00 4.69 8.48 13.16 

 

Tabela 4.19 Análise comparativa da resistência ao arrancamento obtidas experimentalmente e numericamente com a 

variação do coeficiente de atrito para a areia densa (Dr = 70%). 

Ensaio H (m) 
Resistência ao arrancamento, P (kN/m) 

Experimental 5º 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 

P19/P20 0,50 8.80 9.70 2.25 3.04 3.42 3.78 4.17 4.56 5.08 5.79 

P11/P12 1.00 13.90 15.90 5.99 8.80 10.25 11.73 13.24 14.87 17.10 19.45 

P3/P4 1,75 44.60 44.10 11.21 19.79 24.18 28.55 33.24 38.19 43.67 50.45 

𝒅 24.76 18.42 15.20 12.03 8.72 5.47 3.37 5.91 

 

Com o auxílio do desvio relativo aos resultados do protótipo foram escolhidos 

dois desses coeficientes de atrito, adotando um limite superior e inferior para alcançar 

uma faixa de valores mais concisos. Assim para a areia fofa (Dr = 23%) adotou-se a 

simulação com os coeficientes de atrito de 20° e 25°, enquanto para a areia densa (Dr 

= 70%) foram escolhidos os coeficientes de atrito de 30° e 35°, pois foram as 

estimativas que apresentaram menores desvios relativos. 

Foram apresentadas duas curvas para cada análise comparativa. A curva 

denominada como ALN:R1 corresponde a retroanálise das simulações segundo o 

método da análise limite com os coeficientes de atrito de 20° e 30°, para o solo fofo e 

denso, respectivamente. Enquanto a curva denominada ALN:R2 corresponde 

retroanálise das simulações segundo o método da análise limite com os coeficientes 

de atrito de e 25° para o solo fofo, e de 35° para o solo denso. 
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As propriedades do geotêxtil aplicado não foram reveladas no decorrer do 

trabalho de Santiago (2010). Em relação ao geotêxtil foi empregada apenas a 

consideração um comportamento rígido, também se considera a estrutura 

duto/ancoragem se movimenta monoliticamente, ou seja, perfeitamente fixos um ao 

outro. 

4.3.2. ANÁLISE COMPARATIVA COM O MÉTODO EXPERIMENTAL 

A seguir serão apresentados os resultados e discussões das simulações 

numéricas relativos aos modelos reduzidos de dutos enterrados simulados com 

gravidade aumentada por Santiago (2010). 

i. DUTO SEM ANCORAGEM. 

A Tabela 4.20 apresenta os resultados das simulações referentes ao duto 

instalado sem ancoragem. Segundo o modelo adotado nas simulações do modelo 

reduzido foram apresentados dois resultados para os dutos enterrados sem 

ancoragem.  

Em experimentos temos que nos contentar muitas vezes com um número 

limitado, algumas vezes até restrito de medidas. Neste contexto, devemos considerar 

também a faixa dos valores efetivos possíveis. Ressalta-se então a importância dessa 

repetição de ensaios para visualizar que existe uma faixa considerável dos resultados, 

dentre os quais a resistência pode variar. Justamente essa faixa de variação da 

resistência que se buscou alcançar com as retroanálises. 
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Tabela 4.20. Análise comparativa da resistência ao arrancamento (P) entre os ensaios experimentais de Santiago 

(2010) e das simulações numéricas da ALN para os dutos instalados sem ancoragem. 

 Ensaio H*/D 
Resistência ao arrancamento, P (kN/m) 

Santiago (2010) ALN:R1 ALN:R2 

Areia fofa 

P23/P24 1.00 6.14 5.90 3.47 3.82 

P15/P16 2.00 11.19 9.93 10.72 12.01 

P7/P8 3.50 31.37 27.58 26.09 21.32 

Areia densa 

P19/P20 1.00 8.77 9.70 4.55 5.10 

P11/P12 2.00 15.91 13.93 14.82 17.07 

P3/P4 3.50 44.15 44.60 38.14 43.61 

 

A Figura 4.23 apresenta uma comparação gráfica dos resultado obtidos 

experimentalmente com os obtidos com a análise limite para a areia fofa. Esta areia 

foi simulada com a densidade relativa de 23% e coeficiente de atrito de 20º 

(Retroanálise 1 – ALN:R1) e 25° (Retroanálise 1 – ALN:R2) que correspondem às 

simulações P7/P15/P23 e P8/P16/P24. 

 

Figura 4.23. Comparação da resistência ao arrancamento para dutos enterrados em areia fofa obtidas com a ALN e 

experimentalmente por Santiago (2010). 

A análise comparativa entre os resultados experimentais e os da ALN para os 

dutos sem ancoragem em areia densa estão apresentados na Figura 4.24, estes 
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foram simulados com os parâmetros de densidade relativa de 70% e coeficiente de 

atrito de 30º (Retroanálise 1 – ALN:R1) e 35° (Retroanálise 1 – ALN:R2), 

correspondendo as curvas das simulações P3/P11/P19 e P4/P12/P20. 

 

Figura 4.24. Comparação da resistência ao arrancamento para dutos enterrados em areia fofa entre os resultados 

obtidos experimentalmente por Santiago (2010) e com a ALN, 

Os gráficos apresentados nas Figura 4.23 e na Figura 4.24 mostraram que 

ambas as retroanálises apresentaram resultados muito semelhantes aos obtidos 

experimentalmente para as areias fofa e densa. 

A análise do campo de velocidades e da deformada são realizadas de forma 

qualitativa, na Figura 4.25 é possível ver o resultado obtido para o duto enterrado na 

profundidade de 1,5m em areia densa. Sendo interpretada como o mecanismo de 

colapso da estrutura relacionada ao fator de colapso obtido (resultado dual) é possível 

ver que a superfície de ruptura indica que ocorreu uma ruptura inclinada.  
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Figura 4.25. Mecanismo de colapso da simulação do duto enterrado sem ancoragem na profundidade de 1,5m em 

areia densa. a) Campo de velocidades e b) Deformada. 

Essas análises corroboram com a prerrogativa, utilizada por diversos autores, 

de que a superfície de ruptura se aproxima a forma de um trapézio invertido. Este 

formato da superfície de ruptura tem sido a mais empregada a desde o trabalho de 

Murray e Geddes em 1987. Santiago (2010) também observou esta superfície, 

conforme mostra a Figura 4.26.  

 

Figura 4.26. Deslocamento de dutos em areia fofa (SANTIAGO, 2010). 

ii. DUTO COM ANCORAGEM 

Conforme foi dito na seção anterior foram realizadas duas retroanálises. 

Essas retroanálises foram balizadas de acordo com as simulações dos dutos sem 

ancoragem. Foram empregadas as mesmas propriedades nas simulações dos dutos 

com ancoragem, tendo em vista que nos protótipos experimentais foram realizadas 

apresentando mesmas condições para ambas as simulações (com e sem 

ancoragem). 
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Foram testadas duas larguras, 𝐵, para os ensaios com ancoragem conforme 

os modelos adotados por Santiago (2010). Inicialmente são apresentados os 

resultados para o duto ancorado com a largura de duas vezes o diâmetro da instalação 

(B = 1m) e em seguida para o duto enterrado com uma ancoragem de três vezes o 

diâmetro do duto (B = 1,5m).  A Tabela 4.21 apresenta estes resultados referente aos 

dutos instalados com ancoragem com a largura de 1m.  

Tabela 4.21. Análise comparativa da resistência ao arrancamento (P) entre os ensaios experimentais de Santiago 

(2010) e das simulações numéricas da ALN para os dutos instalados com ancoragem de 1m. 

 Ensaio H*/D 

Resistência ao arrancamento, P (kN/m) 

Santiago 

(2010) 
ALN:R1 ALN:R2 

Areia fofa 

B = 1,0m 

P22 0.8 9.74 10.76 11.55 

P14 1.3 15.60 22.82 24.78 

P6 2.0 34.29 45.41 50.31 

Areia densa 

B = 1,0m 

P18 0.8 11.93 13.49 14.51 

P10 1.3 17.94 29.93 32.81 

P2 2.0 51.31 61.21 68.69 

 

A Figura 4.27 apresenta a comparação gráfica entre os resultados 

experimentais e os da ALN para os dutos com ancoragem de 1m de largura em areia 

fofa. Correspondendo às simulações P6/P14/P22, esta areia foi simulada com a 

densidade relativa de 23% e coeficiente de atrito de 20º (Retroanálise 1 – ALN:R1) e 

25° (Retroanálise 1 – ALN:R2). 
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Figura 4.27. Comparação da resistência ao arrancamento para dutos enterrados com ancoragem de 1m de largura em 

areia fofa entre os resultados obtidos experimentalmente por Santiago (2010) e com a ALN, 

A análise comparativa entre os resultados experimentais e os da ALN para os 

dutos com ancoragem de 1m de largura em areia densa estão apresentados na Figura 

4.28, estes foram simulados com os parâmetros de densidade relativa de 70% e 

coeficiente de atrito de 30º (Retroanálise 1 – ALN:R1) e 35° (Retroanálise 1 – ALN:R2), 

correspondendo as curvas das simulações P2/P10/P18. 
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Figura 4.28. Comparação da resistência ao arrancamento para dutos enterrados com ancoragem de 1m de largura em 

areia densa entre os resultados obtidos experimentalmente por Santiago (2010) e com a ALN, 

Nos gráficos apresentados na Figura 4.27 e Figura 4.28 é possível observar 

que a resistência ao arrancamento obtidas através da análise limite obtiveram 

resultados maiores que as obtidas experimentalmente para todas as analises, 

apresentando um desvio relativo maior que a simulação dos dutos sem ancoragem. 

Tanto para a areia densa quanto para a areia fofa apenas para o fator de profundidade 

de 0,5 que as curvas apresentaram resultados próximos, apenas entre 11 e 20% 

maiores que os obtidos experimentalmente.  

A Tabela 4.22 apresenta estes resultados obtidos por Santiago (2010) e pelo 

método da análise limite referente aos dutos instalados com ancoragem com a largura 

de 1,5m nas areias fofa e densa. 
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Tabela 4.22. Análise comparativa da resistência ao arrancamento (P) entre os ensaios experimentais de Santiago 

(2010) e das simulações numéricas da ALN para os dutos instalados com ancoragem de 1,5m 

 Ensaio H/B 

Resistência ao arrancamento, P (kN/m) 

Santiago 

(2010) 
ALN:R1 ALN:R2 

Areia fofa 

B = 1,5m 

P21 0.5 12.01 15.71 15.76 

P13 0.8 18.37 31.03 32.20 

P5 1.3 34.76 58.88 61.32 

Areia densa 

B = 1,5m 

P17 0.5 13.68 18.83 19.78 

P9 0.8 19.88 38.59 41.76 

P1 1.3 55.33 76.71 84.00 

 

A Figura 4.29 apresenta a comparação gráfica entre os resultados 

experimentais e os da ALN para os dutos com ancoragem de 1,5m de largura em areia 

fofa. Correspondendo às simulações P5/P13/P21, esta areia foi simulada com a 

densidade relativa de 23% e coeficiente de atrito de 20º (Retroanálise 1 – ALN:R1) e 

25° (Retroanálise 1 – ALN:R2). 

 

Figura 4.29. Comparação da resistência ao arrancamento para dutos enterrados com ancoragem de 1,5m de largura 

em areia fofa entre os resultados obtidos experimentalmente por Santiago (2010) e com a ALN, 
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A Figura 4.30 apresenta o resultado gráfico dos ensaios P1/P9/P17 que 

correspondem a análise comparativa entre os resultados experimentais e os da ALN 

para os dutos com ancoragem de 1,5m de largura em areia densa. Estas simulações 

numéricas foram realizadas com os parâmetros de densidade relativa de 70% e 

coeficiente de atrito de 30º (Retroanálise 1 – ALN:R1) e 35° (Retroanálise 1 – ALN:R2). 

 

Figura 4.30. Comparação da resistência ao arrancamento para dutos enterrados com ancoragem de 1,5m de largura 

em areia densa entre os resultados obtidos experimentalmente por Santiago (2010) e com a ALN, 

Para o modelo representando o duto enterrado com a ancoragem de largura 

de 1,5m a dispersão em relação aos resultado experimentais foi ainda maior, ainda 

sendo o ponto mais próximo aqueles onde o fator de profundidade foi de 0,5, obtendo 

valores de resistência ao arrancamento entre 30 a 40% maiores que os obtidos 

experimentalmente. Em alguns pontos chegando ao valores 100% maiores, ou seja 

com o dobro do valor experimental, como é o caso do ensaio P9 (Ver Tabela 4.22) 

Acredita-se que esta discrepância maior entre os resultados para o duto 

ancorado ocorre devido ao modelo adotado nas simulações. Neste modelo a 

ancoragem é definida como um comportamento rígido e ainda assume-se que a 

ligação entre duto e geogrelha é perfeita, ou seja, se pressupõe que o conjunto 

duto/ancoragem se movimenta em conjunto sem um deslocamento relativo ou 

deformação da estrutura. 
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Na prática nota-se que antes do colapso pode ocorrer a deformação da 

ancoragem ou ainda a ruptura da ligação duto/ancoragem. Um exemplo dessa 

situação foi descrita num relatório interno de ALLESSI et al (2013). Neste trabalho 

foram realizados com o objetivo de avaliar o uso de geossintéticos para combater os 

efeitos de subpressão em dutos enterrados. Foram realizados em escala real do 

arrancamento de dutos ancorados por um geocomposto. A Figura 4.31 apresenta o 

modelo utilizado em um desses ensaios, onde podem ser observados os 

procedimentos de ancoragem do duto com o geocomposto. 

 

Figura 4.31. Esquema de montagem da simulação em escala real do arrancamento de um duto enterrado com uma 

ancoragem por m de geocomposto: a) Corte do modelo; b) Modelo simulado; c) Detalhe da instalação; d) Foto do duto 

antes da camada de aterro (ALLESSI, ARARUNA e ANDRADE, 2013). 

Foi relatado que ao desmontar o segundo ensaio pode-se observar que o 

geocomposto rasgou nos pontos de ancoragem. Na Figura 4.32 esses rasgos são 

apresentados. 
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Figura 4.32. Fotos pós ensaio de arrancamento; a) Rasgo no geocomposto; b) detalhe do rasgo (ALLESSI, ARARUNA e 

ANDRADE, 2013)  . 

Este fator deve ser levado em consideração, pois, essas deformações vêm 

acompanhadas de uma dissipação de energia, obtendo assim uma menor resistência 

à movimentação na estrutura. Como essa deformação não foi prevista no modelo 

numérico é esperado que se obtenham valores mais elevados de resistência ao 

arrancamento.  

iii. OUTRAS ANÁLISES 

No trabalho de Santiago (2010) foi realizada uma análise comparativa entre 

os valores obtidos para Q*, definida no trabalho como resistência normalizada. Os 

resultados obtidos experimentalmente nos ensaios de Santiago (2010) foram 

comparados aos obtidos com a formulação de White et al. (2008) e ainda aos obtidos 

experimentalmente pelos mesmos autores nos ensaios em uma areia fofa com 𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜 =

36° em areia densa com  𝜑𝑝𝑖𝑐𝑜 = 52°. Também foram plotados os resultados de uma 

modelagem numérica descrita por Borges (2009) em uma areia fofa saturada e numa 

areia fofa seca com 𝜑residual = 31,97°, e ainda numa areia densa seca com 𝜑crit =

36°. A Figura 4.33 estão apresentadas estas curvas para a análise comparativa com 

os resultados da areia fofa (Dr = 23%) e densa (Dr = 70%) do modelo experimental. 

Um valor mais elevado do fator de resistência em areias saturadas é esperado e 

explicado pelo aumento da densidade do material granular (Figura 4.33.a). 

Nestes gráficos é possível observar que para ambas as areias nas maiores 

profundidades (fatores de profundidades 1,5 e 3,0), os valores de Q* obtidos 

experimentalmente se aproximaram aos obtidos pelos outros autores, enquanto que 
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para a profundidade mais rasa o fator de resistência ao arrancamento obtido 

experimentalmente estes valores crescem.  

 

Figura 4.33. Comparação dos resultados de resistência medidos, calculados, de um ensaio descrito em White et al. 

(2008) e uma modelagem numérica descrita em Borges (2009) em (a) areia fofa e (b) densa dos valores (SANTIAGO, 

2010). 



97 
 

 

Os resultados apresentados por Santiago (2010) mostraram o ganho 

significativo na eficiência do uso da geogrelha ancorada a dutos enterrados, 

principalmente em situações de solo fofo para baixas profundidades de instalação dos 

dutos. Foi também constatado pelo autor que os valores obtidos nos ensaios a 10g 

ficaram bem próximos dos valores encontrados na literatura e dos valores calculados 

em soluções de limite de equilíbrio, o que sugere uma coerência na análise dos 

resultados. 

Esse mesmo tipo de análise também foi realizado comparando os resultados 

obtidos experimentalmente por Santiago (2010) e numericamente na presente 

pesquisa. Cabe destacar que nestes gráficos o eixo vertical o a resistência ao 

arrancamento normalizada (𝑁𝛾), que também é apresentada como fator de resistência 

ao arrancamento, enquanto o eixo horizontal aparece com um fator de enterramento 

do duto (H*/D), para que se possa avalia a eficiência do emprego da ancoragem. 

No gráfico da Figura 4.34 estão plotados os resultados referentes aos dutos 

instalados em areia fofa tanto com ancoragem quanto sem ancoragem.  

 

Figura 4.34. Comparação dos resultados obtidos para a areia fofa para os fatores de resistência medidos 

experimentalmente por Santiago (2010) e numericamente com a Análise Limite. 
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A Figura 4.35 apresenta graficamente a mesma análise comparativa, no 

entanto correspondente a areia densa.  

 

Figura 4.35. Comparação dos resultados obtidos para a areia densa para os fatores de resistência medidos 

experimentalmente por Santiago (2010) e numericamente com a Análise Limite. 

Analisando as Figura 4.34 e Figura 4.35 nota-se que os resultados obtidos 

pelo método da análise limite também apresentaram um crescimento nos fatores de 

resistência entre os modelos sem ancoragem e com ancoragem, ressaltando a 

eficiência do método para essa predição.  

Além disso para as maiores profundidades os fatores de resistência obtidos 

com a ALN foram muito próximos aos obtidos experimentalmente, enquanto que para 

a profundidade mais rasa estas curvas se dispersam, apresentando estimativas mais 

baixas que as experimentais. Destaca-se ainda que apesar das curvas da estimativa 

numérica não terem sido coerentes com os resultados experimentais para todos os 

fatores de profundidade, este resultado também foi observado por Santiago (2010), 

conforme foi constatado na Figura 4.33.  
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CAPÍTULO 5.  CONSIDERAÇÕES FINAS 

A resistência à elevação dos dutos enterrados, em virtude da sua importância, 

tem sido estudada largamente por muitos pesquisadores. Contudo, a maioria dos 

mecanismos propostos para combater os efeitos de elevação é baseada 

principalmente em três formas: no aproveitamento da sobrecarga de solo 

(aumentando a profundidade de instalação da estrutura); ou ainda melhorando a sua 

resistência (compactação, aumento da densidade); com uso de materiais com maiores 

densidades, como o aterro de cascalho ou mesmo enrocamento com bermas. Outro 

mecanismos que vem ganhando mais espaço é o uso de ancoragem na estrutura. 

O foco da presente pesquisa foi avaliar principalmente os dois primeiros 

mecanismos citados, a profundidade de instalação e o aumento da densidade do solo 

e também do último mecanismos citado, o uso de ancoragem em dutos enterrados. 

Tendo como objetivo geral a avaliação da eficácia da aplicação Análise Limite 

Numérica (ANL) com uma abordagem mista na predição da resistência ao 

arrancamento de dutos rígidos enterrados em areias e ainda avaliar a superfície de 

ruptura para este fenômeno. Para tal foi verificada a consistência dessa metodologia 

realizando diversas análises comparativas com as referências bibliográficas dos 

métodos de Matyas e Davis (1983), Murray e Geddes (1989), White, Cheuk e Bolton 

(2008), Ng e Springman (1994) e Merifield e Sloan (2006). 

Nesta fase foram analisadas inicialmente a coerência entre os resultados 

obtidos numericamente com o que se era esperado e constatou-se que as predições 

numérica apresentaram resultados muito concisos. Foram simulados 25 

configurações que foram as combinações de areias com cinco densidades relativas 

distintas e ainda cinco fatores de profundidade. Notou-se um aumento da resistência 

ao arrancamento com o aumento do confinamento, tanto alterando a profundidade de 

instalação quanto com a alteração das propriedades das areias (aumento da 

densidade relativa). A profundidade de enterramento da estrutura é, segundo o 

referencial teórico, um dos fatores mais relevante na estabilidade de dutos e ancoras. 

O aumento do fator de profundidade se mostrou ainda mais efetivo para o aumento 

da resistência ao arrancamento de dutos enterrados nas areias mais densas, 

conforme era esperado, pois nestes caos a compacidade do solo é maior. Além disso, 

os mecanismos de colapso observados numericamente estão próximos a um trapézio 

invertido como mostra a literatura. 
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A análise comparativa com os métodos encontrados nas referências 

bibliográficas também apresentaram resultados significativos. O método do equilíbrio 

limite de Matyas e Davis (1983) é um dos mais simples e apresentou resultados mais 

conservadores que os da ALN, o que foi atribuído ao fato da consideração do empuxo 

passivo além das incertezas maiores em relação ao mecanismo na época em que 

este foi proposto. Quando comparadas ao método do equilíbrio limite apresentado por 

Murray e Geddes (1989) os resultados da ALN apresentaram o comportamento 

inverso, exibindo predições inferiores no método do equilíbrio limite em relação aos 

obtidos pela abordagem mista da ALN (desvio relativo variando entre 1,1 e 2,0). Esta 

situação corrobora com o que foi previsto por White, Cheuk e Bolton (2008) – Ver 

Figura 2.9 – que também apresentou uma abordagem considerando o método do 

equilíbrio limite, cujos resultados da aplicação de sua formulação também foram 

inferiores aos obtidos com a ALN, com desvio relativo variando entre 1,3 e 1,7. Já o 

modelo adotado por Ng e Springman (1994) apresentou resultados muito semelhantes 

aos resultados obtidos com os da ALN, onde o desvio relativo não passou de 0,2. 

Essa proximidade deste resultados foi atribuída ao fato dos autores terem baseado 

sua formulação em ensaios controlados com as condições de normalidade, que é uma 

das pressuposições da análise limite. A análise comparativa com os resultados de 

Merifield e Sloan (2006) também demonstrou resultados muito compatíveis, onde o 

desvio relativo entre as curvas apresentaram valores menores que 0,6 – estes autores 

também utilizaram a análise limite em suas predições, porém com a formulação forte. 

A verificação da eficiência do uso de ancoragem para o aumento da 

resistência ao arrancamento em dutos enterrados foi realizada com base nos 

resultados experimentais obtidos no trabalho de Santiago (2010). Este autor realizou 

ensaios com a gravidade aumentada em modelos reduzido numa centrifuga 

geotécnica. As dezoito configurações testadas com dutos sem e com ancoragem para 

três fatores de profundidade foram simuladas numericamente com a análise limite na 

presente pesquisa.  

Nesta segunda fase foi realizada uma retroanálise com base nos resultados 

obtidos experimentalmente para os dutos sem ancoragem para a busca de 

parâmetros. Assim as propriedades estimadas nessa retroanálise foram aplicadas aos 

modelos do duto sem ancoragem e ainda nas configurações com a consideração de 

ancoragem de comportamento rígido instalada junto ao duto.  Conforme relatado 

experimentalmente as predições indicaram para o aumento da resistência crescente 
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entre o duto instalado sem ancoragem e os modelos com ancoragem de 1,0m e 1,5m 

de largura.  

Ainda assim é evidente que ocorreram diferenças significativas principalmente 

entre os resultados numéricos simulando a ancoragem atrelada ao duto. As cargas de 

colapso determinadas numericamente se mostram superiores às experimentais 

principalmente para maiores fatores de profundidade, isto para dutos ancorados. Isto 

pode ser explicado devido à consideração, na modelagem numérica, de 

comportamento completamente rígido da ancoragem e movimentação relativa nula 

entre a estrutura e ancoragem, que é distinto ao comportamento real observado com 

a aplicação de geogrelhas.  

SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

Para este trabalho os resultados apresentados foram satisfatórios. O foco da 

pesquisa foi avaliar interação solo/duto e ainda a instalação de ancoragem para 

predição da resistência destes para evitar o desastre devido ao arrancamento do duto. 

Ressalta-se que não foi parte desta pesquisa estudar os materiais empregados no 

duto ou na geogrelhas e suas propriedades mecânicas, assim mais estudos são 

necessários para que se possa descrever melhor o comportamento e interação 

destes. Apresentamos aqui alguns itens devem complementar o estudo e ficam como 

sugestões para futuras pesquisas: 

 Realizar novos ensaios para estudar a influência de modelos mais 

clássicos de instalação da ancoragem e ainda a influência se seus 

parâmetros no comportamento (rígido/flexível). 

 Realizar novos ensaios para estudar a resistência à elevação de dutos 

flexíveis. 

 Realizar novos ensaios para estudar a resistência à elevação em dutos 

enterrados em areias saturadas ou ainda em solos coesivos. 
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