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RESUMO

O desenvolvimento de uma formulacdo com o Método dos Elementos de Contorno
(MEC) para aplicacdo em analise ndo linear de flexdo de placas considerando a
viscoplasticidade é apresentada neste trabalho. E utilizada a teoria de Reissner, valida
para placas delgadas e espessas. Inicialmente, é apresentada a teoria de flexdo de
placas de Reissner, inclusive com a consideragéo de néo linearidade fisica e, em seguida,
sdo mostradas as equacOes integrais para aplicacdo do Método dos Elementos de
Contorno a placas de Reissner. A teoria basica para consideracéo de viscoplasticidade é
apresentada, bem como os procedimentos para sua utilizacdo com o MEC. Para a
implementacdo numérica, sdo empregados elementos de contorno quadraticos de
geometria linear e células internas constantes, também de geometria linear. A fim de
resolver as equacdes que regem o problema, € utilizado um procedimento incremental,
considerando os critérios de escoamento de von Mises e de Tresca. Para a validacdo da
formulacéo, alguns exemplos sao apresentados e seus resultados sdo comparados com

resultados encontrados na literatura existente.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, teoria de Reissner,

viscoplasticidade, flexado de placas.
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ABSTRACT

The development of a formulation with the Boundary Element Method (BEM) for the
application in nonlinear analysis of plate bending considering the viscoplasticity is
presented in this work. Reissner's theory is used, valid for thin and thick plates. Initially,
Reissner's plate bending theory is presented, including the consideration of physical non-
linearity, and then, the integral equations for applying the Boundary Element Method to
Reissner’s plates are shown. The basic theory for considering viscoplasticity is presented,
as well as the procedures for its use with the BEM. For the numerical implementation,
quadratic boundary elements of linear geometry and constant internal cells, also of linear
geometry, are employed. In order to solve the equations that govern the problem, an
incremental procedure is used, considering von Mises’ and Tresca’s yield criteria. For the
validation of the formulation, some examples are presented and their results are

compared with results found in the existing literature.

Keywords: Boundary element method, Reissner’s theory, viscoplasticity, plate bending.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. Consideracfes gerais

Alguns problemas de Engenharia sdo muito complexos devido a sua geometria ou
a lei constitutiva dos materiais que os compdem e, assim, suas solucfes analiticas
tornam-se, muitas vezes, inviaveis, devendo-se, entdo, fazer uso de métodos numéricos
gue fornecam as solu¢des mais proximas possiveis das exatas.

Dentre os métodos numeéricos existentes, os principais e mais conhecidos sédo: o
Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método
dos Elementos de Contorno (MEC). No MDF, consideram-se aproximac¢des nas
derivadas das equac0Oes diferenciais definidas para o dominio problema. No MEF, séo
consideradas equacdes diferenciais ou integrais escritas para o dominio do problema,
admite-se que o dominio é discretizado em uma malha de elementos e sdo empregadas
fungbes aproximadoras nesses elementos. No MEC, consideram-se equagdes integrais
escritas apenas com integrais de contorno, admite-se que o contorno € discretizado em
elementos e séo consideradas funcdes de aproximacao nesses elementos, embora, em
certos casos, possam ser consideradas também algumas integrais de dominio nas
equacdes integrais do problema e, nesses casos, sao utilizadas células internas no
dominio ou em parte do dominio. Atualmente, outros métodos, que ndo consideram
malhas de elementos, também estdo sendo desenvolvidos.

O MEF e o MEC séo de aplicagcao bastante geral e muito usados atualmente para
resolucdo de problemas em diversas areas, tais como mecanica estrutural, mecanica dos
fluidos, mecéanica dos solos e eletromagnetismo, dentre outras. Além disso, ambos os
métodos sdo adequados a aplicagbes em diversos tipos de problemas, tais como
problemas unidimensionais, bidimensionais, tridimensionais, vigas, placas e cascas e
possibilitam analises elasticas, lineares, ndo lineares, estaticas e dinamicas, mesmo com
geometrias, carregamentos ou condi¢des de contorno com maiores complexidades.

O Método dos Elementos Finitos € muito popular entre 0s engenheiros e possui

maior niumero de programas comerciais a disposi¢cao para sua aplicacdo; porém, em



certas condicbes onde se exige melhor precisdo devido a locais com concentracdo de
tensdes ou em problemas com dominio infinito ou semi-infinito, 0 Método dos Elementos
de Contorno se apresenta como uma melhor alternativa.

A principal caracteristica do MEC € a redugdo da dimensdo do problema. Por
exemplo, em um problema com geometria tridimensional, a discretizacdo sera reduzida
a superficie do problema; em um problema bidimensional, a discretizacdo sera reduzida
a linha de contorno do problema, o que, em geral, conduz a uma economia
computacional.

Para se formular um problema com o Método dos Elementos de Contorno, &
necessario que uma solucao fundamental do problema a ser analisado seja conhecida.
No MEC, todos os valores calculados nos pontos internos, deslocamentos e tensdes ou
esforcos solicitantes, possuem a mesma preciséo, pois as derivadas sdo efetuadas nos
tensores da solugcédo fundamental, ndo acarretando perda de precisdo. Porém, no MEC,
costumam existir integrais singulares nas equacdes, que requerem tratamentos especiais
na sua resolucao.

O estudo do comportamento de placas tem importancia em diversas areas da
Engenharia, tais como civil, mecanica, aeronautica e naval. Em especial, na Engenharia
Civil, o estudo de placas tem importancia, por exemplo, na andlise e dimensionamento
de lajes de edificios, radier, reservatorios, barragens, contengdes e tabuleiros de pontes.

Placas sédo elementos estruturais que possuem uma das trés dimensdes muito
menor do que as demais, com superficies médias planas e submetidos a carregamentos
transversais, podendo também ser carregados paralelamente a superficie média.

Em relagcdo a espessura, as placas podem ser classificadas em finas ou delgadas,
espessas e moderadamente espessas. Ugural (1981), por exemplo, classifica em finas
as placas com relacéo h/l < 1/20 , em que h é a espessura e [ é a menor dimensao do
plano da placa. Ja para Szilard (2004), as placas se classificam de acordo com a relagéo
h/l em: finas quando h/l < 1/10, moderadamente espessas quando 1/10 <h/l < 1/5
e espessas quando h/l > 1/5.

As teorias para analise de placas representam uma aproximacao bidimensional do
problema tridimensional da teoria da elasticidade. As teorias mais conhecidas e mais

utilizadas para analise de flexao placas sao as de Kirchhoff, de Mindlin e de Reissner.



A teoria de Kirchhoff (Kirchhoff, 1850; Timoshenko and Woinowsky-Krieger, 1959)
€ conhecida como teoria classica. Nesta teoria, tem-se uma equacéo diferencial de quarta
ordem, em que podem ser consideradas duas condi¢cdes de contorno por bordo, apesar
de existirem trés condi¢@es fisicas de contorno. Para superar esta dificuldade, Kirchhoff
condensou o esfor¢o cortante e 0 momento torsor em uma unica condi¢cdo de contorno
denominada forca cortante efetiva.

Na teoria de Kirchhoff, considera-se a hip6tese de que segmentos de reta normais
a superficie média, antes da flexdo, permanecem retos e normais a superficie média e
inalterados no comprimento apdés a flexdo. Neste caso, consideram-se nulas as
deformac0es cisalhantes transversais e esta teoria € restrita a placas delgadas.

Ja as teorias de Reissner (Reissner, 1944, 1945 e 1947) e de Mindlin (Mindlin,
1951) sdo bem semelhantes, e conhecidas por vezes como teoria de Reissner- Mindlin.

Tais teorias sdo mais refinadas do que a teoria classica, levando a um sistema de
equacdes diferenciais de sexta ordem em que devem ser satisfeitas trés condi¢des de
contorno por bordo. Nestas teorias, retas normais a superficie média antes da flexdo nédo
permanecem mais normais a essa superficie apds a flexdo e, assim, sdo levados em
consideracdo os efeitos das deformacfes cisalhantes transversais e a influéncia da
espessura da placa nos resultados. Estas teorias possibilitam a analise de placas
delgadas, moderadamente espessas e espessas, sendo consideradas mais gerais. Os
resultados sdo mais exatos do que os da teoria de Kirchhoff especialmente em locais
préximos aos bordos e cantos de placa, assim como proximos de furos da ordem de
grandeza da espessura da placa.

A obtencédo de deslocamentos e esforcos em placas pode ser realizada através de
modelos no regime linear elastico ou em regime néo linear. Pode-se considerar que, para
muitos casos, a analise linear pode ser suficiente para alcancar resultados satisfatorios;
porém, dependendo do problema a ser analisado, pode ser necessario considerar a nao-
linearidade, que pode ser fisica ou geométrica.

Uma estrutura pode apresentar um comportamento nao linear, mesmo que
obedeca a lei de Hooke. E o caso de grandes deslocamentos, que podem trazer como
consequéncia o aparecimento de momentos fletores adicionais, chamados de momentos
de segunda ordem, em virtude da presenca de esforco normal. Esse tipo de néo

linearidade € chamada de néo linearidade geométrica.



A néo linearidade fisica acontece quando o material ndo atende a lei de Hooke,
isto é, ndo se encontra no regime linear elastico, podendo-se ter plasticidade, visco-
plasticidade, fluéncia e outros fendbmenos.

Pela teoria classica da plasticidade, as deformacfes plasticas ndo dependem do
tempo de atuacdo do carregamento; porém, quando se considera a viscoplasticidade,
leva-se em conta o tempo de atuacdo do carregamento. Em um modelo no qual se
considera a viscoplasticidade, é possivel avaliar a evolucdo de tensdes e deformacdes,
desde o inicio do carregamento até a carga que provoca a ruptura da estrutura. Além
disso, 0 modelo viscoplastico se apresenta como uma forma alternativa de se obter
resultados para o modelo elastoplastico, através de um processo incremental de cargas.

A utilizacdo do MEC para analise de problemas considerando a plasticidade foi
iniciada por Swedlow e Cruse (1971), para problemas tridimensionais, mas ainda sem
resultados numeéricos. Seguiram-se os trabalhos de Mendelson (1973) e Ricardella
(1973), que apresentaram dificuldades na obtencdo das equacdes para célculo das
tensdes em pontos internos de forma apropriada, relacionadas aos termos livres gerados
pela derivacdo das equacoOes integrais de deslocamentos. No trabalho de Bui (1978),
estes termos livres foram considerados pela primeira vez. Destacam-se os trabalhos de
Telles e Brebbia (1979;1982) e Telles (1983), que apresentaram formulacdes e
procedimentos para o MEC aplicados a analise de problemas bi e tridimensionais com
varios tipos de ndo lineariadade fisica, tais como: elastoplasticidade, fluéncia e
viscoplasticidade.

Inserido no contexto apresentado, o presente trabalho aborda a resolucdo do
problema de flexdo de placas com teoria de Reissner pelo Método dos Elementos de
Contorno e com a consideracéo da viscoplasticidade.

As equacdes constitutivas sao desenvolvidas com base no modelo
elasto/viscoplastico de Perzyna (1966) e nos mesmos procedimentos adotados por Telles
e Brebbia (1982) e Telles (1983) para os casos bi e tridimensionais. Para a resolu¢ao do
problema viscoplastico pelo MEC, é utilizado um método de passo simples de Euler, com
uma técnica de momentos iniciais e empregando os critérios de escoamento de von

Mises e de Tresca. Estes critérios sdo adequados ao caso de metais.



1.2. Analise de flexdo de placas utilizando o MEC

Os trabalhos sobre flexdo de placas com a utilizacdo do MEC tiveram inicio com
Jaswon et al. (1967), que propuseram a solucéo da equacédo biarmdnica decomposta em
duas equacdes harmonicas resolvidas por meio de equacdes integrais, para a teoria
classica de Kirchhoff, de forma indireta. Utilizando a formulacdo de forma indireta, citam-
se também os trabalhos de Jaswon e Maiti (1968), Segedin e Bricknell (1968), Maiti e
Chakrabary (1974), Hansen (1976).

Ainda com a utilizacdo do método de forma indireta, Altieiro e Sikarski (1978)
resolveram problemas de placas engastadas. Posteriormente, Wu e Altieiro (1979)
estenderam essa técnica a condi¢cdes de contorno arbitrarias. Trabalho semelhante foi
desenvolvido por Tottenhan (1979), estendendo sua analise a placas sobre base elastica
e a cascas abatidas.

Forbes e Robinson (1969) utilizaram, pela primeira vez, o MEC em forma direta
para analise de flexdo de placas. Posteriormente, Bezine (1978), utilizando o MEC de
forma direta com a teoria de Kirchhoff, empregou elementos constantes na formulacao
integral, porém as integrais de dominio provenientes do carregamento nao foram
transformadas em integrais de contorno e a analise se limitou aos casos de
carregamentos concentrados. Ja Stern (1979) realizou a analise de flexdo de placas com
a teoria de Kirchhoff também pela forma direta do MEC, porém, com uma formulacao
mais geral, empregando aproximacdes lineares nos elementos. Em Paiva e Venturini
(1985) e Paiva (1987), o método dos elementos de contorno é aplicado a analise de
pavimentos de edificios, com a teoria classica de Kirchhoff.

Van der Weeén (1982a; 1982b) apresenta, pela primeira vez, uma andlise de
flexdo de placas utilizando a teoria de Reissner aplicando o MEC. Nesta formulacéo, tem-
se, para cada ponto do contorno, trés equacdes integrais, que se referem a flecha e as
rotagcbes. A solucdo € obtida numericamente, aproximando o contorno a partir de
elementos quadraticos isoparamétricos. Baseando-se nestes trabalhos, Karam (1986)
analisou placas elasticas, homogéneas e isotropicas pelo MEC, utilizando a teoria de
Reissner. A fim de evitar a ocorréncia de algumas integrais singulares, Ribeiro e Venturini
(1989) escreveram o sistema de equacdes lineares utilizando os pontos de carga fora do

dominio.



O estudo de placas pelo MEC se desenvolveu de forma a abordar técnicas que
permitam, além da analise linear elastica, analise de outros problemas, como interacao
solo-estrutura, problemas dindmicos, de vibracfes e analises ndo lineares. As
formulagbes que envolvem analise ndo linear de placas, geométrica e/ou fisica,
despertou e ainda tem despertado o interesse de muitos pesquisadores.

Inserido neste contexto da analise ndo linear, Morjaria e Mukherjee (1980)
desenvolveram um trabalho para andlise de placas considerando um modelo
viscoplastico. Nesse trabalho, foram analisadas placas simplesmente apoiadas e
engastadas a partir da teoria Kirchhoff, considerando o carregamento transversal
uniformemente distribuido e variando linearmente com o tempo.

Em seguida, Moshaiav e Vorus (1986) desenvolveram uma formulagédo para o
método dos elementos de contorno incluindo a analise elastoplastica utilizando a teoria
classica, a partir de um procedimento incremental-iterativo que considera momentos
plasticos iniciais. A discretizacdo do contorno foi feita com elementos constantes e parte
do dominio com células internas constantes.

Ja Xiao-Yan et al. (1990) realizaram uma andlise com consideracdo de nédo
linearidade geométrica utilizando a teoria de Reissner.

Posteriormente, Karam (1992) realizou analises elasticas pelo método dos
elementos de contorno para placas utilizando a teoria classica de Kirchhoff e a teoria de
Reissner, comparando seus resultados para placas delgadas. Em seguida, aplicou a
teoria de Reissner para andlise elastoplastica. Para a analise néo linear, foram utilizados
elementos de contorno continuos e descontinuos quadraticos de geometria linear. Parte
do dominio onde se espera a plastificacdo foi discretizada com células constantes
triangulares. Foram empregados procedimentos de tensdo inicial e os critérios de
escoamento de von Mises e de Tresca foram utilizados. A resolu¢cdo do problema
elastoplastico foi realizada através de procedimento incremental iterativo. Em Karam e
Telles (1992), é apresentada uma formulacdo para andlise de flexdo de placas de
Reissner com elastoplasticidade pelo MEC, considerando um procedimento de tensao
inicial; e em Karam e Telles (1998), o MEC também é aplicado a placas nao lineares.

Na mesma linha de trabalho, Ribeiro (1992) apresenta uma formulagdo para o
método dos elementos de contorno pelas teorias de Kirchhoff e de Reissner para anélise

elastica linear. Uma formulacdo para analise ndo linear € também desenvolvida para a



teoria de Reissner, considerando nédo linearidade fisica e adotando procedimento de
momento inicial e processo incremental iterativo baseado no método da rigidez inicial.
Nesse trabalho, foram utilizadas células internas com aproximacao linear.

No ano seguinte, Providakis (1993) utilizou o MEC em sua forma direta, através
da equacéao biarménica ndo homogénea para analise inelastica dependente do tempo de
placas, com condicdes de contorno arbitrarias e carregadas transversalmente. A
formulacéo integral é obtida usando uma combinacdo de MEC e MEF. Os exemplos
utilizados para validacdo sédo os mesmos de Morjaria e Mukherjee (1980).

Chueiri (1994) fez a analise de placas pela teoria Kirchhoff nos regimes elastico e
elastoplastico. Nesse trabalho, foram utilizados momentos iniciais a partir do campo de
deformacdes e o dominio foi discretizado em células triangulares constantes. Para
resolugéo do problema néo linear, foi utilizado um algoritmo incremental iterativo. Nesse
trabalho ainda foi apresentado um modelo constitutivo para andlise elastoplastica de lajes
de concreto armado

No mesmo ano, Providakis e Beskos (1994) realizaram andlise dinamica para
placas elastoplasticas de condi¢des de contorno e geometria arbitrarias utilizando a teoria
classica e Fortiu el al. (1994), também utilizando a teoria classica de Kirchhoff, realizaram
analises de vibracdes de placas elastoplasticas.

Seguiram-se outros trabalhos, como: Ribeiro e Venturini (1998), que empregaram
o método dos elementos de contorno para andlise de placas elastoplasticas de Reissner
considerando procedimento de tenséo inicial.

Considerando a analise dinamica e um procedimento de tenséo inicial, Providakis
e Beskos (2000) utilizaram o método dos elementos de contorno juntamente com a teoria
de Reissner para estudo de placas com plasticidade.

Em Barcarji (2001), é realizada a analise de pavimentos de edificios pelo MEC
considerando a néo linearidade fisica e utilizando um procedimento de momentos iniciais.

No ano seguinte, Auatt (2002) apresenta analise elastica e elastoplastica de
contato de placa com base rigida pelo MEC, utilizando a teoria de Reissner. Nesse
trabalho, a plasticidade foi considerada em camadas. Fernandes e Venturini (2002)
desenvolveram uma formulagéo n&o linear com o MEC para flexdo de placas baseada

na teoria de Kirchhoff, a fim de modelar placas de concreto armado. Consideraram dois



modelos constitutivos para o concreto: um elasto-plastico, onde o critério utilizado € o de
von Mises, sem considerar resisténcia a tracao, e o outro € o modelo de dano de Mazars.

Posteriormente, Cresce (2003) utilizou a o MEC para andlise ndo linear de
pavimentos de concreto armado com a teoria de Reissner. Neste trabalho foi admitido
procedimento de tenséao inicial e foi utilizado procedimento incremental-iterativo para
resolucao do problema. Foram admitidos carregamentos concentrados e distribuidos.

Supriyono e Aliabadi (2006) fizeram analise pelo MEC em placas sujeitas a
deformacdes cisalhantes, com a combinagdo de ndo linearidade geométrica e do
material. E apresentada uma formulacdo baseada em tensées iniciais e o critério de Von
Mises é utilizado para avaliar a regido plastificada.

Waidemam e Venturini (2010) apresentaram uma formulagdo do MEC para anélise
elastoplastica de placas com né&o linearidade geométrica. As equagles integrais
utilizadas sédo baseadas na teoria de Kirchhoff, incorporando termos que permitem a
consideracao da nao linearidade geométrica baseada na teoria de von Karmam. O critério
elastoplastico utilizado € o de von Mises.

Taguti (2010) apresenta estudos de segunda ordem de placas elasticas delgadas
pelo método dos elementos de contorno e, além disso, é feito um estudo comparativo
com a teoria de primeira ordem. Foi considerada, para a montagem do sistema de
equacdes algébricas, apenas a equacéo integral do deslocamento transversal da placa e
as variaveis de canto como incognitas.

Santana (2014) apresentou formulacfes estaticas do MEC para problemas de
placas isotrépicas e ortotrOpicas com as teorias de Reissner e de Mindlin. Apenas o
contorno foi discretizado em elementos constantes nas formulacdes apresentadas.

Uma nova formulacdo para andlise de flexdo de placas de Reissner com
elastoplaticidade pelo MEC foi apresentada por Oliveira (2015) e Oliveira e Karam (2016)
utilizando a teoria classica da plasticidade, com um procedimento de deformacao inicial
e usando os critérios de escoamento de von Mises e de Tresca.

Baseado na formulagéo de Karam e Telles (1992), Supriyono et al. (2017) fizeram
a andlise de placas elastoplasticas incluindo um novo termo néo linear na formulagéo e
utilizaram o método de incremento total, desenvolvido por Wen e Aliabadi (2005) para

placas com grandes deflexdes, em vez do procedimento incremental-iterativo. A



discretizacdo do contorno foi feita com elementos quadraticos isoparamétricos e o
dominio foi discretizado utilizando células quadrilaterais de 9 nés.

Observando a literatura existente, verifica-se a falta de um trabalho que utilize o
método dos elementos de contorno para analise viscoplastica de placas utilizando a

teoria de Reissner, o que justifica a elaboracéo deste trabalho.
1.3. Objetivo

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma formulacdo e
implementagdo computacional para analise de flexdo de placas pelo Método dos
Elementos de Contorno (MEC) utilizando a teoria de Reissner e considerando os efeitos

da viscoplasticidade.
1.4. Organizagédo da tese

O presente trabalho esta dividido em 7 (sete) capitulos e 3 (trés) apéndices, os
quais sao apresentados de forma resumida a seguir.

O primeiro capitulo apresenta, inicialmente, conceitos iniciais e revisdo
bibliografica, a qual mostra os principais trabalhos envolvendo andlise de placas, em
regime linear elastico e em regime ndo linear. Em seguida, é apresentado o objetivo do
trabalho e a organizacéo do texto da tese.

No segundo capitulo, apresenta-se a teoria de flexao de placas elasticas utilizando
a teoria de Reissner. S&o mostradas as expressoes de tensdes e esforgos, as equacdes
de equilibrio, expressbes para calculo de deslocamentos e deformacdes generalizadas,
o sistema de equacdes que representa um problema de integracéo de sexta ordem, bem
como as condicdes de contorno a serem satisfeitas que, neste caso, séo trés condi¢cdes
por bordo. Em seguida, esta formulacdo é estendida para o caso de placas com
consideracao de nédo linearidade fisica.

No terceiro capitulo, sdo mostradas as equacdes integrais basicas do método dos
elementos de contorno para placas utilizando a teoria de Reissner considerando a nao
linearidade fisica. S&o apresentadas as equacdes de deslocamentos em pontos internos
e pontos do contorno, momentos fletores e esforcos cortantes em pontos internos e as
solucdes fundamentais para deslocamentos e forcas de superficie generalizadas. Neste

trabalho, considera-se que o carregamento esta distribuido sobre toda a placa e, entao,



10

€ apresentada a equacéo de deslocamentos quando se transforma a integral de forcas
de dominio em integrais de contorno.

O Capitulo 4 apresenta, primeiramente, a teoria da viscoplasticidade aplicada ao
caso unidimensional. S&o mostradas as principais relacdes entre tensdes e deformacdes
para este caso. Posteriormente, com base no modelo de Perzyna (1966) e nos
procedimentos apresentados por Telles e Brebbia (1982) e Telles (1983) para os casos
bi e tridimensionais, sdo apresentadas as equacdes constitutivas aplicadas a placas de
Reissner para a consideracdo de um modelo elasto/viscoplastico. Sdo mostradas
também as formulas utilizadas para os critérios de escoamento de Von Mises e de
Tresca.

No quinto capitulo, sdo mostrados os procedimentos para implementacdo do
método dos elementos de contorno aplicado as equacdes dos capitulos 3 e 4. Assim, sao
mostradas as equacdes de deslocamentos discretizadas para pontos internos e pontos
do contorno, além das equacdes discretizadas de momentos fletores e esforcos cortantes
para pontos internos. Neste trabalho, séo utilizados elementos de contorno quadraticos
continuos e descontinuos, além de células internas que sdo utilizadas para discretizar o
dominio ou parte do dominio onde se espera que ocorram deformacdes plasticas. Para
integracao referente a elementos de contorno e células internas, € utilizada a quadratura
de Gauss, quando a integral é regular. Quando a integral € singular, sdo utilizados
procedimentos numéricos especiais. Apds a discretizacdo das equacgbes integrais, 0
sistema de equacdes pode ser montado e o problema elasto/viscoplastico é resolvido
através de um procedimento incremental de passo simples de Euler, que permite a
avaliacdo dos efeitos da viscoplasticidade e também a obtencao de resultados, de modo
alternativo, para a teoria classica da plasticidade.

No capitulo 6, sdo apresentados os resultados de alguns exemplos resolvidos de
acordo com a teoria apresentada neste trabalho e os resultados obtidos sdo comparados
com os da literatura existente.

O capitulo 7 apresenta as principais conclusbes do trabalho, bem como
observacdes e sugestdes para trabalhos futuros.

O Apéndice A apresenta as funcdes de Bessel modificadas de ordem inteira K, e
K.
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No Apéndice B, sdo apresentados os procedimentos para transformacdo de
coordenadas de segundo e terceiro graus para o célculo de integrais com singularidade
logaritmica.

O Apéndice C apresenta o processo de Kutt para a resolucdo, em partes finitas,
das integrais interpretadas no sentido de valor principal de Cauchy.

Ao longo do texto, € utilizada a notacdo tensorial cartesiana, com indices gregos
variando de 1 a 2 e indices latinos variando de 1 a 3. A repeticdo de indices em um
mesmo termo representa somatério. As derivadas em relacdo ao espaco Sao
representadas por virgulas e as derivadas em relacdo ao tempo sao indicadas por pontos

acima das variaveis.
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CAPITULO 2

FORMULACAO BASICA DA TEORIA DE REISSNER PARA PLACAS

A teoria de Reissner para flexdo de placas (Reissner, 1944; 1945 e 1947) baseia-
se na teoria da elasticidade e no principio de Hellinger-Reissner. Obtém-se, desta forma,
um problema de integracao de sexta ordem, o qual satisfaz a trés condicfes de contorno
por bordo.

Sao mostradas, neste capitulo, as expressdes basicas de tensdes e de esfor¢os,
as equacoes de equilibrio, as expressdes para célculo de deslocamentos e deformacdes
generalizados, o sistema de equagdes que representa o problema de integracdo de sexta
ordem e as condicfes de contorno a serem satisfeitas. Em seguida, esta formulacéo é

estendida para o caso de placas com consideracdo de nao linearidade fisica.
2.1. Expressoes das tensdes

Para a determinacédo das equacdes basicas da teoria de Reissner, para flexao de
placas, considera-se uma placa de espessura h constante, sujeita a um carregamento
transversal g por unidade de area, sendo o material da placa isotrépico, homogéneo e
linear.

Os eixos cartesianos x, sao definidos na superficie média indeformada (plana) e
0 eixo x5, na dire¢édo transversal, como mostrado na Figura 2.1.

As condi¢cles de carga nas faces da placa séo: g;3 = +q/2 e g3 = 0 para x5 =
+h/2, em que o,3; S80 as componentes tangenciais de tenséo e o33 SA0 as componentes
normais (Van der Weeén, 1982a).

As tensdes variam ao longo da espessura em funcéo dos esforcos resultantes,

segundo as expressdes a seguir (Van der Weeén, 1982a):
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Figura 2.1 - Sistema de coordenadas (X1, X2, X3)

Pode-se observar, pelas equagdes (2.1), que as tensbes g, variam linearmente

ao longo da espessura e g,; variam parabolicamente ao longo da mesma. As tensodes
033, que atuam na direcdo transversal, variam cubicamente e seus valores sdo pequenos

em relacdo aos valores das demais tensoes.
2.2. Esforcos resultantes

Para obtengao das expressGes de momentos M,; e esforcos cortantes Q,z, por

unidade de comprimento, atuantes sobre a superficie média, é necessario integrar as

tensGes 0,5 € 0,3 ao longo da espessura. Assim, tém-se:
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- Momentos Fletores e Torsores

h/2
Myp = J. OqpX3dX3 (2.2)
—h/2

- Esforcos cortantes

h/2
Qu = f Ousdds 2.3)
—h)2

Os sentidos positivos destes esforcos estdo indicados na Figura 2.2.

X3

Figura 2.2 - Sentidos positivos dos momentos e esfor¢os cortantes
2.3. Equacdes de equilibrio

Fazendo-se o equilibrio de forcas na dire¢do x; e de momentos em relacado a x,
para um elemento infinitesimal de placa, considerando as forcas atuantes e os esfor¢cos
solicitantes, como mostrado na Figura 2.3, e considerando a teoria da elasticidade para

pequenos deslocamentos, séo obtidas as seguintes equacdes de equilibrio:
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Qa,a +q= 0 (2-4)
Maﬁ'ﬁ - Qa = 0 (2.5)
I3
q/2
| om
Moo +
___{_{_ax
//
Q 7 R
Vs v
M 4 Q, + %32
7 /7
11 yd
A
Ay A
7 rd
// >
v /

/ vQ q/2

Figura 2.3 - Elemento de placa em equilibrio

2.4. Deslocamentos generalizados considerando pontos na superficie média

Os deslocamentos generalizados ¢, € w, considerados para pontos da superficie
média, representam a média ponderada dos deslocamentos v; de pontos situados ao
longo da espessura nas direcdes dos eixos coordenados (Reissner, 1947). As

respectivas expressdes sdo apresentadas a seguir.
- Rotagdo da normal a superficie média nos planos x, — x3.

12 h/2
o = "3 UgX3dX3 (2.6)
—h)2
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- Deslocamento transversal (flecha)

3 fh/z [ 2x3\°
w=— us [1— (—) ldx (2.7)
2h) h 3

2.5. Deformacgdes especificas generalizadas

As deformacdes especificas generalizadas, em funcéo da rotacdo ¢, e da flecha
w, quando se utiliza a teoria linear, tomando-se como base o regime de pequenos

deslocamentos e deformacdes, séo:

- Deformacdes especificas de flexdo (curvatura):

1
Xap =75 (Pap + Ppa) (2.8)
- Deformacdes especificas cisalhantes transversais:

Yo = Pg + Wy (2.9)

As deformacBes especificas cisalhantes transversais ocorrem devido a
consideracdo de que uma reta normal ao plano da superficie média da placa, antes da
deformacéo, ndo permanece mais normal a superficie média apos a deformacéo. Neste
caso, as deformacdes ¥, sédo calculadas pela soma da rotacdo ¢, com a derivada da
flecha w,,.

Na teoria de Kirchhoff, considera-se que, apds a deformacéo da placa, as retas
perpendiculares ao plano da superficie média continuam retas e normais a superficie
média deformada; portanto, as deformacdes especificas por cisalhamento da placa séo
desprezadas. Assim, considerando-se ¥, = 0 ha equacéo (2.9), obtém-se ¢, = —w,,, OU
seja, as rotacoes sao obtidas por meio de derivadas da flecha, o que n&o ocorre na teoria
de Reissner.

Os sentidos positivos das rotacdes sao dados na Figura 2.4.
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Figura 2.4 - Sentidos positivos das rotacdes

2.6. Expressodes dos esforcos

17

Considerando a teoria da elasticidade para pequenos deslocamentos aliada a

principios variacionais, o0s momentos e esforcos cortantes em fungéo dos deslocamentos

generalizados podem ser expressos pelas equacdes a seguir, como apresentado em Van

der Weeén (1982a):

D(1—-v) 2v vq
Ma'ﬁ = T [(pa,ﬁ + ¢ﬁ,a + 1—v d’yy&xﬁ + (1- V)/12 60{[:’

1-v)
2

Q. =D A? (¢a + W,a)

sendo:
v - coeficiente de Poisson;

E — médulo de elasticidade longitudinal;

3

Eh .. . - ]
D= T rigidez a flexdo da placa;

10 - ~ .
A= g - constante caracteristica das equacdes de Reissner;

1, sea=p

845 — delta de Kronecker, que corresponde a {0, sea#+f

(2.10)

(2.11)
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2.7. Sistema de equacdes de Reissner

O sistema formado pelas trés equacfes de equilibrio apresentadas em (2.4) e
(2.5), em conjunto com as cinco equacdes apresentadas em (2.10) e (2.11), constitui a
base da teoria de Reissner e representa um sistema de oito equacoes diferenciais, que
atendem a trés condicdes de contorno por bordo.

Substituindo as expressoées (2.10) e (2.11) nas equacdes de equilibrio (2.4) e (2.5),
podem-se condensar as oito equacdes diferenciais, obtendo-se um sistema com trés

equacOes diferenciais parciais da seguinte forma:

! v2Q, + =-D J (V2w)
L PR pre ey i P
(2.12)
DV4W + u qu — q
A2(1—-v)
onde:
z2 = axa;x - operador de Laplace;

V4 =1?.v? - operador bi-harmonico.
2.8. Condicdes de contorno

O sistema de equacOes diferenciais da teoria de Reissner permite que sejam
satisfeitas trés condicbes de contorno por bordo, sendo que podem ser prescritas, para
cada uma das trés direcdes generalizadas, deslocamento ou forca de superficie.

Considerando I' o contorno total da placa, I;, 0 contorno onde os deslocamentos

generalizados ¢, € w sdo prescritos e I,, onde as for¢as de superficie generalizadas p,

e p; Sao prescritas, tem-se:
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sendo:

Pa = Mgphpg
p3 = Qgng
Pa = Mygng
Ps = Qpng

onde ngz sao os co-senos diretores da normal dirigida para fora do contorno.

Pela teoria classica (Kirchhoff), como as deformacdes cisalhantes transversias sao
consideradas despreziveis, chega-se a uma equacao de quarta ordem, satisfazendo
apenas duas condicdes de contorno por bordo, o que acarreta a perda de precisdo em
cantos ou proximidades de furos com diametros da ordem de grandeza da espessura da
placa.

Na teoria de Reissner, essa perda de precisdo ndo ocorre, pois as trés condicbes
de contorno do problema séo satisfeitas independentemente e a influéncia da espessura
sobre os deslocamentos e esfor¢cos resultantes é levada em consideracdo (Reissner,
1945).

2.9. Formulacédo para placas incluindo néo linearidade fisica

A formulacdo apresentada nos itens anteriores para andlise elastica pode ser
estendida para andlise de flexdo de placas com a consideracdo de néo linearidade fisica.
Considera-se que a placa sofre deformacdes plasticas apenas de flexdo que dependem
do tempo de atuacéo do carregamento, e de forma aproximada que, quando qualquer
ponto da secdo se plastifica, toda a secdo transversal sofre plastificacdo
simultaneamente. As equacdes sao escritas em termos de taxas, a fim de considerar a
variacdo com o tempo. Os pontos acima das variaveis indicam a derivada relacionada ao

tempo.
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2.9.1. F6rmulas basicas da teoria de Reissner incluindo a néo linearidade

Seja, agora, uma placa de espessura h constante, sujeita a carregamento
transversal g por unidade de area, sendo o material da placa isotropico, homogéneo e
nao linear.

Considerando as deformacdes plasticas somente devido a flexdo, a taxa de

deformacdo total de flexdo y,z € a taxa de deformacdo total cisalhante Y, sdo dadas

pelas seguintes expressoes:
Xap = Xap + Xap (2.13)

e = P& (2.14)

em que ;ggﬁ e ¢ sdo as partes elasticas e ;(gﬁ € a contribuicdo inelastica devido a flexao.
A parcela inelastica de deformacao pode ser expressa na seguinte forma:

Xap = Xop + Xap + Xag (2.15)

onde )'(fz’ﬁ € a taxa de deformacdo plastica, ;ggﬁ € a taxa de deformacéao devido a fluéncia
e ;(gﬁ € ataxa de deformacédo devido a cargas térmicas. Neste trabalho, sera considerada

apenas a parcela referente a taxa de deformacao plastica.
As taxas de momentos fletores e esforgos cortantes sao expressas por:

M =—D(1_V)[2;g +—2V P +—Vq Sap — MS (2.16)
apB 2 ap T, AvyCaep (1—v)22 ap ap

_D(1-v)A* .

a T a

(2.17)

em que qp, v, A € D foram definidos no item 2.6 e Mgﬁ representa as taxas das

componentes de momentos inelasticos, definidos em formulacdo de tenséo inicial por
(Karam, 1992):
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. D(1—-v)y[._. 2v
Map = ——— [2X§ﬁ + 1T XvOap (2.18)
As demais equacdes definidas no item 2.8 também séo escritas, neste caso, em

termos das taxas das variaveis.
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CAPITULO 3

FORMULACAO DAS EQUACOES INTEGRAIS DE ELEMENTOS DE
CONTORNO PARA PLACAS DE REISSNER

Para aplicacdo do método dos elementos de contorno, € necessaria a obtencao
das equacOes integrais que definem o problema. As equacdes integrais podem ser
obtidas a partir de um Procedimento de Residuos Ponderados, utilizando a solucéo
fundamental como fungéo ponderadora, conforme apresentado por Karam (1992).

Assim, neste capitulo, sdo apresentadas as equacdes integrais basicas do método
dos elementos de contorno para placas utilizando a teoria de Reissner e considerando a
nao linearidade fisica. S&o mostradas as equacdes para deslocamentos em pontos
internos e em pontos do contorno, para momentos fletores e esforgos cortantes em
pontos internos e também as solugcbes fundamentais para deslocamentos e forcas de

superficie generalizadas.
3.1. Equacao integral basica

Seja uma placa de espessura constante h, em que 2 define o dominio
representado pela superficie média e I' representa o contorno, definido pela linha que
circunda a superficie média. Considera-se a placa em equilibrio e submetida a um
carregamento transversal g atuando em (.

Para uma maior conveniéncia nas expressdes que serao utilizadas a seguir, 0s
deslocamentos generalizados ¢, e w serdo representados por u, € uj, OU,
genericamente, por u.

Pode-se, entdo, reescrever as condicdes de contorno para as trés direcdes

generalizadas:

(3.1)
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Seja também uma placa em equilibrio, com dominio 2* e contorno I'* e que contém

a placa de dominio 2 e contorno I', conforme a Figura 3.1.

X3

/Sentido

de
Integracao

Figura 3.1 - Regido 2 U " quecontémaplaca2ur
Assim, para as equacgdes apresentadas anteriormente, tem-se:
i) Para aregido (U
- Deslocamentos: iy
- Forcas de superficie: py
sendo:

Do = / apNp
(3.2)

p3 = Qana



- Deformacdes especificas:
. 1 . .

Xap =7 (ap +Tp.a)

lnba = Uy + u3,a

- Esforcos:

Moy = D(12— V) [

. D(1—-A
Qo ==

(g + s q)
- Equac0es de equilibrio:
Mapgp — Qo =0
Quat+q=0

i) Para aregiao (R U ")

- Deslocamentos: u;,

- Forgas de superficie: py

sendo:
Pa = Mgpnp
p; = Q;:naf

- Deformacdes especificas:
* 1 * *
Xaﬁ = E (ua‘ﬁ + uB‘a)

* * *
l/)a = Uq + u3,a

. . 2
ua,ﬁ + uﬁ,a + —1 —

vq

u%)/aa.ﬁ + (1—v)A2 6a.ﬁ

24

(3.3)

— .a
ap

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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- Esforcos:
. D(l — V) v vq
MO:B_ [ aﬁ+uﬁa+—1_vu%y6aﬁ +—(1—V)/126a
(3.8)
., ba-warr, i
Qq = T (ua + u3,a)
- Equacdes de equilibrio:
(3.9)

QZ!,O:"'F;:O

em que F; representa as componentes das forcas de dominio, que atuam na superficie
média, a fim de se obter a solugdo fundamental. Estas forcas sdo consideradas como
cargas concentradas unitarias aplicadas em cada uma das trés direcdes generalizadas
em um ponto que pertence a regido 2*. Este ponto sera chamado de ponto fonte ou ponto
carga e sera representado por ¢.

A equacdao integral para os deslocamentos generalizados em pontos internos,
incluindo efeitos de nédo linearidade fisica, pode ser obtida a partir do Método dos
Residuos Ponderados, conforme apresentado por Karam (1992).

No presente trabalho, considera-se a forma geral desta equacdo para nao
linearidade fisica, que permite a aplicacdo a problemas dependentes do tempo, isto é, a
problemas de andlise elasto/viscoplastica. Assim, tem-se, para um ponto ¢ qualquer

situado no interior da regido :

(&) = j i, (€, 2P, C)dr (x) — jr p3; (6,200, (Al (x) +

| Juis 60 — g viaa 6 0] G0

(3.10)

. j Xips (6 M5 ()A0()
02
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onde:

u;;(§, x)- deslocamentos generalizados na diregdo j do ponto x, correspondentes a uma

forca generalizada concentrada unitaria aplicada na direcéo i do ponto ¢;

pi;(§, x)- forcas de superficie generalizadas na direcdo j do ponto x, correspondentes a

uma forga generalizada concentrada unitaria aplicada na dire¢édo i do ponto ¢&;

Xapi- deformacGes generalizadas na direcdo j do ponto x, correspondentes a uma forca

generalizada concentrada unitaria aplicada na direcéo i do ponto ¢&;

sendo:

& - ponto fonte, isto €, ponto onde séo aplicadas as cargas concentradas generalizadas
unitarias;

X - ponto campo, isto €, ponto onde sdo observados os efeitos das cargas unitarias

aplicadas.
3.2. Solucao fundamental

Para a resolucdo do problema pelo MEC, é necessario que se considere uma
solucdo fundamental, a qual satisfaz as equac¢fes de equilibrio e pode ser interpretada
como o efeito, no ponto campo x, de uma for¢ca concentrada generalizada unitaria
aplicada no ponto fonte ¢, de uma placa infinita de dominio 2* e contorno I'* e que contém

a placa de dominio 2 e contorno I'.
3.2.1. Deslocamentos generalizados

Os tensores dos deslocamentos generalizados representados por u;;(¢,x) na

equacao (3.10) representam os deslocamentos da solugéo fundamental e sdo obtidos
como mostrado a seguir.

As equacdes de equilibrio podem ser expressas em funcédo de deslocamentos
generalizados, substituindo-se as expressoes dos esforgos resultantes (2.10) e (2.11) nas

equacdes de equilibrio (2.4) e (2.5), obtendo-se:

9
4 (&) w(€) + b = 0 (3.11)
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em que 4;; representa as componentes do operador de Navier e suas expressoes sdo

dadas por:
., _ba-wv[ ., 1+v 02
S R A e ra P rA G
1—-v 0
o= AN = — 2 (3.12)
a3 3a D 2 A axa(g)

1—v
455 = D ——?7?

2
onde:
2 _ 9
= IO xa ) operador de Laplace (3.13)

e b; representa as componentes de forcas de dominio, que podem ser expressas por:

_ Vqq
b, = -7 (3.14)
b; =q (3.15)
Pode-se reescrever a equacéo (3.12) como:
* a * *

sendo k a dire¢do da carga concentrada unitaria aplicada em ¢.

*

O campo de deslocamentos u;, representa a solugdo desta equagéo, sendo

chamada de solugéo fundamental.

Neste caso, by ;€ expresso por:
b; = 6(x — §)dy; (3.17)

sendo 6(x — &) o delta de Dirac no ponto €.
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As expressdes da solugdo fundamental u;; podem ser obtidas pelo método de

Hoérmander, de acordo com Van der Weeén (1982a), e séo dadas por:

1
—[84 + 2(1 = )]r,7p}
* * 1
Uyz = —Uzg = %(2 Inz — 1)T'T:a
1
U3 =——————[(1—v)z%2(nz—-1) — 8inz]

33 = 8D (1 — V)12
onde:

r = /1,1, — distancia entre o ponto fonte e o ponto campo

or Ty

- 0x4(x) 7

Ta

sendo:

Ty = Xq(x) — x4(&)

zZ=Ar

A(2) = Ko(2) + 227Ky (2) — z7]

B(z) = Ky(2) + Z_l[K1(Z) - Z_l]

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Nas expressoes (3.18), tem-se A = A(z) e B = B(z), sendo K,(z) e K,(z) funcdes de

Bessel modificadas de ordem inteira, as quais podem ser calculadas através de

expansdes polinomiais, apresentadas em Abramowitz e Stegun (1965) e também no

APENDICE A.
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3.2.2. Forcas de superficie generalizadas

As forgas de superficie generalizadas correspondentes a solucéo fundamental, p;;,

sao obtidas substituindo-se as derivadas das expressoes (3.18) em (3.8) e, em seguida,

substituindo-se as expressfes assim obtidas em (3.6), resultando em:

1
Pra = —7— [(44 + 2zK; + 1 —v)(SayTn + Tany) +
+(4A+ 1+ V)ryng — 2(8A + 22K, + 1 — V)1ar, 1]
2

Py3 = o [B")/ - Ar,yr,n]
(3.25)

1-— 1+
Pig = —( 87TV) KZ El _113 Inz— 1> Ng + 21"“1‘_,1]

1

*
=——r
P33 o

onde r, € a derivada de r em relagéo a normal no ponto x, sendo definida por:

3.2.3. Singularidade dos tensores

Quando o ponto fonte tende para o contorno, o que sera mostrado no proximo
item, os pontos ¢ e x podem coincidir. Neste caso, tem-se r = 0 e 0s tensores u;; € p;;
apresentam singularidades que necessitam ser analisadas.

Ao se considerar as expansoes de K,(z) e K,(z) e substituir nas expressdes A(z)
e B(z), verifica-se que: para A(z), as parcelas com singularidade logaritma e
singularidade r~2 se cancelam e, assim, A(z) ndo possui singularidade; ja para B(z),
somente as parcelas com singularidade r~2 se cancelam e conclui-se que B(z) possui

singularidade de ordem Inr. Portanto, o tensor u;; possui singularidade Inr e o tensor p;;

possui singularidades Inr e r~1.
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3.3. Equacado integral para pontos no contorno

A fim de se resolver o problema pelo MEC, pode-se reescrever a equacédo (3.10),
levando o ponto fonte até o contorno e envolvendo-o0 por um setor circular de raio &

centrado em &, criando um contorno adicional I',, conforme apresentado na Figura 3.2.

<s

S

_—

Figura 3.2 - Placa com ponto & no contorno

Entao, tira-se o limite das integrais resultantes na equacéao (3.10), quando ¢ tende
a zero, ou seja, ¢ tende para I'. Este procedimento € mostrado em detalhes em Karam
(1986) para as trés primeiras integrais da equacéo (3.10), sendo que a quarta nao
apresenta problemas, pois possui singularidade fraca. Logo, para um ponto do contorno,

tem-se a equacdo integral para deslocamentos escrita na forma seguinte:

¢ij () (§) = Lu?j(s‘, x)p;(x)dl’ (x) — jrp?j(f.X)llj(X)dF(x) +

# [ [0 - gy tieats 0] 10d20) 3.26
02

&

+ j Ko (6, 0M (0)d0()
n
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sendo c¢;;(£) um termo que depende da geometria do contorno no ponto ¢&.

A equacdo (3.26) é a equacdao integral basica para analise de flexao de placas com
consideracdo da nao lineariade fisica em uma formulacdo que considera momentos
plasticos iniciais.

A equacéo (3.26) pode ser considerada valida para um ponto ¢ de 2 ou I', onde:

- para pontos internos, tem-se c¢;; = &;;;

- para pontos do contorno cuja normal é continua, ou seja, no caso de contornos
suaves, tem-se ¢;; = —=.
As expressOes para u;; € p;; sdo apresentadas nas equagdes (3.18) e (3.25),

respectivamente. O tensor que multiplica 0 momento plastico é obtido de:

1
Xapy=7 (uya,ﬁ + uaﬁ,a) (3.27)

1
Xapy =73 (u3a,[>’ + u3[§’,a) (3.28)

Podem-se obter as derivadas de u;; para substituir nas equagoes (3.27) e (3.28),

derivando-se as equacoes (3.18) em relacdo as coordenadas do ponto x.

Levando em consideracéo as equacoes (3.19), (3.20) e (3.22), pode-se obter:

0z

T

(3.29)

‘a

A partir das equacdes (3.23) e (3.24) e fazendo uso das formulas de recorréncia de

Abramowitz e Stegun (1965) e também da equacao (3.29), obtém-se:

0A Thy
0B T
oy A (3.31)
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A partir das equacdes (3.20), (3.30) e (3.31) e derivando as equacdes (3.18), podem ser

obtidas as seguintes expressoes:

; 1

—2(8A+ 22Ky + 1 = 0)r,q 15 7, + (3.32)

+(4A +1-— U)(5a[g7",[g+ 6Byr,a )]

1
u;3_ﬂ = —u;a_ﬁ = 87'[_D[6aﬁ(2 Inz - 1) + 2r,a T'ﬂ] (333)

Ta

U3z = — 87D(1 — v)A2r [(1-v)z22Inz—1) — 8] (3.34)

Substituindo-se as equacdes (3.32) a (3.34) em (3.27) e (3.28), podem-se obter os
tensores que multiplicam os momentos plasticos na equacao (3.26).

Xapy =~ D = v)r [(8A + 42Ky + 2 — 20)(r\p 8oy + T Sy) —

(3.35)

—4(BA+ 22Ky + 1 = )T,q 7 p Ty + 2(4A + 1 = 0)S g7,y |

1
){2[;3 = - 87'[_D [6aﬁ(2 Inz — 1+ 27,4 T‘,B] (336)

3.4. Transformacéo das integrais de dominio em integrais de contorno

Pode-se transformar a integral de dominio relacionada a carga transversal g que
aparece na equacao (3.26) em integral de contorno para diversos tipos de carregamento.
Aplicando-se o teorema da divergéncia e considerando um carregamento
uniformemente distribuido, ou seja, g(x) = g, obtém-se a expressao contendo apenas

integrais de contorno, exceto a Ultima, na forma:
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¢, )iy (&) = f (& 0, (I (x) — f p1, (€, )iy () dr (x) +

1%

+4 [ [viat6) ~ G a6 9| naCdr (o 337)
r

+ f gt (6, 0OME 5 ()d0(x)
N

sendo as expressdes de v;, dadas por (Karam, 1992):

2

T
Vap = 138D [604; (4lnz—-5)+2M@Inz— 3)1‘_6,1”’3] (3.38)
S = T [32Q2inz—1) — 22(1 — V)(4Inz — 5)] 3.39
V38 T T 128aD(1 — A2 nz z2(1—-v)(4inz (3.39)

3.5. Momentos e esforgos cortantes nos pontos internos

Para calcular os momentos fletores e esforcos cortantes nos pontos internos,

substitui-se a expressdo (3.37), com C;; = 6;;, € suas derivadas em relagdo as

ijs
coordenadas do ponto ¢ nas expressfes (2.8) e (2.9). Substituindo as expressdes
resultantes em (2.16) e (2.17) e apés alguns procedimentos, obtém-se as expressdes a
seguir (Karam, 1992):

Vap = [ wapbedr = [ piguindr +
r r

+QJW* dI“+J)(* M%dn +
r o 0 whrove (3.40)

vq

1 . .
+m6aﬁ — g [2(1 +v) gﬁ +(1- 3V)5aﬁMgg]



r r r

+ f X;ﬁng](}gd.Q
n
onde:

i 1
Yapy = 4rr [(44 + 22Ky + 1= v)(8pyTq + 7300y =

—2(8A+ 22Ky + 1 —V)1arpry, + (44 + 1+ V)81, |
. 1
Ugps = ~ 8 [(2(1 +v)Iinz—1+v)8,p +2(1 - v)r_arﬁ]

/12
Uspy = 5 [BSyp — Argry |

1
Usps =5 T8
, D(1-v)
paﬂy = W{(‘LA + ZZKl +1- v)(S),anﬁ + 6),,311“) +

+(4A+ 14 3v)8upn, — (16A + 62K, + 2Ky + 2 — 2v) -

[(narp +ngra)ry + (8yatp + 8ypra)rn] =
—2(8A + 22Ky + 1+ v) (857,10 + nyrerp) +

+4(24A + 82K, + 22Ky + 2 = 2V) 1415 Ty Ty
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(3.44)

(3.45)

(3.46)
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—2(4A + zK,) (1 T Ty + 24845 1)
. D(1—v)A?
Psgy = = a7 [(24 + 2K,)(8yp T + 1y ) =

—2(4A + zK,) T, T Ty + 24n,, 14]

. D(1-v)A* 5
p3ﬂ3 = W[(Z B + 1)7’1[; — (Z A+ Z)T',ﬁ T:n]

r
Wi = =z (4l z = 3) [(1 =) (rp g + 70 mp) +

+(1+ 3v)6aﬁ1jn] + 4[(1 V)T TtV 605,3] r,n} —

v
- (1-v)22 Ugpy Ty

* 1 v
Wig = —g[(Zlnz— Dng+2rg r_n] -

2

Xapyo = —1¢ -, (BA+ 4zK,)(198yp + 1y Sop) —

—4(8A + 2zK,)rg 1, 5 + 8A8,67 ]

1-v) Uspy Ty
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(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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1
X;BYG = W [4(414 + ZZKl +1- V)(6ya69ﬁ + 69(16]/[3) +

+4(4A +1+ V)Syggaﬁ - 8(814 + 2ZK1 +1- V)(SVQT:QT"/; -
—(8A+ 22K, + 1 +v)8,p57yT9 —

(3.53)
—4(16A + 6zK; + ZZKO +2— 21/)(6],0(7"91"/3 + 690(7:),7"/3 +

+6ypTatle + 69B77y77a) +

+16(24A + 82K, + z%Ky + 2 — 2V)1,7 51,7
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CAPITULO 4

ANALISE VISCOPLASTICA

Neste capitulo, sdo apresentadas as principais relacbes entre tensbes e
deformacfes para a teoria da viscoplasticidade aplicada a um modelo unidimensional.
Posteriormente, sdo apresentadas as equacOes constitutivas da viscoplasticidade
aplicadas a placas, bem como as expressdes utilizadas para os critérios de escoamento

de von Mises e de Tresca.
4.1. Introducao

Muitos problemas de Engenharia sdo modelados e resolvidos considerando o
regime linear-elastico; porém, em alguns casos especificos como, por exemplo, quando
se quer conhecer o comportamento da estrutura até o colapso ou determinar a carga
maxima suportada pela estrutura, € necessario considerar o problema de forma néo
linear. A andlise com consideracdo da néo linearidade fisica prevé o estudo de
deformacdes plasticas, ou seja, deformacdes que séo irreversiveis apds o material atingir
seu limite elastico, mesmo quando cessado o carregamento.

A teoria classica da plasticidade considera que as deformacfes plasticas sao
independentes do tempo de atuagéo do carregamento, ocorrendo instantaneamente apos
a aplicacéo do carregamento. Logo, pela teoria classica da plasticidade, ndo € possivel
avaliar a evolucdo das deformacdes ao longo do tempo. Porém, as deformacgdes evoluem
com o tempo, em maior ou menor grau, dependendo das condicdes fisicas do problema
analisado.

Em alguns problemas, a ndo consideracdo dessas propriedades nao afeta o
resultado; porém, em certos problemas, tais propriedades podem ter grande relevancia e
a dependéncia do tempo no processo de deformacdo pode ser uma importante
caracteristica na avaliacdo do comportamento inelastico. As deformacdes inelasticas

dependem do tempo de atuacdo, bem como da forma de aplicagéo do carregamento. Em
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consequéncia disso, diferentes resultados sao obtidos para diferentes trajetorias e tempo
de atuacao de carregamento.

Exemplos de problemas em que a avaliacdo de deformacdes ao longo do tempo
pode se tornar importante sdo: problemas de interacdo solo-estrutura, como escavacao
em tuneis, valas a céu aberto, analise de estruturas de concreto em situacdes em que as
deformacfes ndo imediatas sao significativas. Pode-se mencionar, ainda, que metais sob
altas temperaturas apresentam, simultaneamente, os fendmenos de fluéncia (“creep”) e
viscoplasticidade, sendo a fluéncia a redistribuicdo de tensdes e deformacdes ao longo
do tempo sob resposta elastica do material, e a viscoplasticidade a deformacao plastica
variando ao longo do tempo.

A teoria da viscoplasticidade permite a modelagem dos efeitos da variacdo no
tempo do processo de deformacdo plastica. Assim, apos o inicio do escoamento, as
tensdes e deformacdes resultantes variam ao longo do tempo. Através da utilizacdo de
um modelo elasto/viscoplastico, como sera visto na proxima secao, pode-se determinar,
além dos efeitos ao longo do tempo, a carga que provoca o inicio da plastificacdo, bem
Ccomo a carga que provoca o colapso da estrutura.

4.2. Teoria basica

O uso de modelos elasto/viscoplasticos possibilita uma analise do comportamento
estrutural até a iminéncia do colapso, pois leva em conta a evolucdo de tensdes e
deformacgdes ao longo do tempo de atuacéo do carregamento.

Este comportamento pode ser apresentado de forma simplificada, por meio de
modelos reoldgicos unidimensionais, em que podem ser associados, em série ou em
paralelo, elementos reol6gicos basicos que representam as componentes eldstica,
viscosa e plastica do material, que pode ser com ou sem encruamento. Alguns modelos
foram desenvolvidos por Perzyna (1966), Phillips e Wu (1973) e Nicholson e Phillips
(1974) para caracterizar o comportamento elasto/viscoplastico

A componente elastica é representada por uma mola que apresenta
comportamento linear e atende a lei de Hooke. Quando solicitada, surgem deformacdes
imediatas sendo totalmente recuperaveis quando do descarregamento.

O elemento viscoso é representado por um cilindro ou amortecedor contendo um

liquido de certa viscosidade, que se move dentro de um émbolo, podendo ter
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comportamento linear ou nédo linear. Assim, quando solicitado, 0 amortecedor armazena
toda a energia que €, entdo, dissipada ao longo do tempo, gerando deformacdes nao
imediatas no decorrer do tempo e que séo irreversiveis quando do descarregamento.
Este € entdo o elemento responsavel pelo aparecimento da variavel tempo nos modelos
elasto/viscoplasticos.

JaA o elemento solido rigido-plastico ou deslizador, que representa o
comportamento plastico, ndo se deforma para valores inferiores ao limite de escoamento
o, € sofre deslizamento para valores iguais ou superiores, gerando deformacdes
plasticas, que sdo imediatas e irreversiveis.

O modelo unidimensional da Figura 4.1 (Perzyna, 1966) € formado pela
associacdo em paralelo do amortecedor com o sélido rigido-plastico, que se associam
em série com a mola. Assim, tem-se que a taxa de deformacao total do modelo, &, devido
a qualquer carregamento, sera a soma da parcela elastica (¢¢) com a parcela

viscoplastica (¢P).

0Z0)

F=c-c,

Y

Figura 4.1 - Modelo unidimensional elasto/viscoplastico
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Assim, pode-se escrever:
£ =¢€°+¢EP (4.2)

onde a taxa de deformacéo elastica € calculada de acordo com a tenséao total, por:
4.2)

em que o ponto sobre as variaveis representa a diferenciacao no tempo.

A condicdo inicial para que ocorra comportamento viscoplastico € dada pela
expressao seguinte, denominada critério estatico de escoamento, expresso em funcéo

do nivel de tenséo e parametro de dureza k.
F(o,k)=0—0,=0 (4.3)

A equacao (4.3) refere-se ao mesmo critério utilizado para a teoria classica da
plasticidade; porém no caso da consideracdo da viscoplasticidade, é possivel que
F(o,k) >0, 0 que ndo é permitido pela teoria classica da plasticidade, em que é
obrigatoério que o estado de tenséo esteja sobre a superficie de escoamento.

Considerando o caso de endurecimento linear (H' # 0) como um caso mais geral

(Telles, 1983), o limite de escoamento g, pode ser expresso por:

oy = 0, + H'eP (4.4)

onde o, representa a tensao uniaxial de escoamento do material e H' pode ser entendido

como a inclinacdo do diagrama tensdo-deformacédo apds a retirada da componente

elastica (Owen, 1980) e pode ser calculado por:

Er (4.5)

em que E & o modulo de elasticidade do material e E; € o modulo de elasticidade
tangente, que representa a inclinacdo da curva tensdo deformacédo ap0s o primeiro

escoamento.
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Assim, no modelo de Perzyna (1966), mostrado na Figura 4.1, é admitido que o
material apresenta propriedades viscosas somente na regido plastica, o que significa que,
para valores inferiores ao limite de escoamento, g,, ou seja, quando F < 0, apresenta
comportamento puramente eléstico (deformagbes elésticas). O comportamento
viscoplastico € visualizado para valores maiores que o limite de escoamento, pois o
elemento rigido-plastico torna-se ativo e o excesso de tensdo (F = g — g,) € transferido
ao elemento viscoso, dissipando-se ao longo do tempo. O modelo elasto/viscopléstico,
tem, como casos particulares, os modelos elastico, viscoelastico e elasto-plastico.

Torna-se necessaria a definicdo de uma lei para determinar a taxa de deformacéo

viscoplastica. Uma forma explicita é dada por Telles (1983):

& =y@() (4.6)

0

em que:
y € o parametro de fluidez do material em funcéo tempo, temperatura, etc. e

0Opara F<0 N&o ocorrera deformacéo viscoplastica;

@ (=) (F 4.7
g/ | P (a_0> para F >0 Ocorrera deformagéo viscoplastica.

A funcdo @ é selecionada a partir de resultados experimentais e diferentes tipos

sao propostos por Perzyna (1966), como por exemplo:

o(D-E) o) o)

sendo:
F=0-o0, (4.8)

A equacdo (4.7) mostra que o aumento da taxa de deformacédo viscoplastica é
funcdo do excesso de tenséo acima do critério de escoamento estatico. Este excesso de
tensdo gera a taxa de deformacéo viscoplastica representada no modelo reolégico da

Figura 4.1.
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Para o caso de um modelo unidimensional de um material com endurecimento
(H" # 0), depois de algum tempo sob uma tenséo constante o, 0 elemento rigido-plastico
tende a tornar-se rigido novamente e uma configuragdo estatica assintética (é? =0) €
alcancada, satisfazendo ao critério estatico de escoamento F = 0 e estabilizando a
deformacéo total, mesmo depois de o nivel de tensdo ter ultrapassado o limite de
escoamento. Assim, quando o tempo tende a t = o, iSso equivale a resposta do modelo
unidimensional de comportamento elastoplastico devido a uma carga aplicada e mantida
constante. Para um modelo unidimensional sem endurecimento (H' = 0), os valores de
deformacéo crescerédo a uma taxa constante ao longo do tempo.

Existe uma diferenga importante entre a teoria classica da plasticidade e a da
viscoplasticidade. Para a teoria da plasticidade, a condicdo de escoamento apresentada
na equacao (4.8) € uma condicdo necessaria para que o comportamento plastico ocorra.
Assim, quando F = 0 e 6 < 0, ocorre um descarregamento, levando a um estado elastico
e, quando F = 0 e ¢ > 0, ocorre um carregamento, levando a um novo estado plastico.
Ja na viscoplasticidade, quando F >0, o comportamento viscoplastico continua
ocorrendo independentemente se ¢ 2 0, ou seja, independe se estd ocorrendo um
carregamento ou um descarregamento da estrutura.

Uma caracteristica interessante do modelo elasto/viscoplastico € que, para um
processo de carregamento incremental, tem-se resultados préximos aos obtidos pela
teoria classica da plasticidade, fornecendo estado estacionario quando F = 0. Quando
isto ocorre, a funcédo @ e o parametro y tornam-se imateriais, sendo que y funciona como
um fator de escala de tempo, tornando o tempo uma variavel ficticia.

Essa caracteristica do modelo elasto/viscoplastico pode ser demonstrada

considerando a equacéo (4.6) para a situagdo em que F > 0, obtendo-se:

P =y (5) (4.9)

0o
A equacgao (4.9) pode ser rearranjada, fornecendo:
spP

F= gyd-1 (7) (4.10)

ou, ainda, na seguinte forma:
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ﬂ) (4.11)

F=0<D_1(
0 Y

Verifica-se, a partir de (4.10) ou (4.11) que, para um processo incremental, as
taxas de deformacédo viscoplastica tornam-se muito pequenas durante o processo de
carregamento; assim, F = 0 é alcancado por toda a estrutura, estabilizando a deformacao
total. Isto pode ser feito por meio de um programa com pequenos incrementos de carga
aplicados instantaneamente. Assim, ap6s cada incremento de carga, esta é mantida
constante durante a evolucdo do tempo, até que seja atingida a estabilizacdo das
deformacgbes, como se o0 elemento rigido-plastico estivesse “trancado” novamente, a
cada incremento de carga. Desta forma, o carregamento completo pode ser aplicado com
o critério de escoamento estatico sendo satisfeito para um numero discreto de pontos
durante a evolugéo do carregamento (Telles, 1983).

Para casos uniaxiais, incrementos de qualquer tamanho podem ser aplicados, pois
o resultado sera sempre o mesmo. Problemas com mais dimensdes ndo se comportam
da mesma forma e, nestes casos, geralmente ocorre uma redistribuicdo de tensdes. De

uma forma geral, deve-se dar preferéncia a pequenos incrementos.
4.3. Equacdes constitutivas para placas considerando a viscoplasticidade

Com base no modelo de Perzyna (1966) e nos procedimentos utilizados por Telles
e Brebbia (1982) e Telles (1983) para os casos bi e tridimensionais, sdo apresentadas, a
seguir, as equacg0des constitutivas aplicadas a placas com a consideragcdo de um modelo
elasto/viscoplastico.

Admite-se o critério de escoamento estatico escrito agora em funcdo de momentos

M,z e do parametro de endurecimento x, que indica a evolugdo da superficie de

escoamento:
F(Mgp, k) =0 (4.12)
Esta condicao pode ser melhor visualizada na seguinte forma:

f(Map) = ¥() (4.13)
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emque F = f — ¥ e, para a hipétese work hardening, o parametro de endurecimento k
€ expresso como funcao do trabalho plastico acumulado WP durante as deformagdes e

pode ser expresso por:
=W = [ My i (4.14)

em que d)(gﬁ € a parcela plastica de deformacao ocorrida na placa durante um incremento

de deformacdes.
Como f(Maﬁ) depende dos momentos M,gz, deve-se considerar um momento M.,

designado momento equivalente, que pode ser calculado por diversos critérios, tais
como: von Mises e Tresca. Considera-se, ainda, que W(k) seja igual a M,, designado
momento de escoamento unidirecional.

Pode-se definir o momento equivalente pelo critério de von Mises como:

M, = \/372 (4.15)

Pelo critério de Tresca, 0 momento equivalente € definido da seguinte forma:

M, =2 cose\/jz (4.16)

em que 6 é similar ao parametro de Lode, definido em Hill (1950), expresso por:

1 3V3 s

9=§sm T
J2.|)2

e tem-se também J, e J; anadlogos ao segundo e terceiro invariantes das tensdes

(4.17)

'

desviadoras, que sdo escritos em fungao dos “momentos desviadores” M;;, como:

1 1 r ’
J2 = 5 M;jM;;

=7 (4.18)
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A
J3 = §Mij1v[jkMik (4.19)
sendo:
, 1
O momento de escoamento unidirecional inicial pode ser calculado por:
oy h?
M, = 2 (4.21)

em que o, € a tensdo de escoamento inicial do material.

Considerando um caso de endurecimento linear, como um caso mais geral, o

momento de escoamento pode ser dado por:
My =M, +H'y? (4.22)
em que y? é a deformacio plastica equivalente e H' pode ser definido por:

dM
H =—; (4.23)
dy,

Pode-se entender H' como a inclinacdo do diagrama momento-curvatura apés a
remocao da componente elastica da curvatura, que pode ser calculada de forma anéloga

ao caso unidimensional por:

El;
_Elr (4.24)
El

H' =
1

Neste caso, EI é a rigidez a flexdo elastica de uma placa de largura unitaria e Ely
€ a rigidez a flexdo da mesma placa ap6s o primeiro escoamento. Para o caso
elastoplastico perfeito, tem-se EI; = 0 e, consequentemente, H' = 0.

Para este trabalho, considera-se que, quando 0 momento equivalente M, atinge o
momento de escoamento unidirecional M,, toda a secéo transversal se plastifica

simultaneamente.
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Considerando o conceito de trabalho de endurecimento (work hardening), pode-se
definir a taxa de deformac&o viscoplastica equivalente ¥, cujo incremento produz um

incremento na energia de deformacdao plastica, ou seja:
.p _ .p e
Mexe = MapXop = K (4.25)

Usando o principio da normalidade (Perzyna, 1966), a taxa de deformacéo

viscoplastica pode ser dada por:

2 =7( () 3ir (420

em que y, @ e o simbolo < > tém os mesmos significados apresentados no item 4.1
deste trabalho.

A equacao (4.26) pode ser reescrita ha seguinte forma:

Xap =Y T .
b W/l 0M,p
Entdo, multiplicando ambos os lados por Mg, tem-se:

F)> of (4.28)

.p — _
MapXap =V <‘D (l}’ Mat 30ty

Considerando que f(M,g) € homogenea de grau um (requisito satisfeito pelos

critérios de escoamento adotados) e aplicando o teorema de Euler, obtém-se:

Mg = v {0 () M) (4.29)

Entdo, da equacédo (4.29) e utilizando a equacao (4.25), pode-se deduzir que a

taxa de deformacao viscoplastica equivalente sera dada por:

Xe =V <<1> (g)} (4.30)

A partir da equacao (4.30), para uma situacdo em que F > 0 e rearranjando 0s

termos, chega—se a.
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f(Mgp) =¥ () [1 + @1 <X75>l (4.31)

A equacao (4.31), quando comparada com a equacado (4.13), demonstra a
dependéncia explicita da superficie de escoamento sobre a taxa de deformacéo plastica
equivalente.

Pode-se, ainda, mostrar que a taxa de deformacao total equivalente (y,.) é igual a
taxa de deformacdo elastica equivalente (y$) mais a taxa de deformacdo plastica

equivalente (y), considerando a seguinte equacio:

Xe = XE+ X& (4.32)
onde:

M

7e = Fe (4.33)

Entdo, tem-se:

M., (4.34)
Xe = F + Xe
e substituindo (4.34) em (4.31), tem-se:
Ve — M,/D 4.35
F(Mag) = (k) [1 + ot (%)l (4.35)

0 que demonstra a dependéncia explicita de f(Maﬁ) sobre as taxas de tensfes e
deformac@es induzidas, analogo ao que foi demonstrado para o caso unidimensional.
Neste trabalho, a resolucdo do problema utilizando o método dos elementos de
contorno é feita considerando uma técnica de tensdes iniciais em um procedimento
analogo ao apresentado em Telles (1983) para os casos de estados planos. Assim, as
taxas de tensdes iniciais, neste caso, apresentadas em funcdo de taxas de momentos

iniciais, podem ser calculadas por:

Mip = v{®)dap (4.36)
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em que:
of (4.37)
da’B = CO(,B]/Q m
onde:

Capye - t€Nsor isotropico de constantes elasticas

of
aMyg

- vetor de fluxo plastico normal a superficie representativa do potencial plastico.

No item 5.4, apresenta-se a técnica de solucdo do problema de placas
viscoplasticas utilizando um procedimento de passo simples de Euler aliado a técnica de

tensodes iniciais.
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CAPITULO 5

O MEC APLICADO A ANALISE VISCOPLASTICA DE PLACAS

Neste capitulo, é apresentado o procedimento numérico para aplicacdo do MEC
na solucdo de placas de Reissner com viscoplasticidade utilizando as equagbes
mostradas nos capitulos anteriores. A fim de se utilizar o MEC, € necessario que as
equacdes sejam escritas de forma discretizada, considerando a existéncia de elementos
de contorno e, neste caso, células internas também. Foram utilizados elementos
quadraticos continuos e descontinuos de geometria linear. No caso de descontinuidade
da normal, utilizaram-se n6é duplo ou elementos descontinuos. Sao apresentados 0s
procedimentos para tratamento de integrais singulares. A técnica utilizada para solucao
do problema viscoplastico é analoga a utilizada por Telles e Brebbia (1982) e por Telles
(1983), e serd mostrada neste capitulo. Ao final do capitulo, apresenta-se a estrutura do
programa desenvolvido em FORTRAN para aplicacao da formulacao.

5.1. Discretizacdo das equacdes integrais para pontos no contorno

As equacdes integrais apresentadas no Capitulo 3 sdo escritas de forma
discretizada, considerando que o contorno I' é dividido em varios elementos, cada um
consistindo em um trecho I; de contorno, e o dominio ou a parte do dominio onde se
espera que ocorram deformacdes plasticas € dividido em células internas, como ilustrado

na Figura 5.1.

Figura 5.1 - Discretizagcao em elementos de contorno e células internas
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A obtencéo de valores de incégnitas e de coordenadas em um ponto qualquer do
elemento ou da célula pode ser feita a partir da interpolacéo de valores nodais.
As coordenadas para um ponto qualquer do elemento j podem ser calculadas

utilizando a seguinte expresséao:

) = M xM (5.1)
onde

x- vetor que contém as coordenadas de um ponto qualquer do elemento;

M - matriz que contém as funcdes de interpolacéo para coordenadas;

x™- vetor que contém as coordenadas dos pontos que definem a geometria do

elemento.

Os deslocamentos generalizados e as forcas de superficie generalizadas para um
ponto qualquer do elemento j podem ser calculados utilizando as seguintes expressoes,

respectivamente:

v =N g™
(5.2)
PO =N p™

onde

UD- vetor que contém as taxas de deslocamentos relativas a um ponto qualquer do

elemento;

U™- vetor que contém as taxas de deslocamentos relativas aos pontos nodais do

elemento;

PU)- vetor que contém as taxas de forcas de superficie relativas a um ponto qualquer do

elemento;



51

P™- vetor que contém as taxas de forcas de superficie relativas aos pontos nodais do

elemento;

N - matriz que contém as funcdes de interpolacdo para deslocamentos e forcas de

superficie.

As coordenadas e 0os momentos plasticos para um ponto qualquer da célula j

podem ser calculados utilizando as seguintes expressoes, respectivamente:

2@ = M xMm (5.3)
Me) =y pe (5.4)
onde

xU)- vetor que contém as coordenadas de um ponto qualquer da célula interna;
M - matriz que contém as fungdes de interpolagédo para a célula;
x™)- vetor que contém as coordenadas dos pontos que definem a geometria da célula;

MeG)- vetor que contém as taxas de momentos plasticos de um ponto do interior da

célula;

N- matriz que contém as funcdes de interpolacdo para momentos plasticos;

M. vetor que contém as taxas de momentos plasticos em um certo nimero de “pontos

de momento”.

A equacéo (3.26) é discretizada para um ponto nodal ¢; na seguinte forma:
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L
C.U; = Z ( f U?Ndf)  JCO Z ( f P?Ndf) um —
j=1 \Tj j=1 \"Tj
(5.5)
+ Z (q f s;fdr> + Z ( f )(’{Nd!)) Mam
j=1 Ty j=1 2
onde:

L — nimero de elementos no contorno;
Z - numero de células internas;

C;- matriz cujos elementos séo C;;, sendo C;; = §;;/2 para contorno suave,

jl
(G
U; =qu2(8)
u3 (&)
U; e P;- matrizes que contém as componentes dos tensores da solu¢do fundamental

relativos aos deslocamentos e for¢cas de superficies, respectivamente;

S;- vetor em que as componentes S0 expressas por:

v *
(1 —-v)A2 Yka

*

Sk = Vk,a Ny (5.6)

A equacao (5.5) também é valida para pontos internos de momento, com C; = I.

Considerando que as funcdes de interpolagédo sdo escritas em funcdo de uma
coordenada intrinseca adimensional n, torna-se necessario transformar a diferencial drI
para esse sistema. Assim, considerando |/| o jacobiano de transformacéo, pode ser

utilizada a seguinte expressao:

dl' = |/]dn (5.7)
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Nos casos de integrais regulares, ou seja, quando o ponto fonte §; ndao pertence
ao contorno I} do elemento, a integracdo numétrica é feita através da quadratura de

Gauss, obtendo-se:

* 1 * *
Gij = fr]. U;NdI' = f[‘j UiN|Jldn = X§=1(U;N)l] Iwy (5.8)
—~ * 1, .
Hij = fr]. P;NdI' = f[‘j PiN|Jldn = X§—1(P{N); |/ lwy (5.9)
1 K
By = [ sivar= [ siNyian = Y (sl 510
Fj F]' =1

em que k € o numero total de pontos de integracao e wy, o fator de peso associado a
cada ponto de integracdo. O namero de pontos de integracdo é determinado de acordo
com a proximidade entre o ponto fonte e os pontos dos elementos onde se esta
integrando; assim quanto menor a distancia entre estes pontos, maior sera o nimero de
pontos de integragéo utilizados.

Para o caso das células internas, as integrais regulares podem ser calculadas pela

equacao:

k
Ty = | xiNda =) i/l (5.11)
@ k=1

em que as coordenadas no interior da célula sdo consideradas em funcédo de
coordenadas triangulares ({;,{,) e 0 jacobiano também se refere a esse sistema de
coordenadas. Para a integracdo numérica pela quadratura de Gauss, realiza-se uma
transformacdo de coordenadas definindo um sistema de coordenadas polares (7, ¢)
centrado no ponto fonte, sendo a integracéo realizada em relagéo a ambos, r e ¢. Para
o valor principal de Cauchy, a quadratura de Kutt (Kutt, 1975) para integrais em partes
finitas é utilizada para integrar em relagcéo a r.

A partir das equacdes (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11), pode-se reescrever a equacgao

(5.5), na seguinte forma:
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L L

—

Hij = HijJ parai :pt]
Hij = FIU + Ci, parai :]

a equacao (5.12) assume, entdo, a seguinte forma:

z
ZHijUj=zGiij+ZBij+zTijM? (513)
j=1 j=1 j=1 j=1

5.2. Sistema de equacgobes

Apés escrever as equacdes (5.5) para todos os pontos nodais, pode-se montar um
sistema de equacdes para a resolucéo do problema na seguinte forma, em que o nimero

total de equacdes é igual a trés vezes o numero de nos:
HU = GP + B + TM* (5.14)
sendo:

U e P - vetores que contém as taxas de deslocamentos e taxas de forcas de superficie,

respectivamente;

B - vetor que contém a parcela da carga distribuida;

G e H - matrizes que contém integrais sobre os elementos de contorno;
M?- vetor contendo as taxas de momentos plasticos em pontos das células;
T - matriz formada pelas integrais sobre as células internas.

Os momentos fletores e esforgos cortantes nos pontos internos podem ser
calculados usando as equacdes integrais correspondentes em forma discretizada, que

ficam escritas como:
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j=1 j=1

Mizz f U;'Ndr P<n>—z f P;Ndr | U™ +
rj rj

L
+ Z (q w;’dr> + Z ( f x;f’Ndﬂ) M 4 (5.15)
j=1 L =1 Ve

vq

+(1 —v)/126

af + E;M?

L
Q= z <] U}‘"Ndf) pm — z (f P;‘"Ndr) U™ 4+
j=1 \"Tj j rj

j=1
(5.16)
L VA
+ z (q w;"dr> + z ( f x;f"Ndn> M
j=1 rj j=1 2

Aplicando as equacgoes (5.15) e (5.16) a todos os pontos internos, tem-se:

M=GP-HU+W'+V)+ (T'+E)M* (5.17)

Q=GP-HU+W"+T"M* (5.18)

sendo:

G'.G'H' e H" - matrizes que contém as integrais de contorno relativas a solugéo

fundamental;

W'e W" - vetores que contém as integrais de contorno relativas a carga transversal;
V'- contém o termo livre referente a carga transversal,

T' e T" - contém as integrais de dominio que multiplicam os momentos plasticos;

E'- contém o termo livre relacionado com os momentos plasticos.
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Considerando que:

T=T'+E' (5.19)
tem-se:
M=GP—-HU+ W'+V" +TM* (5.20)

Aplicando as condi¢des de contorno, o sistema de equacdes original, bem como
as equacgodes dos momentos fletores e dos esforgos contantes, podem ser reordenados,

obtendo-se:

Ay =f+TM® (5.21)
M=-Ay+f'+TM* (5.22)
Q=-A"y+ f"+T"M* (5.23)

em que os vetores f, f' e f"” contém os valores prescritos, incluindo a influéncia da carga
transversal, e A é a matriz de coeficientes do sistema, cheia e ndo simétrica.

Pré-multiplicando a equacéo (5.21) por A~ obtém-se:

y = RM® + 1 (5.24)
onde:

R=A"T (5.25)
m=A1f (5.26)

Pode-se substituir a equacao (5.24) em (5.22) e (5.23), obtendo-se:

M=SM*+n' (5.27)

Q=S"M"+n" (5.28)
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em que:

S'=T—AR (5.29)
S"=T"—A'R (5.30)
A= f— A'm (5.31)
n"=f"—A"m (5.32)

Deve-se observar que m, n' e n" representam a solucao elastica do problema.
5.3. Elementos de contorno utilizados

Os elementos de contorno utilizados no programa séao elementos quadraticos com
geometria linear e podem ser continuos ou descontinuos.

Os elementos continuos podem ser usados sempre que ha continuidade da normal
entre elementos adjacentes. J4 os elementos descontinuos sdo utilizados nos casos de
descontinuidade da normal ou da condicdo de contorno, quando uma mesma
componente de esforco de contorno é descontinua e incégnita em dois elementos
adjacentes.

Quando isto ndo ocorrer, mas houver descontinuidade da normal, podem ser
empregados elementos continuos com nos duplos entre elementos adjacentes.

Sao utilizadas também células internas, a fim de discretizar a parte do dominio

onde se espera que haja plastificacao.
5.3.1. Elemento quadrético continuo

Este tipo de elemento possui trés pontos nodais sobre uma reta, sendo um ponto
em cada uma das extremidades e o terceiro ponto situado entre os outros dois, como
mostrado na Figura 5.2. As func¢des de interpolacao utilizadas para definir a geometria
sdo de ordem linear e as demais funcbes sdo de ordem quadratica. Este elemento
assegura a continuidade das funcdes consideradas entre elementos e, por isso, € dito

continuo.
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As funcdes de interpolacdo, em funcao da coordenada adimensional n, sdo dadas
pelas seguintes equacoes, que tém valor unitario no ponto nodal considerado e zero nos

demais pontos nodais do elemento:

n
Xo
A =7
] ~
X3 /
2 3
0
X3
-1 2
X1
2 - 1
-
>
x| xf xf' X1
Figura 5.2 - Elemento quadratico continuo
- Para deslocamentos e forcas de superficie
1
Ny =20 —1)
N, =(1-m1+n) (5.33)

1
N3 = En(n +1)

- Para as coordenadas

1
M, = 5(1 )
(5.34)

1
M, :E(l""?)
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As coordenadas em um ponto qualquer no elemento podem ser calculadas pela

equacdao (5.1) e os deslocamentos e as forcas de superficie, por (5.2).
5.3.2. Elemento quadrético descontinuo

As fungdes de interpolagdo, em funcdo da coordenada adimensional n, sao dadas
pelas seguintes equacodes para o elemento descontinuo (Figura 5.3), tendo valor unitario

no ponto nodal considerado e zero nos demais pontos nodais do elemento:
- Para deslocamentos e forgas de superficie

_ tp(fnp—£+2b)
2(f—a—-b)(f-2a)

Ny

_t(2(a—b)—1n) (5.35)
N ==z 1
N, it +¢—2a)

T 2(f—a-b)({-2b)

- Para as coordenadas

B {(1—n)—2b
17 2(¢—a—-b)
(5.36)
B {(1+n)—2a
37 2(—a-b)
em que:

a € a distancia do ponto nodal 1 até a extremidade do elemento;
b € a distancia do ponto nodal 3 até a extremidade do elemento;

¢ € o comprimento total do elemento.
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>
X1

Figura 5.3 - Elemento quadréatico descontinuo
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As coordenadas em um ponto qualquer no elemento, continuo ou descontinuo,

podem ser calculadas na forma:

X, = xiM; + x3M,

xz :xz

IM; + x3 M,

Ou, em forma matricial, como na equacao (5.1), sendo:

x0) =

o

()

10M30]
0 M, 0 M

Neste caso, o jacobiano é calculado como:

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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(5.42)

Os deslocamentos e as forcas de superficie podem ser interpolados usando as

equacoes (5.2), sendo, neste caso:

Uy
b0 = {u}
Us

o
PO =1p,

U™ =3u2}

P = 152

"

(p3

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)
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O jacobiano, neste caso, € calculado por:

=5 [

5.3.3. Descontinuidade da normal ou da condi¢c&o de contorno

+ (‘%)2 (5.48)

Quando o contorno ndo possui continuidade da normal (Figura 5.4), tem-se
direcbes da normal diferentes para um mesmo nd que pertence a dois elementos
adjacentes e, portanto, ndo é assegurada a continuidade das forcas de superficies no

contorno.

Ny )

Figura 5.4 - Descontinuidade da normal

A fim de resolver este problema, pode-se utilizar o né duplo ou o elemento
descontinuo. Estas solucbes também podem ser empregadas quando existe

continuidade da normal, mas as condi¢des de contorno sdo descontinuas.
5.3.3.1. NO duplo

O no6 duplo é utilizado para pontos onde existe descontinuidade da normal ou da
condicao de contorno e é conhecida a forgca de superficie nos dois elementos adjacentes
ou, entdo, € conhecido o deslocamento em um elemento e a forga no outro. Assim,
considera-se que existem dois pontos nodais no mesmo ponto geométrico, sendo que

cada um pertence a um elemento diferente, como mostrado na Figura 5.5. Para assegurar
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a continuidade de deslocamentos no ponto de intersecao, € imposto que nesses dois nés

o deslocamento é o mesmo.

N, ng

Figura 5.5 - N6 duplo

5.3.3.2. Elemento descontinuo

Quando as forcas de superficie ndo sdo conhecidas em nenhum dos dois
elementos adjacentes onde ocorre a descontinuidade da normal, a solucdo com o né
duplo néo resolve o problema, devido ao numero de equacdes independentes, para esse
nd, ser menor do que o numero de incognitas, devido ao fato dos deslocamentos serem
continuos e as forcas de superficie poderem néo ser nesse ponto.

Existem algumas solu¢cdes possiveis e uma destas é a utilizacdo de elementos
descontinuos (Figura 5.6), que possui precisao de mesma ordem do elemento continuo,
quando se escolhe convenientemente o nimero de pontos de integracdo e a distancia
dos nés até a extremidade dos elementos. Os dois n6s ndo possuem as mesmas
coordenadas e, portanto, tem-se equacoes independentes no sistema para cada um

deles.
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10N ng

Figura 5.6 - Elemento descontinuo

5.3.4. Integrais singulares

Quando os pontos fonte ¢ e campo x situam-se em um dado elemento [}, ocorre o
caso em que r = 0 e, portanto, as integrais que correspondem as matrizes G e H e ao
vetor B possuem singularidades de ordem Inr e r~1,

Utilizar integracdo numérica com funcdes de peso logaritmicas € uma das formas
de resolver o problema de singularidades da matriz G e do vetor B, que sdo de ordem
logaritmica (Inr). Outra forma, que € a utilizada neste trabalho, é fazer uma
transformacdo de coordenadas de segundo grau (Telles, 1987), envolvendo as
coordenadas dos pontos de integracdo. Esta transformacédo produz um jacobiano que
anula a singularidade no ponto considerado (APENDICE B). A transformacdo de
coordenadas de terceiro grau também é utilizada para resolver o problema de integrais
quase singulares, que ocorrem no calculo de esforcos em pontos internos quando estes
situam-se muito proximos do contorno.

No caso da matriz H, as submatrizes da diagonal, que possuem singularidades,
podem ser obtidas indiretamente, considerando que, para movimento de corpo rigido,

ndo hé forcas aplicadas e, portanto:
HU =0 (5.49)

As solucdes nao-triviais da equacéao (5.49) para o movimento de corpo rigido séo:
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u= (1i 0,7 = x1(8) — xl(x))
u= (02 Lr,=x(8) — xz(x)) (5.50)

u=(0;0;1)

Assim, as submatrizes de ordem 3x3 da diagonal de H sdo calculadas pela

expresséo
NN

pr = — z Hquqp P = 1,2, ,NN (551)
q=1
q#*p

em que NN € o numero de pontos nodais e D4, € a matriz que contém os deslocamentos

de corpo rigido, dada por:

1 0 0
D, = 0 1 0 (5.52)
1 =x1(p) —x1(q) 12 =x() —x,(q) 1

5.3.5. Células internas

As células internas utilizadas tém forma triangular (Figura 5.7) e considera-se que
possuem um sistema de coordenadas intrinseco ({y,{,).
As coordenadas em um ponto qualquer no interior da célula podem ser calculadas
pela equacéo (5.3), em que a matriz de interpolagdo M, é dada por:
M=[I{ I3, 1] (5.53)

onde I € a matriz identidade de ordem 2, e a coordenada {5 € calculada por:

G3=1-¢—4( (5.54)
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&

(@:1)

1/
G
(1;0)
(0:0)
Figura 5.7 - Célula triangular e sistema intrinseco de coordenadas

Ainda na equacéo (5.3), tem-se:

xM =774 (5.55)

que contém as coordenadas x; € x, de cada um dos vértices do triangulo.

O jacobiano de transformacao € dado por:
|J| = 24 (5.56)
em que A é a area do triangulo.

As células sdo constantes e, portanto, para o calculo dos momentos plasticos pela

equacao (5.4), tem-se:
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N=1 (5.57)
onde I é a matriz identidade de ordem 3, e também:
Mgy
Mem = Mg (5.58)
M3,

que representam os valores de momentos plasticos no baricentro de cada célula.
As coordenadas homogéneas ({, podem ser reescritas em funcdo das

coordenadas cartesianas x, e x,, obtendo-se:

1
(a - ﬁ = (ZA% + baxl + aaXZ) (559)

sendo a o ponto ao qual a funcao se refere, e tem-se ainda:

a, =x! —x* (5.60)
b = xF —x! (5.61)
248 = xPxV —xVxP (5.62)
A= %(blaz — byay) (5.63)

coma=123paraf =231ey=2312.

Considerando a equacdo (5.11) e que a matriz de interpolacdo é dada pela

equacdo (5.57), tem-se que cada célula contribui com uma matriz 3x3 da seguinte forma:

t= | xido (5.64)
Q-

]

sendo:
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" X111 2Xi21 X221
P _ X112 122 222 (5.65)

X113 2X123 X223

Para o calculo de T'e T", cada célula contribui com uma matriz 5x3 da forma

apresentada a seguir, sendo que duas matrizes sdo englobadas em uma Unica:

f=f X! do (5.66)
Q;
em que:
X1111  2X1112  Xi122
" Xi211  2X1212 Xi222
—x Xi X2211 X2212  X2222
Xi= [ = (5.67)

* *

X3111  2X3112  X3122
* *

LX3211  X3212  X3222-

Em funcéo da singularidade existente nos casos em que o ponto fonte coincide
com algum ponto da célula, torna-se conveniente a definir um sistema de coordenadas
polares (r, ¢) centrado no ponto fonte y e efetuar a integragdo em relacéo r e em relagéo

a ¢. Tem-se, entao:

dQ =rdrd¢ (5.68)
x,(x) =x +7 cos¢p (5.69)
x,(x) = x5 +7 cos ¢ (5.70)

A partir das equagdes (5.69) e (5.70), as equacbes que correspondem ao tensor

X; Sao escritas como:

1 (5.71)
11:(& X) == A(E, X)

Tl

2Xi(§,x) = LA X) (5.72)
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e as equacg0des correspondentes a y; sdo escritas como:

xi (&x) = % AEX) (5.73)
1
X&) == A% %) (5.74)

Nos casos da matriz £, quando o ponto singular y esta situado em um dos vértices

da célula, como apresentado na Figura 5.8, as submatrizes ;t e ,t sdo consideradas da

seguinte forma:

$2 (R(®)q $2 (R(P) (5.75)
1t = lim <f ] - 1Ardrd¢)> = lim <f j 1Adralcb)
£-0 b, Je T £-0 b, Je
¢2 R(P)
ot = lim <f f 2Ardrd¢> (5.76)
£-0 b1 Je
sendo:
R(e) = —2A
¢) = b, cos ¢ + a, sen ¢ (5.77)
em que:
_ o 5.78
cos¢p = ax, (5.78)
_or 5.79
sen¢ = o (5.79)

Pode ser observado que a singularidade é eliminada e pode-se efetuar a
integracao utilizando a quadratura de Gauss em relacédo a r e também em relacéo a ¢.

Neste caso, a variavel ¢ é expressa por:

1
b =3 (%= ) +5 (b + ) (5.80)
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e a variavel r, por:

r= @n (5.81)

sendo n uma coordenada adimensional, definida no intervalo [—1,1].

Os jacobianos destas transformacdes sdo dados por:

dp d2— ¢

an _ . (5.82)
dr _R(¢)

e (5.83)

Figura 5.8 - Célula triangular com ponto singular Y coincidindo com um dos vértices do triangulo

Outra situagd@o que ocorre para a matriz t, € quando o ponto singular y situa-se em

um ponto qualquer de um dos bordos da célula, como mostrado na Figura 5.9.
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Neste caso, pode-se considerar a célula dividida em duas partes, integrar

separadamente em cada parte e somar os resultados correspondentes.

Figura 5.9 - Célula triangular com ponto singular y situado em um dos lados do triangulo

Assim, tem-se:

b2 (Ry($) 1 ¢3 (RY($) 1 (5.84)
1t = lim <f f — 1Adrdg + f f - 1Adrdqb)
£-0 r r
¢1 & 2 &
$2 [Ry($) ®3 Ry ()
ot = lim <f f JArdrde + f f zArdrdq’)) (5.85)
£-0
¢1 & 2 &
onde:
, —2A’
Ry (¢) = (5.86)

by cos ¢ + aj, sen ¢
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_ZAII
by cos ¢ + a)/ sen ¢

R/ (¢) = (5.87)

Neste caso, a quadratura de Gauss também é utilizada para integrar

numericamente em relacdo a r e também em relacao a ¢.

Figura 5.10 - Célula triangular com ponto singular y coincidindo com o ponto interno da célula

Para o caso da matriz t, quando o ponto singular y coincidir com o ponto no interior
da célula onde se esta integrando, como mostrado na Figura 5.10, deve-se dividir a célula

em trés partes, o que leva a:

¢2 Ry(9) 1 3 Ry () 1
t' =lim (f f —AN'drd¢ + f f —A'drd¢
-0 b, Je r , Je r (5.88)

#1 Ry ()1
+ j J —A'drd¢>
3 Y€ r
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¢2 Ry(9) ¢3 Ry (¢) 1
t'" =lim (f f AN'drde + f f —A"drd¢
1 & 2 & r

-0
1 Ry'(@)
+ f f A”drdqb)
3 &

sendo Ry, R, e R, calculados de forma analoga a que foi mostrada anteriormente.

(5.89)

As integracdes em relacédo a r e a ¢ podem ser feitas pela quadratura de Gauss
para a matriz t"'. Ja para a matriz t’, pode-se integrar em relagéo a ¢ pela quadratura de
Gauss; porém, em relagdo a r, devido a singularidade 1, utiliza-se a quadratura de Kutt
para integrais em partes finitas, como mostrado no APENDICE C.

No caso geral, em que o ponto singular y ndo pertence a célula, como mostrado
na Figura 5.11, pode-se utilizar a transformacéo de coordenadas para o sistema (r, ¢),

para ambas as matrizes, t e t, ficando:

¢3 R3(P) b2 R3(P) (5.90)
1t = lim < f j Adrde + j f 1Adralcl;)
e0 Ry () Ry (¢)
¢3 rR3(¢) ¢2 R3(¢P)
ot = lim <f f JArdrde + f f 2Ardrdq’>> (5.91)
20N\Jo, JRry(9) Ry (¢)
$3 R3(®)1 $2 R3($) 1 (5_92)
t' =lim (j ] ANdrde + j J —A’drdd))
20NJg, Jry(e) r Ri(p) T
¢3 rR3(¢) ¢2 rR3(¢)
t" = lim ( f f A'drdg + f f A”drdqb) (5.93)
20NJg, Jry(e) Ry (¢)
onde:
—24Y¢
Ry (p) = . (5.94)

b, cos¢ + a, sen ¢

sendo Y&, o valor da funcéo de interpolacdo no ponto fonte y.
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Como, neste caso, todas as integrais sdo regulares, pode-se integrar

numericamente em relacdo a r e a ¢ utilizando a quadratura de Gauss.

Figura 5.11 - Célula triangular com ponto fonte y fora da célula
5.4. Técnica de solucdo do problema viscoplastico

A resolucédo do problema viscoplastico se inicia com o calculo de um fator de carga
inicial Ay, que representa a relagcao entre 0 momento de escoamento inicial M, € 0 maximo
momento equivalente Mg, calculado nos pontos das células internas de forma elastica:

M

- e
M max

Caso 1, > 1, as células internas ainda ndo atingiram o escoamento; logo, ndo

existira analise viscoplastica e o processo sera encerrado.
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J& para o0 caso 1, < 1, serd realizada a analise viscoplastica, que pode ser feita
para um determinado valor de carga especifico. Assim, sera considerado apenas um
incremento de carga, ou através de um processo incremental de cargas considerando A,
0 inicio do carregamento. No ultimo caso, os valores subsequentes de fator de carga séo

calculados por:
/11' = Ai—l + A/ll (596)

em que A4; € um incremento definido em termos de uma dada porcentagem f; em relacao

ao primeiro escoamento.
AX; = Bido (5.97)

Para o desenvolvimento da formulag&o deste trabalho, adota-se um procedimento
de passo simples de Euler. Assume-se que A(t) € uma fung¢do conhecida no tempo.

Assim, as equacgoes (5.24), (5.27) e (5.28) podem ser integradas no tempo, fornecendo:

y = RMP + A(t)m (5.98)
M =S'MP + A(D)n’' (5.99)
Q = S"MP + A(H)n" (5.100)

sendo m,n’' e n" os vetores que correspondem a solucdo elastica e que equivalem ao

tempo t = 0.

A equacdo (5.99) é aplicada depois de cada passo discreto de tempo
(4t = t; — t;_,) com o valor de tensdes iniciais computado para os pontos internos das
células, pela formula de Euler:

k+1MP _ kMp

k
Pp= "ML+ At y(“®) dog (5.101)

Durante este processo, pode-se deixar A(t) constante durante algum tempo,
criando uma situacdo em que, depois de um numero suficiente de passos de tempo

aplicados, os valores de At 2 ou **'M, = *M, tornam-se pequenos em todos os pontos,
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considerados menores que um valor de tolerancia admitida. Nestes casos, considera-se
gue ocorreu uma condi¢do estacionaria e o processo pode ser paralisado ou um novo
incremento de carga € aplicado.

O sucesso deste processo depende da escolha adequada do tamanho dos
incrementos de tempo. A experiéncia de muitos autores mostrou que o tamanho do
incremento de tempo deve ser controlado pela relacdo entre taxas e valores acumulados
de algumas variaveis para produzir valor automatico. Isto pode ser considerado em cada

ponto das células pela expressao seguinte:

Xe n (M
Xe xe D o 7f (6402

atendendo a seguinte condicao:
kg < pk At (5.103)

onde n e n, sao parametros dependentes do problema, que devem ser escolhidos de
forma a atender um adequado incremento de tempo e a precisdo do problema. Esses
limites s@&o empiricos e séo indicados em Telles (1983) nas seguintes faixas: 0,01 <n <
015e1,2<1n, < 2.

Uma desvantagem das relacdes anteriores € que ndao garantem uma completa
estabilidade do esquema de integracdo explicito do tempo, particularmente préximo ao
estado estacionario, o qual produz grandes valores de incremento de tempo.

Restricdes de forma tedrica para incremento de tempo foram apresentadas por
Comeau (1975) para materiais perfeitamente viscoplasticos, em funcdo do critério de
escoamento.

Telles e Brebbia (1982) e Telles (1983) apresentam uma expressao mais geral
para limitacdo dos incrementos de tempo, que considera as caracteristicas de materiais
viscoplasticos com endurecimento. Analogamente, desenvolveu-se a expressao a seguir,

em funcdo de momentos e curvaturas:

2M?

; 5.104
y(DMy + M .H) ( )

At <Aty =
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A relacdo anterior indica que, quando H > 0, o efeito do endurecimento produz
uma reducao inicial no passo de tempo critico quando comparado com 0 caso em que
H =0 e que, com o progresso do fluxo viscoplastico, este limite aumenta com o
quadrado do momento de escoamento M,. ISso n&o acontece quando se tem
amolecimento, H < 0, e neste caso, o passo de tempo limite aumenta inicialmente, mas
diminui com o desenvolvimento da viscoplasticidade, produzindo uma reducao na regiao

de estabilidade, a qual ndo deve ser negligenciada nestes casos.
5.5. Estrutura do programa

O programa para analise de placas de Reissner considerando a viscoplasticidade
pelo MEC foi desenvolvido em linguagem de programagdo FORTRAN, a partir de um
programa ja existente que foi desenvolvido por Karam (1992), que realiza a anélise
elastoplastica.

Este programa é composto de uma rotina principal e modulado em subrotinas,

contendo as seguintes etapas principais:
1. Leitura e impressao de dados;
2. Resolucao do problema elastico e calculo da carga no primeiro escoamento;

3. Definicdo do fator de carga inicial, que serd A, ou outro fator de carga

especificado, chamado no programa de FDC;
4. Processo incremental de tempo e/ou de carga;
5. Verificagdo da convergéncia;
6. Impresséo de resultados.

O fluxograma mostrado na Figura 5.12 resume o0s procedimentos realizados pelo

programa.
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Y

ENTRADA DE DADOS: GEOMETRIA, CON_DI(;‘,@ES
DE CONTORNO, CARREGAMENTO, CRITERIO DE
ESCOAMENTO E PROPRIEDADES DO MATERIAL

INCREMENTO DE CARGA A, = A,_, + A,

Y

RESOLUCAO DO PROBLEMA ELASTICO (t=0): DESLOCAMENTOS E
ESFORCOS NO CONTORNO E PONTOS INTERNOS

¢

CALCULO DO FATOR

_ R NAO REALIZA
DE CARGA INICIAL \LISE
=1 VISCOPLASTICA

max

DEFINICAO DO FATOR DE CARGA: 4 = A, OU A = FDC

Yy

Y

DETERMINACAQ DE DESLOCAMENTO E
ESFORCOS ATUALIZADOS:
v =RMF +A(t)m
M =SMP + At
Q = S"M® + A(t)n”

Y
CALCULO DO MOMENTO INICIAL:
lp? o = IMEL 4 A ty(Ee) dy;

Y

IMPRESSAO DE RESULTADOS
PARA O TEMPO ATUAL

INCREMENTO DE TEMPO t, = t,_, + At;

Y

VERIFICACAQ DA
CONVERGENCIA

FIM

Figura 5.12 - Fluxograma do programa com as principais etapas
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CAPITULO 6

APLICACOES DA ANALISE VISCOPLASTICA

6.1. Consideracdes iniciais

Neste capitulo, sdo apresentados exemplos de aplicacdo utilizando a formulagéo e
a implementagdo computacional desenvolvidas neste trabalho. Os resultados sé&o
comparados com resultados da literatura existente, obtidos pelo método dos elementos

finitos, por outras formulacdes do método dos elementos de contorno ou analiticamente.
6.1.1. Exemplo 1 — Placa quadrada simplesmente apoiada

Este exemplo consiste em uma placa quadrada simplesmente apoiada, de lado
[ =1, espessura h = 0,01 e sujeita a um carregamento uniformemente distribuido g
aplicado de forma incremental. O material & idealmente viscoplastico (H' = 0), com
coeficiente de Poisson v = 0,3, moédulo de elasticidade E = 10,92 e tensdo de
escoamento g, = 1600. O parametro de fluidez considerado é y = 0,001/minuto e 0s
parametros utilizados para escolha automatica do incremento de tempo sédo n = 0,08 e
no = 1,5. Adotou-se a forma linear para a funcéo @ (F/¥) e foram usados os critérios de
escoamento de von Mises e de Tresca. Ressalta-se que as propriedades geométricas e
do material sédo apresentados de forma adimensional, conforme encontrado na literatura
usada para comparacao de resultados.

Devido a simetria da placa, apenas um quarto desta foi distretizado, utilizando 8
elementos de contorno e 16 células internas triangulares, sendo a mesma discretizacéo
utilizada por Karam (1992) e Karam e Telles (1992), em que foram usados os critérios de
escoamento de von Mises e de Tresca. Esta placa foi também analisada por Owen e
Hinton (1980), utilizando o método dos elementos finitos e empregando o critério de
escoamento de von Mises. A Figura 6.1 mostra a discretizagcdo em elementos de contorno
e ceélulas internas desenvolvida no presente trabalho e a discretizacdo em elementos

finitos.
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A fim de se obterem resultados proximos aos da teoria da plasticidade, deve-se
aplicar o carregamento de forma incremental, com pequenos valores, desde a carga que
provoca O primeiro escoamento até que o processo atinja a convergéncia. Neste
exemplo, foi considerado que B = 1% em relacdo a carga correspondente ao primeiro
escoamento.

Na Figura 6.2, apresenta-se a curva carga-flecha, de forma adimensional, para o
ponto central da placa. Para cada incremento de carga, o deslocamento corresponde ao
valor estacionario, obtendo-se, assim, a solucdo elastoplastica. Observa-se que 0s
resultados encontrados no presente trabalho utilizando a formulacdo viscoplastica se
apresentam coerentes com aqueles encontrados utilizando a teoria classica da
plasticidade em Karam (1992) e Karam e Telles (1992), com o método dos elementos de
contorno, e por Owen e Hinton (1992), utilizando o método dos elementos finitos.

X X

(a) (b)
Figura 6.1 - Discretizacao da placa quadrada: (a) elementos de contorno e células internas e (b)

elementos finitos
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Figura 6.2 - Curva carga-flecha para o ponto central da placa quadrada simplesmente apoiada

6.1.2. Exemplo 2 — Placa circular simplesmente apoiada

Considera-se uma placa circular simplesmente apoiada, de raio a =
10 in (254mm) e espessura h = 1 in (25,4mm), com as seguintes propriedades: médulo
de elasticidade E = 10.000 ksi (68.670 MPa), coeficiente de Poisson v = 0,24, tenséo de
escoamento o, = 16 ksi (109,872MPa), parametro de fluidez y = 0,001/minuto. Os
parametros utilizados para escolha automatica do incremento de tempo sdo n = 0,08 e
no = 1,5. Considera-se que o material € idealmente viscoplastico (H' = 0). Adotou-se a
forma linear para a funcédo @(F /W) e utilizou-se o critério de escoamento de von Mises.

Devido a simetria do problema, apenas um quarto da placa foi discretizado. A

Figura 6.3 apresenta as duas malhas que foram utilizadas na andlise, sendo a primeira
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com 20 elementos de contorno e 50 células internas e a segunda com 36 elementos de
contorno e 162 células internas. As mesmas malhas foram empregadas por Karam e
Telles (1998), que fizeram andlise da mesma placa utilizando a teoria classica da
plasticidade.

(a) (b)

Figura 6.3 - Placa circular simplesmente apoiada: (a) malha 1 (b) malha 2

O mesmo problema foi analisado por Hopkins e Wang (1954), que fizeram uma
analise limite, e por Armen Jr. et al. (1970), empregando o método dos elementos finitos,
com critério de escoamento de von Mises e utilizando uma malha com 50 elementos
triangulares. Hopkins e Wang (1954) encontraram carga limite p = 6,51 e Armen Jr. et al.
(1970) obtiveram carga de colapso de p = 6,50.

Karam e Telles (1998) encontraram valores que convergem até p = 6,62 para a
malha 1 enquanto, no presente trabalho, o valor encontrado foi p = 6,52. Para a malha
2, Karam e Telles (1998) apresentaram valores que convergem até p = 6,49 e, no
presente trabalho, encontrou-se p = 6,39.

A Figura 6.4 mostra a curva carga-flecha adimensional para o ponto central da
placa, comparando os resultados do presente trabalho com os resultados de Karam e
Telles (1998) e da analise limite de carga de Hopkins e Wang (1954). Verifica-se que as
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curvas encontradas no presente trabalho estdo de acordo com os resultados
apresentados pelos autores citados. Para esta placa circular, foi considerada, além da
aplicacdo de carga via processo incremental, a aplicacdo da carga de uma Unica vez,
com valor adimensional p = 6,52 para a malha 1, cujo resultado pode ser visto na Figura
6.4.

7 e
6 F
srE K e Analise Limite - Hopkins e Wang (1954)
A —a— MEC - malha 1 - Karam e Telles (1998)

a?
q_ — x  MEC - malha 1 - Presente trabalho
M p
0 3

- - - MEC - malha 2 - Karam e Telles (1998)

2

+ MEC - malha 2 - Presente trabalho

--% - Um mcremento de carga p=6.52 - malha 1

wD
M{}az

Figura 6.4 - Curva carga-flecha para o ponto central da placa circular simplesmente apoiada

Na Figura 6.5, pode-se verificar o perfil de deflexdo da placa para tempo t =0
(solucéo eléastica) e para tempo t = co quando a convergéncia € alcancada, para a carga
de p = 6,52, e também o perfil encontrado quando se utiliza o processo incremental de

carregamento.
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Observando a Figura 6.5, é possivel verificar que os deslocamentos tendem a ser
um pouco maiores quando a carga € aplicada de uma Unica vez, comparando-se 0 caso
t = oo, quando o deslocamento atinge um valor estacionario, com 0 caso em que O
carregamento é aplicado de forma incremental.

Considerando a carga de p = 6,52 aplicada de forma constante, e com o parametro
de escolha de tempo automatico n = 0,03 para melhor refinamento nos incrementos de
tempo, na Figura 6.6, verifica-se a redistribuicdo de esforcos ao longo do tempo.
Enquanto o ponto denominado “p”, localizado no centro de gravidade da célula
correspondente, ja se encontra plastificado, o ponto denominado “e”, também no centro

de gravidade da respectiva célula, se mantém em regime elastico.

wD
M(]ﬂz

]

=

]

0,60

0,70 |

—e— Carregamento incremental

0,80 &

Figura 6.5 — Perfis de deflexdo para carga p = 6,52, parat = 0, t = o aplicada de uma Unicavez, e

carregamento aplicado de forma incremental.
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Figura 6.6 — Variagcdo do momento efetivo M, com o tempo para um ponto plastificado (Ponto p) e

um ponto elastico (Ponto e)

6.1.3. Exemplo 3 — Placa quadrada engastada

Este exemplo consiste em uma placa quadrada de lado [ = 6m, engastada nos
quatro bordos. A placa possui espessura h = 0,2m, coeficiente de Poisson v = 0,3,
modulo de elasticidade E = 30.000 MPa, tensdo de escoamento o, = 30 MPa e esta
submetida a um carregamento uniformemente distribuido. Admite-se que a placa possui
endurecimento linear com E; = 300 MPa e utiliza-se o critério de escoamento de von
Mises.

Este mesmo problema foi analisado pelo MEF por Owen e Figueiras (1983) e por
Owen e Liu (1985), discretizando um quarto da placa em 9 elementos finitos e

empregando o critério de escoamento de von Mises. No presente trabalho, foi utilizada a



86

mesma discretizacdo de Oliveira (2015), mostrada na Figura 6.7, em que foram
empregados 24 elementos de contorno e 72 células internas, considerando a
discretizagcdo somente na quarta parte da placa, devido a simetria do problema. Em
Oliveira (2015), foi utilizado um método de deformacgBes iniciais para andlise

elastoplastica de placas pelo MEC.
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Figura 6.7 — Discretizagcao da placa quadrada engastada em elementos de contorno e células
internas

O carregamento foi aplicado de forma incremental, considerando g = 2%, 0
parametro de fluidez é o mesmo utilizado por Owen e Liu (1985), sendo y = 0,0001/h, e
0s parametros utilizados para escolha automatica do incremento de tempo sédo n = 0,08
e no, = 1,5. Adotou-se a forma linear para a funcédo ®(F/W¥).

Pela Figura 6.8, verifica-se que a carga maxima ficou em torno de 0,42 MN/m2,

valor também encontrado por Oliveira (2015), enquanto Owen e Figueiras (1983)
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encontraram 0,4 MN/m2. No presente trabalho, a flecha alcancou valores um pouco

maiores nos valores finais de carregamento do que os trabalhos citados.
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Figura 6.8 — Curva carga-flecha para o ponto central da placa engastada

6.1.4. Exemplo 4 - Viga simplesmente apoiada

Neste exemplo, € analisada uma viga simplesmente apoiada submetida a um
carregamento distribuido g, com comprimento [ = 16in (406,4mm), largura b =
1in (25,4mm) e espessura h = 4 in (101,6mm). O material € idealmente viscoplastico
(H' = 0), possui mddulo de elasticidade E = 30x10° psi (206.820 MPa), tensdo de
escoamento o, = 36x103 psi (248,2 MPa), coeficiente de Poisson v = 0,3 e parametro de
fluidez y = 1/segundo. Os parametros utilizados para escolha automatica do incremento
de tempo sdo n = 0,05 e n, = 1,5. Adotou-se a forma linear para a funcdo @ (F/¥),
utilizou-se o critério de escoamento de Tresca e o carregamento foi aplicado de forma

incremental, considerando g = 1%,
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Esta placa também foi analisada considerando o estado plano de tenséo, pelo
MEF, por Anand et al. (1970 apud Telles, 1983) utilizando 272 elementos finitos
triangulares lineares. Utilizando o MEC e também considerando o estado plano de
tensao, Telles e Brebbia (1982) e Telles (1983) utilizaram 36 elementos de contorno e 68
células internas triangulares; e Liu e Antes (1999) fizeram a discretizagdo com 18
elementos de contorno quadraticos e 12 células internas quadréticas. A malha utilizada
no presente trabalho foi composta por 22 elementos de contorno e 8 células internas,
como mostra a Figura 6.9.

Na Figura 6.10, apresenta-se a curva carga-flecha adimensional para o ponto do
meio da viga, em que u, representa a flecha. Na metodologia utilizada neste trabalho,
ndo estd prevista a plastificacdo em camadas; assim, quando as células iniciam o
processo de plastificacdo, a carga de ruptura é logo alcancada, no valor de 0,12507. Este
€ bem proximo da carga limite calculada pela teoria de vigas. Verifica-se ainda que, no
trecho elastico, os resultados obtidos sdo proximos dos resultados encontrados com 0s
métodos MEC e MEF nos trabalhos citados, em que foram feitas analises da viga

considerando o estado plano de tensao.

Xo

° ® ® o . #—a—#—o—i—o—*—o—# ) ] ® o ) I ) I
* > ¢ o o—o+0+c—+—H * ¢ > ¢ o X
|

Figura 6.9 — Discretiza¢cdo da viga simplesmente apoiada
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

7.1. Conclusdes e consideracdes

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulacdo para andlise viscoplastica de
placas pelo método dos elementos de contorno utilizando a teoria de Reissner, que pode
ser aplicada tanto para placas espessas quanto para placas delgadas.

Foram consideradas placas de espessura constante, de material homogéneo e
isotrépico, submetida a um carregamento uniformemente distribuido, sofrendo
deformacdes plasticas apenas de flexdo. Considerou-se um procedimento de tensfes
iniciais em termos de momentos, a fim de revolver o problema viscoplastico.

As equacdes integrais que governam o problema, para deslocamentos em pontos
internos e pontos no contorno e para esforgos em pontos internos foram apresentadas.
As integrais de dominio relativas ao carregamento transversal foram transformadas em
integrais de contorno.

As solucdes fundamentais utilizadas sdo as mesmas apresentadas em Van der
Weeén (1982a e 1982b) e Karam e Telles (1988), que ndo incorporam o efeito de nao
linearidade fisica. Assim, permanece uma integral de dominio relativa a este efeito,
necessitando que parte de dominio seja discretizada em células internas.

As equac0bes constitutivas desenvolvidas sdo baseadas no modelo de Perzyna
(1966) e nos procedimentos apresentados em Telles e Brebbia (1982) e Telles (1983)
para os casos de estados planos. Para a resolucéo do problema viscoplastico pelo MEC,
foi utilizado um procedimento de passo simples de Euler e considerado um esquema
explicito de integracdo no tempo.

Considerou-se a hipétese simplificadora de que toda a secdo transversal se
plastifica de uma unica vez quando os critérios de escoamento sdo atendidos. Neste
trabalho, utilizaram-se os critérios de von Mises e de Tresca.

A solucdo com a consideracdo do modelo viscoplastico de Perzyna (1966) permite
que exista um estado de carregamento em que F >0, 0 que ndo € possivel pela

consideracdo da teoria classica da plasticidade. Assim, o excesso de deformacédo é
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dissipado ao longo do tempo, de acordo com a fluidez do material. Quanto maior a fluidez,
mais rapida € essa dissipacao. Entdo, quando a deformacéo excedente se estabiliza, o
resultado concorda com os resultados encontrados pela teoria classica da plasticidade,
0 que acontece para o tempo t = oo,

E possivel se obter resultados bem proximos da solucgéo elastoplastica quando o
carregamento € feito de forma incremental, em que se verifica que as taxas de
deformacéo viscoplastica tornam-se muito pequenas durante o0 processo de
carregamento. Assim, F = 0 é alcancado, estabilizando a deformacéo total.

Para a implementacdo do MEC, foram utilizados elementos quadraticos para a
disccretizacao do contorno e células internas triangulares constantes para a discretizacao
do dominio, ambos de geometria linear. N6s duplos e elementos descontinuos foram
utilizados para resolver os problemas de descontinuidade da normal e das condicdes de
contorno.

As integracfes foram realizadas de forma numérica, utilizando a quadratura de
Gauss, para as integrais regulares. Para as integrais singulares, foram utilizados
procedimentos especiais, como transformacéo de coordenadas e a quadratura de Kutt.

Para a técnica de solucéo do problema viscoplastico, adotou-se um procedimento
incremental de passo simples de Euler aliado a técnica tensdes iniciais. A escolha dos
incrementos de tempo € muito importante e deve ser feita segundo critérios empiricos ou
teodricos, de modo a né&o influenciar nos resultados.

A formulacdo desenvolvida foi implementada em linguagem de programacéo
FORTRAN e, a fim de se fazer a validacao da formulacdo e do programa computacional,
foram realizados alguns exemplos numéricos. No desenvolvimento do programa, foram
previstas duas possibilidades de aplicacdo de carregamento, sendo em uma Unica vez
OuU em um processo incremental.

Os resultados encontrados neste trabalho foram comparados aos da literatura
existente. Verificou-se que os resultados apresentam coeréncia com as referéncias.

Assim, pode-se concluir que a formulacdo desenvolvida e implementada se
mostrou bastante satisfatoria, permitindo a avaliagcéo dos efeitos ao longo do tempo. Além
disso, o procedimento oferece uma alternativa para analise elastoplastica, quando o

carregamento € aplicado de forma incremental.
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7.2. Sugestdes para trabalhos futuros

Para trabalhos futuros, é possivel estender a formulacdo apresentada. Como
sugestdes de outras analises, pode-se considerar: a utilizagdo de métodos implicitos para
integracé@o no tempo, de outros modelos constitutivos, a plastificacdo em camadas, o uso
de outras funcfes de escoamento, de outros tipos de carregamento e de condicdes de

contorno e a aplicacéo a problemas com materiais compaositos.
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APENDICE A

FUNCOES DE BESSEL MODIFICADAS Ko E K1

As funcdes de Bessel modificadas de ordem inteira K,(z) e K;(z) podem ser
calculadas através das expansdes polinomiais mostradas a seguir, para um argumento z

real (Abramowitz e Stegun, 1965):

a) Para 0 <z <2:

Ko =—In (%) Iy(z) — 0,57721566 + 0,42278420 (%)2 +

8

+0,23069756 (;)4 +0,03488590 (;)6 +0,00262698 (g) + (A.1)

10 12

+0,00010750 () +0,00000740 (3)

K, = %[z In @ I,(2) + 1+ 0,15443144 (;)2 -

—0,67278579 (%)4 — 0,18156897 (%)6 —0,01919402 (g)8 _ (A.2)
— 0,00110404 (;)10 — 0,00004686 (;)12]

em que:

Iy(z) =1+ 3,5156229t2 + 3,0899424t* + 1,2067492t° + 0,2656732t® +

(A.3)
+0,0360768t1° + 0,0045813¢12

I,(z) = z[0,5 + 0,87890594t + 0,51498869¢t* + 0,15084934t°® + 0,02658733t% +

(A.4)
+0,00301532t° + 0,000324¢'2

sendo:
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po 2 (A.5)

b) Para z > 2:

2 2\?
l1,25331414 —0,07832358 (E) +0,02189568 (E) —

1

KO = \/Eez
2\3 2\4 2\°

—0,01062446 (E) + 0,00587872 (E) —0,00251540 (E) + (A.6)

2\ 6
+0,00053208 (E) l

2

2 2
K, = [1 25331414 + 0,23498619 ( ) 0,03655620 (E) +

Vz e?

2\3 2\4 2\°
+0,01504268 (E) —0,0078353 (E) +0,00325614(E) - (A.7)

2\ 6
—0,00068245 (E) l

As derivadas das funcgbes K, e K; em relacdo ao argumento z podem ser obtidas

pelas férmulas de recorréncia dadas em Abramowitz e Stegun (1965), ou seja:

e(v—l)niKv_l(Z) _ e(v+1)7riK (2) = 27 eV (2) (A.8a)
. . % .

eVTiK! (2) = eVDTK_(2) - ;e‘””KV(Z) (A.8b)

. ) 2v .
e(v—l)va_l(Z) _ e(v+1)va+1(Z) — 781/111](1;(2) (A.8¢)
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. . v .
"MKy (2) = eVTITK, 4 (2) — ~e" Ky (2) (A.8d)

Utilizando-se a formula de Euler dada por et = cosf + isenf, obtém-se, a partir
das equacdes acima, as seguintes expressoes:
De (A.8d), comv = 0:

Ko(2) = —Ki(2)

(A.9)

De (A.8a) e (A.8c), comv = 1:
Kol ~ Ka(2) = - Ky (@) (A.10)
Ky(z) + K,(2) = —2K{(2) (A.11)

A partir da equacgéao (A.10), isola-se o valor K, (z) e substitui-se na equacgéao (A.11),

obtendo-se:
1
Ki(2) = ~Ko(@) =~ Ki(2) (A12)

As funcbes A(z) e B(z) séo definidas por:

2 1
A = Ko@) + = | K2~ ]

(A.13)
1 1
BG) = Ko@)+ [Ki(2) — -

As derivadas dessas expressdes em relagdo ao argumento z sdo obtidas a partir
de (A.9) e (A.12) e derivando-se (A.13), obtendo-se:



I 2 1 2 KI(Z) 1
A(z)=—K1<z)—z—2[1<1(z>—;]—;[Ko<z>+ - —;]

o)+ 2]

1]1

1
B@ =K@ -5 |k@ -] -2

Reagrupando (A.14), obtém-se:

2 2 2
2@ = K6 - [k + ke () - 5]

l; 1 2 2
B'(2) = —K;(2) — p [Ko(Z) + ;K1(Z) - ?]

Substituindo a primeira das equacdes (A.13) em (A.15), obtém-se:

A(2) =~ [2Ky(2) + 24(2)]

B(2) =~ [2Ky(2) + A(2)
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(A.14)

(A.15)

(A.15)
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APENDICE B

CALCULO DE INTEGRAIS COM SINGULARIDADE LOGARITMA UTILIZANDO UMA
TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Utilizando a quadradura de Gauss, € possivel resolver integrais com
singularidades logaritmicas, fazendo-se, antes de integrar, uma transformacédo de
coordenadas, como apresentado por Telles (1987). Com esta transformacéo, origina-se
um jacobiano que tem valor zero no ponto onde ocorre a singularidade e, assim, esta é
anulada.

Para uma fungéo f(n) a ser integrada no intervalo [—1,1] e contendo o ponto

singular 77, tem-se:

1= ranan (B.1)
-1

As transformacdes de coordenadas propostas por Telles (1987) para resolver o
problema podem ser do segundo e do terceiro graus.

B.1. Transformacéo do segundo grau

A mudanca de variavel para este caso tem a seguinte forma:
n(0) = ab? + bh + ¢ (B.2)
a qual atende as seguintes condi¢oes:

an|
aal, = °

(B.3)
n1) =1
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n(=1) =-

A solucdo para este caso sera:

a=-—c
b=1
(B.4)
_nEyr-1
‘T2
em que se deve ter |77] = 1, para que as raizes sejam reais.
Caso || = 1, tem-se:
! Ul
I = f f [(1 —07)2+ e] (1 - 67)do (B.5)
-1

Caso a singularidade ocorra em um ponto em -1 < || < 1, a integral deve ser

dividida da seguinte forma:

7 1
= Fndn + fn F(mdn (B.6)

e a expressao a seguir -e obtida para este caso:

1=j_llf[#(%m—ezne)+ﬁ—1](1+ﬁ)2(1_9)d9+

+j_11f[ﬂ( (62—1)+9)+ +1

] (1- n)(l + 9) (B.7)
2
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B.2. Transformacéao do terceiro grau

A mudanca de variavel para este caso tem a seguinte forma:
n(0) = ab®+b6? +c6 +d (B.8)
e, além das condicdes expressas por (A.3), tem-se a seguinte condicao:

d*n — o

De acordo com o apresentado por Telles (1987), pode-se expressar 0S

coeficientes da equagéao (B.8) por:

1
a=—
Q
b - 360
Q
(B.10)
362
C=—
Q
d=-b
em que:
Q =1+ 36? (B.11)

sendo 8 o valor de 6 para que n(8) = 7, calculado por:

6="Yam +In" D+ VG —In"D+7 (B.12)



Neste caso, obtém-se a expressao a seguir:

szlf[ﬁ((e—é)3+é(éz+3)

3(60 — 6%
)] 1+ 362

do
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(B.13)

(B14)
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APENDICE C

CALCULO DE INTEGRAIS EM PARTES FINITAS PELA QUADRATURA DE KUTT

O valor principal de Cauchy pode ser calculado pela quadratura de Kutt. Neste
processo, as partes finitas das integrais envolvidas sdo utilizadas (Kutt,1975).
Considere a integral mostrada na equacao a seguir, no sentido de valor principal

de Cauchy:

b1 : () Pf)
I = ja o= f(x)dx = lsl_r)r& Ua dx +fs dx} (C.1)

(x =) 4e(x—5)

coma < s < b, em que f(x) satisfaz a condicédo de Holder em s e f(s) # 0, de modo que
a singularidade € de ordem um.

Utilizando integracao em partes finitas nas duas integrais a direita de (C.1), obtém-

se:
I=1+1"
(C.2)

sendo:
r- [ 19,

x5 (C.3)

b
R R ACIIN (C.4)
X —S

N

Pode-se fazer uma mudanca de varidveis em (C.3) e (C.4), de tal forma que os

intervalos de integracdo se tornem unitarios, resultando nas seguintes equacoes:
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, (P f , (tfla—s)t+s]
I —f x_de——fO 7 dt + f(s)In|a — s]| C5)

a

dt + f(s)In|b — s]| (C.6)

" b@dxzfl[f(b—S)HS]
0 t

s X—S

Utilizando as férmulas de Kutt, para resolucéo das integrais (C.5) e (C.6), obtém-

Se:

| = f:)]:(_xi dx = —;f[(a —S)t; + slw; — f(s) In]a — s| (C.7)
b n

"= fs ){(_x)s dx =) fl(b—s)t;+s]w; —f(s)In|b —s| (C.8)

i=1

em que t; representa as coordenadas dos pontos de integracdo de Kutt e w; sédo os
fatores de peso correspondentes. Tais valores, t; € w;, sdo apresentados em Kutt (1975)

para varios valores de n.



