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RESUMO

A presenca de furos em placas estruturais muitas vezes € necessaria por razdes
construtivas, funcionais ou estéticas. A presenca de furos causa concentracdo de
tensbes nestas regibes que podem se tornar criticas na analise e no
dimensionamento estrutural. O objetivo principal deste trabalho é analisar o
emprego do Método dos Elementos de Contorno (MEC) no célculo do fator
concentracdo de tensdes K em placas perfuradas submetidas a diferentes
condices de flexdo e tor¢do. E considerada a teoria de Reissner para flexdo de
placas. As equacdes integrais do problema sdo apresentadas, inclusive com a
abordagem para placas infinitas. Os resultados foram obtidos com diferentes
malhas e foram comparados com resultados analiticos e também com resultados
obtidos com o Método dos Elementos Finitos (MEF) utilizando o programa ABAQUS
® versdo 6.14. Os resultados obtidos pelo MEC se aproximaram dos resultados
analiticos com erros pequenos mesmo com a malha mais grosseira utilizada. O
MEC mostrou-se efetivo em lidar com as concentracées de tensdes enquanto
constatou-se que o MEF exige custo computacional elevado para lidar com
problemas de concentracdo de tensdes e dominio infinito. A diferenca entre a teoria
de Reissner e do MEF aplicado a teoria tridimensional da elasticidade se faz
significativa especialmente para razdes diametro do furo/espessura da placa

menores que 2.

Palavras-chave: flexdo de placas, MEC, Teoria de Reissner, concentracdo de

tensdes, placas com furos.
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ABSTRACT

The presence of holes in structural plates is often necessary for constructive,
functional or aesthetic reasons. The presence of holes causes stress concentration
in these regions that can become critical in structural analysis and design. The main
objective of this work is to analyze the use of the Boundary Element Method (BEM)
in the calculation of the stress concentration factor K in perforated plates subjected
to different bending conditions and torsion. Reissner’s theory for plate bending is
considered. Integral equations for the problem are presented, including the
approach for infinite plates. The results were obtained with different meshes and
were compared with analytical results and also with results obtained by the Finite
Element Method (FEM) using the ABAQUS ® version 6.14 program. The results
obtained by the MEC approached the analytical results with small errors even with
the coarsest mesh used. The BEM proved to be effective in dealing with stress
concentrations while it was found that the FEM requires high computational cost to
deal with stress concentration problems and infinite domain. The difference between
the BEM with Reissner's theory and the FEM applied to the three-dimensional theory
of elasticity becomes significant especially for hole diameter / plate thickness ratios

less than 2.

Keywords: Plate bending, BEM, Reissner’s theory, stress concentration, perforated

plates.
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Capitulo 1 - INTRODUCAO

1.1 Consideragdes Iniciais

Placas sdo elementos vastamente empregados em diversos ramos da
Engenharia Civil. E possivel encontra-las, por exemplo, em edificios, contencées,
pontes, tuneis, pavimentos e obras hidraulicas. A presenca de furo nestes
elementos, muitas vezes, se faz necessaria devido a fatores construtivos,

funcionais, para reduzir peso ou até mesmo por razfes estéticas, como

exemplificado na Figura 1.1 (a, b, c):

(@) (b) (c)
Figura 1.1 (a, b, c) - Exemplos de furos em placas submetidas a flexdo na Engenharia
Civil.

Disponiveis em:
(a) <https://www.nei.com.br/produto/2010-12-sistema-de-icamento-rapido-a-r-trejor-coml-
ltda?id=e523353f-5ba7-11e4-8697-0e€94104del2e> acesso em jan. 2019
(b) <http://www.hotpar.com.br/locacao-de-andaimes/furos-e-cortes-em-concreto/furos-de-
concreto-para-construcao-civil/furos-em-lajes-de-concreto-preco-sorocaba> acesso em
jan.2019
(c)<http:/www.lord.eng.br/areadeatucao/cortes-e-furos/> acesso em jan. 2019

A investigacdo da concentracdo de tensfes pode ser feita por diferentes
métodos, como analise numérica computacional, analise experimental ou pelo
calculo analitico com a teoria da elasticidade ou da plasticidade. Desde meados da

década de 1970, a analise numérica computacional tem-se tornado uma ferramenta



fundamental para resolver uma grande variedade de problemas de engenharia
cujas solucdes analiticas sao de dificil aplicacdo ou até inexistentes.

De acordo com Cheng e Cheng (2005), o método dos elementos finitos
(MEF) e o método das diferencas finitas tém sido as ferramentas mais populares
entre os métodos numeéricos para resolverem problemas de equacgdes diferenciais
parciais. O MEF permite resolver problemas com geometrias irregulares,
carregamentos quaisquer, varios tipos de relacbes constitutivas, com
comportamento linear ou ndo linear, em uma, duas ou trés dimensdes. Entretanto,
para alguns casos, este método ndo é tdo efetivo e demanda alto esforco
computacional, sobretudo pela necessidade de refinamento da malha de
elementos, enquanto o método dos elementos de contorno (MEC) pode ser efetivo,
preciso e eficiente.

Dentre as desvantagens do MEF, destacam-se (Katsikadelis, 2002):

e E preciso discretizar todo o dominio do problema. Consequentemente,
gerar e inspecionar a malha de elementos pode ser uma tarefa ardua e
trabalhosa, especialmente quando a geometria ndo é simples. Por
exemplo, quando hé furos, fendas e cantos, se faz necesséario um alto
refinamento da malha nessas regides criticas, de gradientes elevados;

e Para problemas regidos por equacdes diferenciais de quarta ordem ou
superior, como é o caso de equacdes de placas e cascas, as formulacdes
tornam-se extremamente trabalhosas e até mesmo impraticaveis com o
MEF,;

e Embora o MEF calcule precisamente a fungcédo campo, ele € menos efetivo
em determinar suas derivadas, sobretudo porque os campos secundarios
sdo calculados derivando-se as funcdes de forma. A precisdo destes
resultados cai consideravelmente em areas com altos gradientes;

e A equacao diferencial é aproximada em todo o problema.

Em contrapartida, o MEC possui varias vantagens, como:

e No caso da formulacao pura do MEC, é necessario discretizar apenas o
contorno do problema, o que torna facil a modelagem numérica e reduz a
dimensado geométrica das incégnitas em uma ordem. Consequentemente,

ajustes geométricos se tornam mais faceis;



e Facilidade na implementacdo de problemas com dominio infinito;

e O método é efetivo no calculo das derivadas das incognitas. O MEC pode
lidar facilmente com forcas e momentos concentrados, tanto dentro do
dominio quanto ao longo do contorno;

e O MEC é adequado para resolver problemas em dominios com
peculiaridades geométricas, como trincas e furos;

e Apenas as condicbes de contorno sdo aproximadas, pois o uso do
teorema de Gauss-Green e da solucdo fundamental na formulagdo do

meétodo permite calculos sem aproximacdes no dominio.

Entretanto, o MEC possui algumas desvantagens perante o MEF:

e A aplicagdo do MEC requer uma soluc¢ao fundamental, ou seja, ndo pode
ser utilizado para um problema que ndo possua uma solugéao fundamental
conhecida ou que ndo possa ser determinada.

e Embora as matrizes geradas pelo MEC possuem menor tamanho que as
geradas pelo MEF, essa vantagem € relativa por serem cheias e nao
simétricas;

e A implementacdo normalmente € muito mais dificii comparada a
implementacdo do MEF devido a maior complexidade da formulag&o

matematica.

Dentre os modelos tedricos para estudo das placas submetidas a flexao, dois
deles se destacam: a teoria de Kirchhoff, também chamada de teoria classica, e a
teoria de Reissner. A teoria de Kirchhoff se restringe as ndo deforméaveis por
cortante com pequenos deslocamentos. Uma das hipéteses desta teoria é que a
normal a superficie média indeformada permanece normal apds a deformacéo, ou
seja, as deformacdes por cisalhamento transversal sédo desprezadas.

A teoria de Reissner considera as deformacfes por cisalhamento, sendo
necessario satisfazer trés condi¢cdes de contorno ao longo do bordo, em vez de
duas, requeridas pela teoria classica. Esta teoria gera resultados mais precisos que
a teoria de Kirchhoff, especialmente em pontos proximos ao contorno e ao redor de
furos, cujos diametros sejam da mesma ordem de grandeza da espessura da placa
(Reissner, 1945).



1.2 Justificativa

A concentragao de tensdes e deformagdes em furos torna estas regides uma
zona critica em elementos estruturais e a descontinuidade fisica dificulta a anélise
dos esforgos, ja que as solucdes analiticas de facil utilizacdo sédo escassas.

O conhecimento das concentracdes de tensdes nos bordos de furos é
fundamental para permitir a elaboracéo de projetos com mais precisao, garantindo
a seguranca e o bom desempenho do elemento estrutural.

As solucbes analiticas conhecidas para o problema de placas perfuradas sao
escassas e restritas a casos determinados devido a complexidade das expressoes,
especialmente quando se faz necessario considerar as deformac¢des por cortante.
Neste cenario, 0 MEC pode ser de grande valia, pois € capaz de gerar resultados
com boa precisdo e com eficiéncia computacional maior do que outros métodos,
como o MEF (Fernandes et al. 2009).

Héa escassez de trabalhos que avaliem o desempenho do MEC em lidar com

concentracfes de tensdes na andlise de placas fletidas.

1.3 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo analisar o emprego do método dos
elementos de contorno para calculo da concentracéo de tensdées em placas com
furo circular, de material linearmente elastico, isotrépico e homogéneo, submetidas
a flexdo, considerando a teoria de Reissner. Os resultados obtidos com o MEC
serdo comparados com resultados analiticos e com resultados obtidos pelo método

dos elementos finitos.



Capitulo 2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Principais Trabalhos sobre Flexdo de Placas com o MEC

A formulacdo do método de elementos de contorno foi primeiramente
aplicada a placas por Jaswon et al. (1967), ainda na forma indireta, que
desenvolveu a solucao diferencial biharmdnica em termos de equacdes integrais e
aplicou os resultados a problemas de placas submetidas a flexdo. Em seguida,
Hansen (1976), Bezine (1978), Stern (1979) e Tottenhan (1979) apresentaram
formulagbes do MEC na forma direta para andlise de flexdo de placas, inclusive
perfuradas, e para qualquer condi¢cao de contorno.

Weeén (1982) foi pioneiro em aplicar o MEC a teoria de placas de Reissner.
Em seu trabalho, é apresentada uma forma de obter as solu¢cdes fundamentais para
os deslocamentos e forcas de superficie, essenciais para aplicacdo do método.
Weeén aplicou o método utilizando elementos isoparamétricos quadréaticos
apresentando resultados para placas circulares e retangulares. Em seguida, Karam
(1986), Karam(1988), Karam (1992), Ribeiro (1992), entre outros, desenvolveram
trabalhos com o MEC para flexado de placas pela teoria de Reissner, inclusive para
problemas de plasticidade.

2.2 Principais Trabalhos sobre Flexdo de Placas Perfuradas

Goodier (1936) estudou a influéncia de furos em placas submetidas a flexao
e a distribuicdo de momentos ao redor dos mesmos baseando-se na teoria de
Poisson-Kirchhoff para placas finas, ou seja, desconsiderando as deformac¢des por
esforco cortante. Em seu trabalho, sdo apresentadas as expressdes para a
deflexdo e esfor¢cos na placa considerando a existéncia de furos circular e eliptico.

Chow (1961) apresentou as expressdes dos esfor¢cos e deslocamentos do
problema de placa moderadamente espessa submetida a flexdo com um furo
eliptico utilizando a teoria de Reissner.

Chen e Archer (1989) investigaram e apresentaram as expressdes para
tensdes proximas a furos circulares em placas espessas submetidas a flexao
utilizando uma teoria de placa de décima segunda ordem. Os autores compararam

os resultados de sua teoria com os resultados obtidos pela teoria de Reissner e



pelas expressdes que Alblas (1957) obteve através do desenvolvimento das
equacdes da teoria da elasticidade tridimensional.

Patel e Sharma (2015) desenvolveram expressdes analiticas através da
formulacéo de varidveis complexas de Muskhelishvili e analisaram a resisténcia a
flexdo de uma placa com furo quadrado.

Shivakumar e Newman (1992) implementaram o MEF baseado na teoria da
elasticidade tridimensional para estudar a concentracdo de tensées em placas
perfuradas submetidas a tens&o no plano da placa, flexado e carregamento aplicado
na parede do furo. Para as placas fletidas, os autores comparam seus resultados
com os gerados pelas teorias de Reissner (1945) e de Neuber (1946).

Louhghalam et al. (2011) desenvolveram uma abordagem numérica
implementada com o MEF capaz de obter resultados satisfatorios de tensdes nos
bordos de furos retangulares de uma placa submetida a flexdo. Essa abordagem
foi bem-sucedida, inclusive para malhas relativamente grosseiras nos bordos dos
furos, onde se localizam concentracfes de tensdes.

Tafreshi e Thorpe (1995) apresentaram um estudo sobre as concentra¢des
de tensdes ao redor de um furo obliqguo numa placa submetida a flexdo. Os autores
utilizaram o MEF e o MEC para obtencdo dos resultados e variaram a relacéo
espessura-diametro e o angulo formado pelo eixo do furo e a normal da superficie
média. Em alguns casos, o MEC, mesmo com nove vezes menos elementos,
obteve precis@o superior no calculo das tensdes em relacao ao MEF.

Yang et al. (2010) utilizaram o MEF para investigar os campos de tensdes e
deformacfes numa placa infinita contendo um furo circular submetida a flexao.

Bert (1988) fez uma reviséo sobre o fator de concentragéo de tensdes, obtido
por varios autores, para placas finas com furo circular sujeitas a diversos campos
de tensdes. Em 2001, o mesmo autor publicou as expressfes obtidas para o
mesmo tipo de placa submetida a um campo de momentos generalizado.

Hicks (1963) apresentou o campo de tensdes e suas concentracdes para
diversas combinacdes de carregamento em placas com varias combinacdes de
furos circulares.

Rubayi (1975) analisou a concentragdo de tensfes em uma placa com
formato e furo circular submetida a flexdo, de forma experimental, através de

método fotoelastico tridimensional.



Dumont (1939) analisou as concentracbes de tensdes aferindo as
deformacfes e monitorando o carregamento aplicado, gerador de momento fletor,
numa placa de aluminio com um furo circular. O experimento gerou resultados com
erros insignificantes comparados aos previstos pelas expressdes de Goodier
(1936) para placas finas.

Ukadgaonker e Rao (2000) desenvolveram uma solucéo geral, a partir das
formulacbes de Lekhnitskii (1968) e Savin (1961), para placas anisotropicas
perfuradas submetidas a flexdo, e apresentaram as expressées dos momentos
para furos circulares, elipticos, triangulares, quadrados e retangulares.

Hsieh e Hwu (2002) desenvolveram o formalismo de Stroh-like, que torna
possivel obter solu¢des analiticas de problemas de flexdo de placas anisotrépicas
com furos ou fissuras utilizando diretamente as solucdes dos problemas
bidimensionais correspondentes. Os autores ainda apresentam exemplos
utilizando o citado formalismo e solucbes analiticas, provando a sua exatidao,
simplicidade e generalidade.

Wang e Hasebe (2000) analisaram a flexdo de placas finas com furos e
fissuras. Os autores chegaram a expressdes finais de momentos e deslocamentos
através de uma forma integral da funcéo de Green.

Lee e Conlee (1968) desenvolveram expressfées dos momentos e
deslocamentos para uma placa infinita com um furo circular submetida a flexado
baseadas na teoria tridimensional de placas espessas de Lee e Donnell (1958).

Pilkey e Pilkey (2008) reuniram em sua obra centenas de expressdes para
determinacdo de fatores de concentracdo de tensdes para diversos tipos de
problemas da engenharia. Sua publicacdo aborda diversos tipos de elementos
como vigas, placas, eixos e cascas submetidos a varios tipos de carregamentos e
condicBes. Sobre o problema de concentracdo de tensédo no bordo de um furo numa
placa submetida a flexao, Pilkey e Pilkey (2008) reuniram as expressoes dos fatores
de concentracdo de tensdes para placa infinita com um ou mais furos circulares,
placa com comprimento infinito e largura finita com furo circular, placa infinita com

um ou mais furos elipticos e placa infinita com furo circular submetida a torgéo.



Capitulo 3 - A TEORIA DE REISSNER PARA FLEXAO DE PLACAS

3.1 Consideracgoes Iniciais

No estudo da Engenharia, placas sdo elementos estruturais em que uma de
suas dimensfes € pequena em relacdo as demais e que est4d submetida a
carregamento ortogonais ao seu plano. A superficie equidistante das superficies
limites € denominada superficie média.

Diversas teorias foram desenvolvidas para descrever o comportamento de
placas. A teoria de Kirchhoff (1850), também chamada de teoria classica por muitos
autores, foi desenvolvida para a aplicagéo restrita a placas finas com pequenas
deflexdes, desprezando as deformacbes cisalhantes. Posteriormente, Karman
(1910) apresentou uma teoria aplicavel a placas finas com grandes deslocamentos.
Reissner (1945) desenvolveu uma teoria capaz de considerar as deformagdes por
cortante e € aplicavel a problemas de placas finas e moderadamente espessas,
sendo de grande utilidade para a engenharia.

Embora a teoria classica seja capaz de produzir resultados com precisédo
satisfatoria para placas finas, esta precisdo decai a medida que se aumenta a
espessura da placa. Analises exatas da placa pela teoria da elasticidade
tridimensional revelam que este erro € da ordem da espessura da placa ao
guadrado. Experimentos mostraram que a teoria classica de Kirchhoff subestima
as deflexdes e superestima as frequéncias naturais e cargas criticas de flambagem
para placas de espessura moderada. Estas discrepancias sao causadas pela

desconsideracdo das deformacdes cisalhantes (Szilard, 2004).

3.2 Formulagéo

A teoria de flexado de placas de Reissner € uma teoria mais refinada que a
teoria classica. A teoria classica ignora as deformacdes cisalhantes e produz
resultados insatisfatorios nos bordos, cantos da placa e proximos a furos com
diametro da ordem de grandeza da espessura, além de ndo ser aplicavel para
problemas de placas espessas. Na teoria de Reissner, a deformacéo cisalhante é
considerada e os efeitos da espessura ndo sao desprezados. Esta teoria baseia-se

na teoria da elasticidade e no principio de Hellinger-Reissner, donde se obtém um



problema de integracdo de sexta ordem que satisfaz trés condi¢cdes de contorno
para cada bordo. As principais hipéteses de Reissner séo:

e A superficie média é indeformavel,

e Os deslocamentos sédo pequenos;

e A placa é constituida de material elastico linear.
Considerando uma placa com espessura uniforme h, com coordenadas x,

na superficie média e x; transversal a mesma, as condi¢des de contorno nas faces

da placa sdo (Weeén, 1982):

Oqz =0 033 = &

N |

para x; = i% (3.1)

As tensdes ao longo da espessura variam conforme as seguintes equacoes:
12M g
h3

30, 2x3\*
Ta3 = z—h[l - <T)

Oap = X3

(3.2)

onde M,z sdo os momentos resultantes, Q, 0s cortantes resultantes. As tensoes
normais o3, transversais ao plano da placa, podem ser consideradas despreziveis
em relacdo as demais. Os indices a e B variam de 1 a 2.

Como apresentado por Weeén (1982), baseado em Reissner (1945), é
possivel chegar nas seguintes equacdes de equilibrio através da analise do

equilibrio de um elemento da placa:

Quatq=0
Mugp—0Q,=0

sendo M,z os momentos resultantes, Q, 0s cortantes resultantes e g a carga

(3.3)

transversal distribuida.
A Figura 3.1 apresenta um elemento de placa com as resultantes de tensdes

na superficie média e sua convencéo de sinais positivos.
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e
I M11+
5, ¥

O 1)
X

\‘\q’ Q1+a—x1dx1
N

Figura 3.1 — Resultante das tensdes na placa e convencao de sinais.

As tensodes resultantes por unidade de comprimento na superficie média sao

obtidas integrando as componentes de tensao o,z ao longo da espessura:

h

2
Myp = fhaaﬁ X3 dxs

(3.4)
h

2
Qn = j-ho-a3 dxs
2

Através de ponderacdes dos deslocamentos v, e v, onde v, é a rotacdo da
normal & superficie média na direcdo a e v; € 0 deslocamento transversal num
ponto na superficie média da placa, é possivel chegar as seguintes expressdes

para os deslocamentos generalizados:
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(3.5)

l dx;

Karam (1986) ainda apresenta as deformacdes especificas generalizadas

em funcéo dos deslocamentos generalizados, considerando regime elastico linear:
1
Xap = E (d’a,ﬁ + ¢B,a)
(3.6)
lpa = ¢a + W,a
onde x,z sdo as deformagGes especificas de flexdo e ¥, as de cisalhamento.

Weeén (1982) apresenta as expressdes dos esforcos generalizados, que

podem ser obtidos pelo teorema de Castigliano:

D(1—v) 2 Vg
Myp = T(d)aﬁ + dpa t 1> byy 6aﬁ) + m 604[3
(3.7)
D(1 —v)A2
Qq = — (P +we)
onde:
=" __ - yigidez a flexdo da pl
= aoy - Nigidez a flexdo da placa

coeficiente de Poissom
modulo de elasticidade longitudinal

10 r s ~ .
A= g = constante caracteristica das equacoes de Reissner

8qp= delta de Kronecker
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As equacbes (3.7), se inseridas nas equacdes de equilibrio dadas em (3.3),
geram um sistema com oito equacgdes, satisfazendo a trés condi¢cbes de contorno
por bordo. Com manipulagcdes matematicas convenientes, € possivel condensar
estas equacgdbes num sistema com trés equagOes diferenciais parciais (Karam,
1986):

T = 0L (v2w)
QO{ AZ Qa Az(l—V) q,a_ axa w
(3.8)
2-v)
4 2, _
D|7w+/12(1_v)|7q q

3.3 Condigbes de Contorno

Para aplicacdo pratica, € necessario prescrever o deslocamento %, ou a
forca de superficie p, em cada uma das trés direcdes generalizadas ao longo dos
bordos, satisfazendo, portanto, trés condi¢cdes de contorno. Desta forma, na parte
do contorno onde os deslocamentos sdo prescritos, chamada de I, o0s

deslocamentos sao:

(3.9)

onde a barra sobre as variaveis representa que a variavel é prescrita.
De forma analoga, na parte do contorno onde as forcas de superficies sédo

prescritas, chamada de I, as forcas de superficies séo:

Pa = Pa

_ (3.10)
b3 =P3
O contorno total I é definido por:
r=r,ur, (3.11)



e as forcas se superficie sdo expressas por:

Pa = Mgpgnp
ps = Qgng
Pa = Maﬁ’n/?

Ps = Qpng

13

(3.12)
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Capitulo 4 - O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
APLICADO A TEORIA DE REISSNER

4.1 Consideracdes Iniciais

O método dos elementos de contorno foi desenvolvido como um método
numérico com o intuito de solucionar equacgdes integrais. A principal caracteristica
do método € que as equacdes diferenciais que governam o problema s&o
transformadas em equacdes integrais definidas no contorno do problema e, depois,
escritas em forma discretizada, introduzindo-se um numero finitos de elementos
localizados apenas no contorno. Consequentemente, as aproximacoes feitas no
calculo sao restritas ao contorno, enquanto as equacfes sao satisfeitas em todo o
dominio. Portanto, ndo é necessaria discretizacdo do dominio, reduzindo a
guantidade de incognitas e, consequentemente, o esforco computacional (Szilard,
2004).

Uma das principais vantagens do MEC é a reducdo na ordem do sistema de
equacdes que governam o problema, causada principalmente pela reducédo de uma
dimensao do problema. No caso das placas, o contorno sera referente a superficie
média e os elementos serdo bidimensionais. Além disso, o MEC requer menos
dados de entrada que métodos tradicionais como o MEF e o método das diferencas
finitas (Paiva, 2018).

4.2 Equacéo Integral Basica

Conforme apresentada por Weeén (1982) e Karam (1986), a equacao
integral do problema de placas de Reissner pode ser obtida através do teorema de
Betti e por Residuos Ponderados. A deducéo da equacéo pelo teorema de Betti €
apresentada a seguir. Os indices latinos variam de 1 a 3 e os romanos variam de 1
a 2. A partir deste capitulo ¢, e w serdo chamados respectivamente por u, € us,

ou genericamente por .



4.2.1 Consideracfes Preliminares
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Seja uma placa definida por um dominio 2 representado pela sua superficie

média e um contorno I, representado pela linha que a circunda, em estado de

equilibrio, sujeita a um carregamento transversal g atuando em 2 e possuindo uma

espessura constante h.

Sejam as condicBes de contorno para as trés direcdes generalizadas da

placa:

sendo:
r=rn,ur,

(4.1)

Seja ainda um dominio 2* com um contorno I'*, também em equilibrio, e

contendo a referida placa

X3

Figura 4.1 — Placa 2 + I" contida na regido 2* + I'*

Considerando as equacdes dadas no capitulo anterior, tem-se:

i) Para a regiao (2 + I'):
Deslocamentos: uy
Forcas de superficie: p;

Sendo:




16

Pa = Mgpng

(4.2)
p3 = QaNg
Deformacgdes especificas:
Hap = Yap (4.3)
Yo =uUg + U3 ¢
Esforcos:
1-v) 2v vq
Maﬁ =D (ua,ﬁ + uﬁ,a + —1 — uy’yc?a/;) + —(1 — V)/lz 6aﬁ
(4.4)
(1—-v)A?
Q.=D T (ua + u3,a)
Equacbes de equilibrio:
Maﬁ,ﬁ —Qe=0 4.5)
Qa,a +q=0
i) Para a regido (2" +TI'"):
Deslocamentos: u”*
Forcas de superficie: p;*
Sendo:
Do = aﬁ*nﬁ (4.6)
p3" = Qa*na
Deformacdes especificas:
Hap = Yo @.7)
Yo =ug + ug,a
Esforgos:
. 1-v) . . 2v .
Ma,B =D 2 (ua,ﬁ +uﬁja +muy’y 5a[g>
(4.8)
L @-na .
Qa - (ua + u3,a )
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Equacdes de equilibrio:

Ma,B,B* —Qq +tF =0
(4.9)
Qa,a* + F3* =0

onde F,"sdo componentes das forcas de dominio definidas a fim de se obter a
solucédo fundamental. Estas se distribuem ao longo da espessura como mostrado

abaixo:

% 12")63 *
fa =3 fa

., 3F;" 2x5
s =% [“(T)

4.2.2 Deducdo da Equacéo Integral Basica Através do Segundo Teorema de

Betti

(4.10)
2

A primeira das expressoes (4.4) pode ser escrita ha forma:

_ vV
Ma'ﬁ = Ma'ﬁ + mQ6aﬁ (4.11)
Sejam:
Maﬁ = CaﬁyHXyO
Map = CapyoXyo (4.12)

Qp = C3pye¥e
QE = 633391/1*9

onde:
Cigje S0 as componentes do tensor de quarta ordem de constantes elasticas (para

0 caso isotrdpico).
Considerando as equacdes (4.12), pode-se escrever:
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MagX;g + Qp¥p = CapyoXyoXap + Csﬁs(ﬂ/’el/)*ﬁ (4.13)

Reagrupando o segundo membro e considerando que:

Cigjo = Cioip (4.14)
fica:
MaBX;ﬁ + Qﬁlp/*z = Xye(CyGaBX;z/?) + l/)g (CBHBBIIJ*ﬁ) (4-15)
Ou ainda, considerando (4.11)(4.11) e (4.12):
M Ya0ap_) g C =X oM ; (4.16)
ey ap T Qp¥p = XyoMyo + 1600 :
Assim, pode-se escrever a seguinte equacéao integral, envolvendo integrais
de dominio:

j (MjpXap + Qithe) d2 = j (MopXip + Qatbs) d2 — q6apXypd  (4.17)
n n

),

Substituindo as equacotes (4.3) e (4.7) em (4.17) e integrando por partes
(usando a divergéncia) em ambos os lados, obtém-se:

]M;ﬁuanﬁ dF—jM;ﬁ,ﬁua dn +JQ;ua dfn +JQ;§u3na dr
r 0 0 r

- | Qians a0
@ (4.18)

= ]Maﬁu;;nﬁ dF—JMaﬁ,ﬁuZ dQ+anuZdQ
r 0 0

+ anugna dar — J Quoqus df) — q Ugq df
r 0

),

Considerando as expressdes (4.2) e (4.6), e ainda, as equacdes de equilibrio

(4.5) e (4.9), a expressao anterior fica:
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J.p;ua dI’—fQZ‘{ua df +fF0;*ua d.()+fQ;ua df —fp§u3 ar
r 0 0 0 r

+fF§‘u3 dn
@ (4.19)

= fpau;*{ dF—an Uy, dfl +anu;d.Q +fp3u§ ar
r 0 0 r

v
3dd — ——— oo dfd
+.[Qqu3 (1_1/)12 Lq ua,a

Cancelando os termos iguais e escrevendo de forma genérica para as trés
direcbes, tem-se a expressao a seguir, correspondente ao Segundo Teorema de
Betti:

v
fFjuj df = fpjuj dl"—fujpj dl"+f q(u; —mu;a) dn (4.20)
0 r r o

As forgas de dominio F;" sdo forcas generalizadas concentradas unitarias
aplicadas em cada uma das trés dire¢cdes generalizadas de um ponto pertencente
a regido N, o qual sera chamado de ponto carga ou fonte e representado por ¢.

Essas forcas podem ser representadas por:
F'=68(x—%&)p; (4.21)

onde:
pP.=1 (4.22)

sendo:
6(x — &) =funcédo generalizada delta de Dirac com singularidade em ¢.

A funcéo delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

f 90 8(x = §)dax) = {ggzj?;i)?* (4.23)

Considerando (4.21) e (4.23), a primeira integral de (4.20) fica como

mostrado a seguir, sendo agora ¢ pertencente a regido :
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0

E, considerando (4.22):

3
f Frydo = Zuj(f) (4.25)
0 =

Considerando agora cada carga concentrada generalizada unitaria atuando

independentemente, pode-se escrever:

u’; = urj(fl x)Pl

pj = pi;j(§, X)P;

(4.26)

sendo:

& ponto fonte, isto é, ponto onde sdo aplicadas as cargas concentradas
generalizadas unitarias.

X. ponto campo, isto €, ponto onde sdo observados os efeitos das cargas
unitarias aplicadas.

u;;(§,x): deslocamento generalizado na dire¢do j do ponto X, correspondente
a uma forca generalizada concentrada unitaria aplicada na direcdo i do ponto €.

p;;(§,x): forca de superficie generalizada na direcdo j do ponto X,
correspondente a uma for¢ca generalizada concentrada unitaria aplicada na direcao
i do ponto ¢.

Pode-se entdo escrever trés equacdes da forma seguinte, sendo validas
para um ponto ¢ qual quer situado no interior da regido Q, onde as cargas unitarias

séo consideradas atuando em cada uma das trés dire¢cdes generalizadas:

w@ = | [y € 0p, 0 = piy € 0 lar o w27

N G R e P GR| LIGELIE
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Transformando a integral de dominio relacionada a carga transversal para
uma integral no contorno, utilizando o teorema da divergéncia, e admitindo a carga

constante, obtém-se:

w (&) = f [, €, 00, () — iy (6, )y (0] AT )
r
(4.28)
v

v [viaten - g i 0] natadrco

onde os termos com asterisco referem-se a solug¢do fundamental de Kelvin.

4.3 Solucédo Fundamental

Para aplicar o MEC a teoria de Reissner para flexdo de placas, se faz
necessario determinar a solucdo fundamental do problema, cujos tensores
aparecem nas equacoes integrais (4.27) e (4.28). A solucao fundamental € uma
solucéo particular do problema, que satisfaz as condi¢cdes de equilibrio quando se
considera que as forcas de dominio sdo forcas concentradas generalizadas
unitarias aplicadas no ponto fonte.

As seguintes expressdes para a solucdo fundamental u;; podem ser
encontradas em Weeén (1982) e obtidas pelo método de Hormander:

1

Whp = m{[BB — (1 =v)(2Inz = 1)]645 — [BA+ 2(1 = V)] o7 4}

*

1
Wy =—ub, = 87T_D(2 Inz—-1)rr, (4.29)

>[(1=v)z*(nz —1) — 8Inz|

Uy = ——————
37 8rD(1—v)A

sendo:

r =,/r,1, = distancia entre o ponto fonte e o ponto campo (4.30)
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Toq = xa(x) - xa(f) (431)

or Ta Jar
r,azmz?—_m (432)
zZ=Ar (4.33)

A(2) = Ko(2) + 2271 [Ky(2) — z71]
(4.34)
B(2) = Ko(2) + z7[K1(2) — z71]

onde K,(z) e K{(z) sdo funcbes de Bessel modificadas de segunda espécie de
ordem O e 1 respectivamente, cuja determinacdo pode ser feita pelas expansdes

polinomiais apresentadas em Abramowitz e Stegun (1965).

4.4  Forcas de Superficie Generalizadas

As forcas de superficies referentes a solucdo fundamental, presentes nas equacdes

(4.27), sao dados por:

1
p}*,a =~ I [(4A 4 2zK1 + 1 =) (1,04 +74n,) + (4A+ 14+ V)1 1,

—2(8A+2zK1 + 1 —=V)r v 7]

22
pi, =5—(Bn, —Ar,r,)

3 2m (4.35)
RN,
. 1
P33 = ~5 2 Tn
onde:
or (4.36)

r,=———=71,n
o an(x) e
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4.5 Equacao Integral para um Ponto no Contorno

Para solucionar o problema no contorno, sera necessario escrever a
equacao integral (4.27) para um ponto ¢ do contorno. Para isto, sera inserido um
arco de circunferéncia no contorno, cujo centro sera o ponto ¢, de raio €, conforme

Figura 4.2.

Figura 4.2- Ponto & no contorno de uma placa.

Desta forma, a equacao integral (4.27) fica:

w®=[  wEon@drem - | pE0u@dre)

(4.37)
#] [uben - G tiane 0] 400000

Analisando o limite de cada termo da equacéo (4.37) para € tendendo a zero,
considerando as singularidades presentes nas expressdes dos deslocamentos e
forcas de superficie generalizadas, € possivel chegar na equacéo seguinte, escrita

para um ponto ¢ qualquer (Karam, 1986):

Cy () (E) = f (€, 0, (x) dI'(x) — f p1, (€, 0 () I ()
(4.38)
[ [uise 0 - = e 0] a1
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Tém-se 0s seguintes valores para os componentes da matriz C:

Cij = 6;; quando ¢ € ponto interno

6

Cij = f quando ¢ é ponto de contorno suave

A integral de dominio em (4.38) pode ser transformada em integral de

contorno como no item 4.2, obtendo-se:

o) = [ [y (600,60 = i€, 1, (9 r 9

(4.39)
v

#0 | [ViaC60) ~ g a0 | maCOdr o)

4.6 Deslocamentos nos Pontos Internos

Os deslocamentos nos pontos internos podem ser obtidos a partir da

equacao (4.28), ou seja:

u(® = [ [ui 6 0p, — € V0] dreo
) (4.40)

* v *
+ QIF [Vi,ﬁ(f; x) — muiﬁ(f, X)] np(x)dl'(x)

4.7  Esforcos nos Pontos Internos

Os esforcos nos pontos internos podem ser determinados substituindo a
expressao (4.40) e suas derivadas nas equacdes dadas em (3.7). E possivel chegar

na seguinte expressao para os momentos fletores:

Map = | 0o (E0P AT ~ | P60 (0T ()

(4.41)
vq

+q fr WigE DA + ey
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cujos termos relacionados a solugédo fundamental sdo:

* 1
Uppy = =7 [(#A + 22K1 + 1 = V)(SapT + Sugrp)

—28A+2zK1 +1—=Vryrer, + (4A+ 1+ V)81, | (4.42)

N ¢ ) (2(1+v)

Ugpz = — oy a—m Inz — 1) Oap + Zrﬂrﬁ] (4.43)

. D(1—v)A?
Paps = — 4 — |24 + 2Ky) (rpng + 1anp) — 2(4A + 2K)TaT g0

+ 248,57y (4.44)

. r
Wep = —@{(4 Inz —3)[(1 = v)(rpng + rang) + (1 + 3v)8ap7,]

v
+4[(1 = VIrer g+ v8ap|Ta} — A2 Up gy Ty (4.45)

D(1—-v)
Amrr?
+ (44 + 1+ 3v)84pm,

*

Papy = {(44+ 2z Ky + 1 =) (8yqnp + 6y p14)

— (16A + 62K, + z°Ko + 2 — 2v).[(narp + ngro )y,

+ (8yars + SypTa) ]
— 2(8A + 22Ky + 1+ v)(8p7yTn + 1y p)

(4.46)

+ 4(24A + 82K, + 22Ky + 2 — 2V)1o1 gy T }

e pode-se chegar a seguinte expressdo para os esfor¢os cortantes:

0= [ wipE 0PI ~ [ Pl DN
(4.47)

+q jr Wiy (&, )l (x)

cujos termos relacionados a solugédo fundamental sdo:
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2

. A
u3ﬂ}/ = E [BSa[; - AT"VT"[;] (448)
. 1
U3p3 = 2y B (4.49)
. —D(1 —v)A?
Psgy = = a4mr (A + zK1) (8y7n + Tymp) + 2 Ay — 2(44 (4.50)
+ 2Ky )Ty 1 g7 |
. D(1—v)A?
Pips = — 54—z (@B + Dng — (224 + 2rmy | (4.51)
Wig = o [(2Inz — Dng + 2rp7,| — Az U3, My (4.52)

4.8 Esforcos no Contorno

Para a obtencéo dos esforcos num ponto do contorno, as expressoées (4.53)
e (4.54) podem ser obtidas da relacdo entre forcas de superficie e esforcos

solicitantes:

Pa = Myp.Tig (4.53)

onde p, sado as forcas de superficie, 1\7104; 0S momentos e iz 0S cossenos diretores

da normal ao contorno, referentes ao sistema local de coordenadas x;xX, como

ilustrado na Figura 4.3:

X,

X,

Figura 4.3 — Sistema de coordenada local no contorno I'.
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Conforme a Figura 4.3, os cossenos diretores da normal ao contorno em um

ponto determinado séo:

_ T o
n{ =COS—=
1 2

ny, =cos0 =1 (4.55)

Logo, substituindo os valores de n; e n, em (4.53), obtém-se:

(4.56)

Qz=m

Portanto, uma vez conhecidas as forcas de superficie, sejam prescritas ou
calculadas da resolucdo das equacdes integrais de contorno, é possivel determinar
duas componentes de momento e uma de esforco cortante. Para determinacao da
terceira componente de momento, conforme deduzido em (Ribeiro, 1992), é
possivel utilizar um esquema de diferencas finitas a partir da relacdo momento-
curvatura. Com o emprego de elemento quadratico, obtém-se as expressdes do
momento em cada nd k; em funcdo dos valores de deslocamentos nodais do
elemento:

_ 1 — — — _ %
M&* =D (1-v?) [Z(—sufl + 40, — Uf3)l +v- Mo+ yEk
]

_ 1, _ — _ v
M{*=D-(1-v? lr(U{% - U l +v e My5 + 34 (4.57)
]

1, _ — — _ 4
M =D - (1-v?) lf (30;% — 40, + Ufl)l +v e My3 + 54
J

onde U é o deslocamento nodal na direc&o 1 no né k;.
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4.9 Regides Infinitas

E possivel aplicar a presente formulagéo para o caso de placas infinitas. Para
isso, como mostrado por Karam (1986), pode-se considerar um contorno
infinitamente distante do ponto ¢ e analisar o efeito que esta consideracdo tem nas
equacdes integrais.

Seja uma placa com uma ou mais cavidades de contorno I". Imagina-se um

contorno circular I, infinitamente distante de seu centro, ¢, pertencente a cavidade,

e cujo raio é p (Figura 4.4).

Figura 4.4 - Regido infinita com uma cavidade.

Neste caso, pode-se escrever a equacao (4.39) para a regiao 2 de contorno

I' +1I,, onde ¢ € um ponto de I" e, considerando q nula, tem-se:

€@y + [ i Dy @A + | pj € dr)
’ (4.58)
= | ui&0p,0are + | i@ 0p,mdreo)

p

Se a condicao de regularidade for atendida, ou seja, o limite das integrais em

I, for igual a zero, restardo na equacao (4.58) apenas as integrais definidas em I':
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€@y © + [ i Du@Are) = | iy 0p,0dr o) (4.59)

E possivel encontrar em Karam (1986) a demonstracdo do atendimento da
condi¢céo de regularidade desta equacado. A autora analisou o comportamento dos
termos relacionados a solugdo fundamental presentes nas integrais em I, bem
como o comportamento de u;(x) e p;(x) no infinito.

Deve-se garantir que a normal aos elementos aponte para fora de 2, ou seja,

para o interior do furo e o sentido de integracdo sera horério (Figura 4.5):

Figura 4.5 — Sentido da normal ao contorno e da integracéo para o caso de placa infinita.
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Capitulo 5 - IMPLEMENTACAO NUMERICA

5.1 Consideragdes Iniciais

Para resolver o problema de placas por meio das equacdes integrais com o
MEC, sao consideradas fungbes aproximadas para as variaveis do problema e as
equacdes integrais sdo transformadas em equacdes algébricas.

Para a implementacdo numérica, é necessario dividir o contorno em

elementos, cada um destes consistindo em uma parte I; do contorno e contendo

certa quantidade de nds, o que depende das funcdes interpoladoras empregadas.
Para o caso de presenca de furo na placa, o contorno do furo também deve ser
discretizado no sentido inverso ao sentido empregado no contorno da placa, para
que a normal ao elemento aponte para fora do dominio 2.

Admitem-se funcdes interpoladoras que aproximaram os valores nodais
previamente definidos ao longo do contorno da placa. As funcdes interpoladoras
sdo utilizadas tanto para aproximar a geometria quanto os valores das incégnitas,
e podem ser constantes, lineares, quadraticas ou ainda de ordens superiores. A fim
de simplificar a implementacdo, muitas vezes utiliza-se a mesma funcao para
aproximar incognitas e geometria, sendo, neste caso, 0os elementos chamados de
isoparamétricos.

As expressdes seguintes mostram como os deslocamentos e forcas de

superficie de um elemento j sdo determinados em funcao dos valores nodais:

U = NU®™
. (5.1)
P = NP®
Usualmente, as func¢des de interpolacdo sdo dadas em funcdo de uma
coordenada intrinseca adimensional n. Para realizar a converséo das coordenadas,

utiliza-se o Jacobiano J da transformacéo. Tem-se a relagéo:

dr =|Jldn (5.2)
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onde:

I = g—; = j(%)z + (‘ii—’;z)z (5.3)

5.2 Célculo do Problema no Contorno

Admitindo-se as condi¢cdes de contorno descritas em (3.9) e (3.10), a equacgédo
(4.39) pode ser escrita de forma discretizada, em forma matricial, para um ponto nodal ¢;:

e e e

CU; = Z (f UiN dI") pn — Z (f PiN dF) U + Z (qf Si dr> (5.4)

Jj=1 J=1 J=1

onde:

C;= matriz cujos elementos C;; aparecem na equacao (4.39);
U,;= vetor deslocamento do ponto fonte;
e = numero de elementos de contorno;

N = matriz que contém as funcdes de interpolacao;

U; e P; = matrizes que contém as componentes dos tensores da solucdo

fundamental relativos aos deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente;

U™ e P™ = vetores que contém as componentes dos deslocamentos e forcas de
superficie, respectivamente, referentes aos pontos nodais do elemento

considerado;

S;= vetor cujas componentes sdo dadas pela seguinte expresséo (Karam, 1986):

* . v 5.5
Sk = (vk,a - (1—v)A2 uka) Ng (5.5)

Em alguns pontos do dominio das integrais da equacéo (5.4), o ponto fonte
e 0 ponto campo podem coincidir-se ou serem muito proxXimos, ou seja, a distancia
r entre 0S mesmos podem se equivaler a zero ou tender a zero, 0 que resulta em

integrais singulares ou quase singulares. Foram usadas transformacbes de
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coordenadas conforme apresentadas por Telles (1987) e presentes no Apéndice A

deste trabalho para calcular as integrais nestes pontos.

Chamando:
rj
H;; =f P;Ndr (5.7)
rj
r

J

e aplicando-se a equacéo (5.4) a todos os pontos nodais do contorno, gera-se um

sistema linear de equacfes com dimensao igual a trés vezes o numero de nos:

HU =GP+ B (5.9)

Uma parte dos vetores U e P é preenchida por valores prescritos e a outra
parte é incognita.

Reorganizando o sistema de equac¢fes, de modo que as incognitas formem
um Uunico vetor X e os valores prescritos multiplicados pelos respectivos
coeficientes da matriz H ou G junto com a parcela da matriz B formem um Unico
vetor F, é possivel obter o seguinte sistema linear de equacdes, onde A é a matriz

cheia e ndo simétrica que multiplica as incognitas:

AX=F (5.10)

O sistema linear (5.10) é resolvido e, com isso, todos os valores de
deslocamentos e forcas de superficies nos nds passam a ser conhecidos nas trés
direcbes generalizadas.

Assim, torna-se possivel obter também qualquer valor de deslocamento,
momento e esfor¢co cortante em qualquer ponto do dominio, a partir dos valores
determinados no contorno, utilizando-se as equacdes (4.41) e (4.47) também

discretizadas.
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Capitulo 6 - CONCENTRACAO DE TENSOES EM PLACAS FLETIDAS

A presenga de ranhuras, furos, chavetas e outras descontinuidades
geométricas geram alteracBes na distribuicdo de tensdes num corpo, onde se
observam elevados picos de tenséo. Estas regides com tensdes concentradas sao
analisadas e estudadas através de fatores de concentracéo de tensoes.

Goodier (1936) e Reissner (1945), entre outros autores, determinaram o fator
de concentracao de tensdes para alguns casos de placas fletidas perfuradas. Sabe-
se que este fator K depende da relagao entre o diametro do furo d e a espessura
da placa h, de forma inversamente proporcional, ou seja, a concentracdo de
tensdes aumenta a medida que se aumenta h ou se diminui d. As expressdes
determinadas pelos autores citados ja foram comparadas com resultados
experimentais de Goodier e Lee (1941) e Dumont (1939), convergindo para valores
préximos de K.

O fator de concentracdo de tensdo K pode ser definido como a razédo entre
a tensdo maxima da regido perturbada e uma outra tensdo usada como tensao de

referéncia:

K = Imax (6.1)

O-nom

No estudo das placas, € comum mensurar a concentracdo de tensdes

também em termos de momentos fletores:

Minax (6.2)

k =
Myom

onde G,,4x € M,,., representam a tensdo maxima e momento fletor maximo,
respectivamente, na regido em questdo, e a tensdo nominal a,,,, € 0 momento
fletor nominal M,,, € a tensdo e momento utilizados como referéncia, e
normalmente séo as tensdes ou esfor¢os que atuariam no mesmo ponto No caso

de ndo haver a descontinuidade geométrica.
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No caso da teoria de Reissner (1945), K e k se equivalem, pois as tensdes
normais ao longo da espessura da placa sao diretamente obtidas em fungao do
esforco fletor conforme a equacéao (3.2). Entretanto, em outras teorias de flexao de
placas, os fatores K e k diferem entre si como é o caso da flexdo de placas pela
teoria tridimensional da elasticidade.

A Figura 6.1 mostra o ponto de ocorréncia da maior tensdo em uma placa
submetida a flexdo, que sera um valor de g,;, sendo o médulo do momento M,

maior ou igual ao médulo de M,.

Figura 6.1 — Tensdo maxima em uma placa fletida.

A tensao de referéncia para os casos de flexdo de placas é a tensdo normal
esperada na superficie para a mesma placa sem o furo submetida a um momento
M1 em apenas uma direcdo e, pela teoria de Reissner, € dada pela equacéo:

6M; (6.3)
=T

E possivel fletir uma placa de diversas formas variando a intensidade e o
sentido dos momentos aplicados nos bordos. Para o estudo da flexdo de placas,
trés casos sao de particular interesse: flexao simples com M1=M, M2=0 ou na forma
normalizada Mi1=1 e M2=0; flexao cilindrica com M1=M, M2=vuM, ou M1=1, M2=v; e
torcdo com Mi=M, M2=—M, ou M1=1, M2=-1. Os momentos M1, M2 e M sé&o
uniformemente distribuidos e com unidade de medida de momento por unidade de
comprimento.

O caso de flexdo cilindrica anula a ocorréncia da curvatura anticlastica

causada pelo efeito do coeficiente de Poisson.
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No inicio da aplicacdo dos momentos no caso de flexdo simples, esta
condicdo de momentos realmente ocorre no dominio da placa. Entretanto, a medida
que as deformac¢des aumentam, a curvatura anticlastica concentra-se apenas na
regido dos bordos e a regido central mantém-se razoavelmente plana desde que a
placa seja grande o suficiente para nédo haver influéncia dos bordos, conforme
estudado em Conway e Nickola (1965). Logo, segundo Pilkey e Pilkey (2008), é
razoavel assumir que a condicdo de momento cilindrico ocorre na regido de um furo
no interior da placa e que esta condi¢cdo é mais apropriada, em geral, para utilizacao
como critério de projeto do que o caso de flexdo simples.

Para flexao isotrépica, onde M1= M2, K independe de d/h. Esta condicdo de
flexdo corresponde a um estado plano de tensées de um elemento fino com furo,
onde os planos ao longo da espessura da placa possuem diferentes modulos de

tensao biaxial.
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Capitulo 7 - METODOLOGIA

Para a analise numérica da concentracao de tensdes em placas perfuradas
submetidas a flexdo simples, flexao cilindrica e torc¢éo, utilizou-se neste trabalho
programa implementado em FORTRAN que aplica o método dos elementos de
contorno utilizando a teoria de Reissner.

Foi utilizado também o programa computacional ABAQUS ® verséo 6.14,
que utiliza o método dos elementos finitos, com elemento baseado na teoria
tridimensional da elasticidade, para fins de comparacéo de resultados.

Os resultados de ambos foram comparados com resultados analiticos da

bibliografia.

7.1Céalculos com MEC

Para calculo de tensdes em uma placa infinita submetida a flexdo ou torcéo
utilizando o MEC, utilizou-se uma superposicao de efeitos, pois ndo € possivel, no
programa implementado, aplicar esforgos no contorno externo da placa com a
formulag&o de placa infinita.

Assim, a primeira parcela da superposi¢cao € uma placa com dimensdes de
ordem muito maior que o diametro do furo com os esforcos aplicados nos bordos e
sem furo. Neste trabalho, a placa desta parcela da superposi¢cdo possui cada lado
com dimensao duzentas vezes maior que o didmetro do furo. A segunda parcela é
a placa, considerando a formulacdo de placas infinitas, com o furo e com os
esforcos aplicados no seu bordo multiplicados pelo cosseno diretor referente a
mesma direcdo do esforco.

Desta forma, a for¢a de superficie do contorno do furo é dada por:

pi = Mon; (7.1)

A Figura 7.1 ilustra a superposicdo de efeitos considerada para o caso de flexdo simples.
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Xz X,

X4

Figura 7.1 — Superposicdo de efeitos — placa infinita.

Foram utilizadas trés malhas diferentes para obter os resultados pelo MEC,
contendo 20, 36 e 180 nos, para andlise da influéncia do refinamento da malha na
precisdo dos resultados e que serdo chamadas neste trabalho de M20, M36 e
M180, respectivamente.

O programa foi implementado com elementos de contorno quadréaticos
isoparameétricos.

As Figura 7.2, Figura 7.3 e Figura 7.4 ilustram as trés malhas mencionadas.
Os nos com marcadores triangulares simbolizam os nds iniciais e finais dos
elementos e 0os marcadores circulares representam os nés centrais.

Para variacdo da relacdo d/h, manteve-se o0 mesmo diametro em todas as

placas e alterou-se a espessura.

Mo



Figura 7.2 — M20.
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Figura 7.3 — M36.
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-0.6

-0.6

Figura 7.4 — M180.

7.2 Célculos com MEF

O programa ABAQUS foi utilizado para gerar resultados pelo MEF. Para
representar um dominio infinito utilizando o MEF, foi necessario construir um
modelo suficientemente grande para que os resultados na regido de interesse se
aproximassem da solucdo do mesmo problema com dominio infinito. Todas as
placas possuem lado de 100 metros e diametro de 5 metros. Construiram-se seis
modelos com espessuras diferentes, que forneceram dados para relagdes d/h de
05,1,2,3,4eb5.
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Foi empregado o tipo de elemento C3D8R, elemento tridimensional linear de
aplicacao geral, em todas as placas.

Foram mantidas as mesmas dimensdes dos elementos no plano das placas
para todos os modelos. Entretanto, os modelos com espessuras diferentes
possuem quantidades diferentes de elementos, pois foram criadas camadas ao
longo da espessura da placa para evitar que o0s elementos ficassem
excessivamente alongados.

As Figura 7.5 e Figura 7.6 mostram a placa de espessura 2,5 metros e a
malha adotada, bem como o refinamento de malha utilizado na regiéo do furo.

Figura 7.5 — Malha da placa de 2,5 metros de espessura.
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Figura 7.6 — Regido de malha refinada da placa de 2,5 metros de espessura.

Todas as placas tiveram suas condi¢cdes de contorno definidas apenas nos
vértices das placas com restricdo de deslocamento no eixo Z, conforme Figura 7.7.
Esta condicao foi escolhida para permitir a ocorréncia da curvatura anticlastica nos
bordos da placa, que ocorrerd no caso de flexdo simples.

.,

Figura 7.7 — Condig6es de contorno.

Conforme mostrado por Shivakumar e Newman (1992) e Yang et al. (2010),
a tensdo normal causada pela flexdo da placa ndo possui distribuicéo linear ao
longo da espessura em placas com pequena relacdo d/h, especialmente proximo
as superficies limites. Como a tenséo de referéncia calculada pela equacéo (6.3)
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admite a hipotese de que a tensédo varia linearmente ao longo da espessura, foram
criados seis modelos analogos de placas sem furos, como exemplifica a Figura 7.8,
para a obtengcdo numérica da tenséo de referéncia do célculo de K. Estas placas
possuem as mesmas espessuras e elementos de mesmo tamanho que os das
placas perfuradas, com excecéo da regido dos furos que recebeu refinamento de

malha.

Figura 7.8 — Modelo de placa sem furo de espessura h=2,5.
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Capitulo 8 - RESULTADOS

Para obtencdo dos resultados, o material dos modelos foi sempre
considerado elastico linear, com modulo de elasticidade de 210 GPa. Foram
utilizados diferentes valores de coeficiente de Poisson para comparagdo com
resultados publicados na bibliografia.

8.1 Flexao Simples

Para calculo de k para o caso de placa infinita com furo circular sujeita a
flexdo simples, foram utilizadas as trés malhas mencionadas no item 5, contendo
20, 36 e 180 nés ao longo do contorno do furo.

Tabela 1 apresenta a comparacdo dos resultados obtidos no presente
trabalho com os obtidos por Chen e Archer (1989), oriundos de uma teoria de placas
de décima segunda ordem, com os obtidos por Alblas (1957), que publicou valores
analiticos de k pela teoria tridimensional da elasticidade, e com os resultados

obtidos pelas equacdes de Reissner (1945), para v=0,25.

Tabela 1 - Valores de k para flexao simples de placa infinita com furo circular.

. Chene MEC (Reissner)

d/h  Reissner Archer Alblas M180 M36 20
0,000 3,000 - - - - -
0,002 - 3,000 - 2,994 2,991 2,964
0,500 2,500 2,538 - 2,501 2,499 2,479

1,000 2,243 2,264 2,268 2,239 2,237 2,221
2,000 2,038 2,050 2,045 2,035 2,035 2,021
3,000 1,956 1,964 1,960 1,953 1,954 1,941
4,000 1,912 1,918 1,914 1,909 1,911 1,899
5,000 1,885 1,890 1,896 1,882 1,885 1,873

6,000 - 1,871 - 1,864 1,867 1,856
20,000 - 1,800 - 1,797 1,802 1,795
40,000 - 1,785 - 1,782 1,787 1,785

A Tabela 2 apresenta o erro relativo dos resultados obtidos pelo MEC e pelos
resultados analiticos de Reissner (1945).
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Tabela 2 - Erro relativo (%) de k da

Tabela 1.
d/h eM180 =M36 eM20
0,5 -0,0422 0,2775 0,8360
1,0 0,1906 0,4840 0,9809
2,0 0,1444 0,3946 00,8262
3,0 0,1485 0,3567 0,7504
4,0 0,1364 0,3158 0,6761
5,0 0,1399 0,3065 0,6324

Erro médio: 0,1337 0,3559 0,7837

Foram calculados valores de K para diferentes relacées d/h através do MEF
utilizando o ABAQUS. A Figura 8.1 ilustra os resultados das tensées o;; do modelo

de espessura 2,5 metros.

S, S11

(Avg: 75%)
+1.618e-02
+1.348e-02
+1.079e-02
+8.090e-03
+5.394e-03
+2.697e-03
-1.118e-08
-2.697e-03
-5.394e-03
-8.090e-03
-1.079e-02
-1.348e-02

-1.618e-02

Y Step: Momento Simples
Increment 1: Step Time = 1.000
x Primary Var: S, S11

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +2.116e+08

Figura 8.1 - 0;; em placa perfurada submetida a flexdo simples (h=2,5) - ABAQUS.
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S, S11

(Avg: 75%)
+1.618e-02
+1.348e-02
+1.079e-02
+8.090e-03
+5.394e-03
+2.697e-03
-1.118e-08
-2.697e-03
-5.394e-03
-8.090e-03
-1.079e-02
-1.348e-02
-1.618e-02

Figura 8.2 — Detalhe de g,; em placa perfurada submetida a flexao simples (h=2,5) -
ABAQUS.

S, S11

(Avg: 75%)
+8.818e-03
+7.348e-03
+5.879e-03
+4.409e-03
+2.93%e-03
+1.470e-03
-6.985e-10
-1.470e-03
-2.93%e-03
-4.409e-03
-5.879e-03
-7.348e-03
-8.818e-03

Y
Step: momentoSimples
Increment 1: Step Time = 1.000
X Primary Var: S, S11

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +2.127e+08

Figura 8.3 - g;, em placa sem furo submetida a flexao simples - ABAQUS

A Figura 8.4 apresenta graficamente os valores de K em funcgdo de d/h
obtidos pelo programa de MEC utilizando a malha de 180 ndés, os resultados
analiticos de Reissner (1945), resultados obtidos com o MEF por Shivakumar

(1992) e os obtidos por MEF com o programa ABAQUS, para v=0,3.



3.0
2.9
2.8
2.7
2.6
2.5

2.3
2.2
2.1
2.0
1.9
1.8

d/h
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—4—MEC - Reissner

—e—Reissner (1945)
Shivakumar(1992)
—e—Abaqus

Figura 8.4 - K em funcéo da relagdo d/h para resultados obtidos por MEC, Reissner
(1945), Shivakumar (1992) e obtidos por ABAQUS.

Para avaliacdo da precisdo obtida com a malha empregada nos modelos

calculados com o MEF, obteve-se os valores de K com v=0,25 para comparar com

0os resultados exatos obtidos por Alblas (1957) considerando a teoria da

elasticidade tridimensional. Estes resultados sédo apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — Valores de K para flexado simples de placa infinita com furo circular e erro
relativo (%)

Erro
d/h Alblas Abaqus relativo

/ (1957) MEF (%)
1 2,052 2,031 1,0234
2 1,938 1,953 -0,7740
3 1,865 1,883 -0,9651
4 1,841 1,877 -1,9555
5 1,830 1,852 -1,2022
Erro 4 1840

médio:
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8.2 Flexao Cilindrica

Para obter K sob a condicédo de flexao cilindrica pelo MEC, utilizou-se a
mesma malha de 180 n6s. Também foram obtidos resultados pelo MEF através do

ABAQUS. As Figura 8.5 e Figura 8.6 ilustram os resultados do modelo de 2,5
metros de espessura com o furo e a Figura 8.7, sem o furo.

Estes resultados, juntamente com os de Goodier (1936), cuja teoria néo

considera as deformag0Oes cisalhantes, sdo apresentados graficamente na Figura
8.8.

S, S11
(Avg: 75%)
+1.620e-02
+1.350e-02
+1.080e-02
+8.098e-03
+5.398e-03
+2.699e-03
-6.054e-09
-2.699e-03
-5.398e-03
-8.098e-03
-1.080e-02
-1.350e-02
-1.620e-02

Y
Step: Momento Cilindrico
Increment 1: Step Time = 1.000

X primary Var: S, S11
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +2.666e+08

Figura 8.5 — 0,; em placa perfurada submetida a flex&@o cilindrica - ABAQUS.
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S, S11

(Avg: 75%)
+1.620e-02
+1.350e-02
+1.080e-02
+8.098e-03
+5.398e-03
+2.699e-03
-6.054e-09
-2.699e-03
-5.398e-03
-8.098e-03
-1.080e-02
-1.350e-02
-1.620e-02

Figura 8.6 — Detalhe de g,; em placa perfurada submetida a flexao cilindrica (h=2.5) 4-
ABAQUS.

s, si1
(Avg: 75%)
+8.819e-03
+7.349e-03
+5.880e-03
+4.410e-03
+2.940e-03
+1.470e-03
+0.000e+00
-1.470e-03
-2.940e-03
-4.410e-03
-5.880e-03
-7.349e-03
-8.819e-03

Step: MomentoCilindrico
Increment 1: Step Time = 1.000

X Primary Var: S, S11

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +2.269e+08

Figura 8.7 — 0;; em placa sem furo submetida a flexao cilindrica (h=2,5) - ABAQUS.
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2.9
2.8 —a—MEC - Reissner
2.7

2.6
25 ABAQUS

—e— Goodier (1936)

2.4

2.2

2.1 =r
2.0

1.9 —e
1.8
1.7

d/h
Figura 8.8 — K em funcéo de d/h para resultados obtidos por MEC, Goodier (1936) e
ABAQUS.

8.3 Torcgéo

Para analise do caso de tor¢éo, foi utilizada a malha de 180 nés para calculo
do K com o MEC e também calculado pelo MEF com o programa ABAQUS. As
Figuras Figura 8.9 e Figura 8.10 apresentam as tensdes o;; do modelo de
espessura igual a 2,5 metros. A Figura 8.11 ilustra o resultado do modelo sem furo.

Os resultados obtidos com o MEC, analiticos de Reissner (1945) e com o

MEC séo apresentados graficamente na Figura 8.12.
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S, S11

(Avg: 75%)
+1.613e-02
+1.344e-02
+1.076e-02
+8.067e-03
+5,378e-03
+2.689e-03
-2.561e-08
-2.689e-03
-5.378e-03
-8.067e-03
-1.076e-02
-1.344e-02
-1.613e-02

Y
Step: Torgéo
Increment 1: Step Time = 1.000
X Primary Var: S, Si1

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.629e+08

Figura 8.9 — g,; em placa perfurada submetida a tor¢cdo (h=2,5) - ABAQUS.

S, S11
(Avg: 75%)

-1.613e-02

Figura 8.10 — Detalhe de 0;, em placa perfurada submetida a tor¢cao (h=2,5) - ABAQUS.



S, S11

(Avg: 75%)
+8.831e-03
+7.359e-03
+5.887e-03
+4.415e-03
+2.944e-03
+1.472e-03
+0.000e+00
-1.472e-03
-2.944e-03
- -4.415e-03
b -5.887e-03
-7.359e-03
-8.831e-03
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z

Y
Increment 1: Step Time = 1.000
X Primary Var: S, S11

Step: torcao

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.636e+08

Figura 8.11 - g;; em placa sem furo submetida a tor¢céo (h=2,5) - ABAQUS.

4.0
3.8
3.6
3.4
3.2
3.0
¥ 2.8
2.6
2.4
2.2
2.0
1.8
1.6

MEC - Reissner
Reissner (1945)
ABAQUS

1 2 3 4 5 6 7
d/h

Figura 8.12 - K em funcéo da relacédo d/h para resultados obtidos por MEC, Reissner

(1945) e Abaqus.
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Capitulo 9 - DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Conforme esperado, o aumento do numero de nds das malhas calculadas
com o MEC gerou resultados com erros menores. O erro médio dos resultados da
M180 comparada aos resultados analiticos de Reissner foi de 0,1337%, 0 que pode
ser considerado um resultado extremamente proximo do exato. Os erros para as
malhas M36 e M20, mesmo sendo muito mais grosseiras que a M180, também
foram pequenos, ambos menores do que 1%.

A comparagdo com os resultados de Alblas (1957) revelou a obtencao de
uma precisdo também satisfatoria nos resultados obtidos pelo programa ABAQUS
com elementos finitos 3D, com erro médio de 1,1840%.

Foi observado durante a modelagem com o programa ABAQUS a
necessidade de refinar a malha no local da ocorréncia da concentracao de tensées
para que os resultados convergissem para os analiticos de Alblas (1957). Esse
refinamento elevado, somado a necessidade de se construir um dominio grande
para se aproximar do caso infinito, gerou matrizes proporcionalmente grandes e
tornou os modelos bastante custosos para calculo computacional. Enquanto isso,
os modelos calculados com o MEC s6 necessitaram ser resolvidos no contorno do
furo, sendo dispensavel calculos em pontos internos, ja que o ponto de tensao
maxima ocorre no contorno; logo geraram-se matrizes milhares de vezes menores
e com um tempo de processamento praticamente instantaneo em todas as malhas
utilizadas.

Em todas as condi¢des de carregamento, o fator de concentracao de tensdes
calculado via MEF foi menor que os fatores calculados pela teoria de Reissner e de
Goodier. Para relacbes d/h maiores que 2, os valores de K se mantiveram
relativamente proximos, sendo a maior diferenca a de 10,8% no caso de flexao
cilindrica. Para relacbes d/h menores que 2, nota-se que a diferenca das teorias e
dos métodos leva a diferencas mais significativas. A principal diferenca entre as
teorias comparadas € que Goodier e Reissner consideram uma distribuigédo linear
das tensfes ao longo da espessura da placa fletida. Entretanto, conforme mostrado
por Shivakumar e Newman (1992) e Yang et al. (2010), para relagdes d/h menores

que 2, esta distribuicdo das tensdes nao € linear ao longo da espessura da placa.
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Capitulo 10 - CONCLUSOES

Neste trabalho, o MEC foi empregado para calculo do fator de concentracéo
de tensdo em placas perfuradas fletidas. Foram analisadas placas infinitas com
furos circulares submetidas a flexdo simples, cilindrica e tor¢do. Utilizou-se trés
malhas com quantidades distintas de nés para utilizacdo do MEC e comparou-se
com resultados analiticos. Também se modelou placas no programa ABAQUS para
comparacao dos fatores concentracdo de tenséo calculados pelo MEF.

A analise dos resultados permite concluir que o MEC é efetivo no célculo de
problemas com concentracdo de tensdo. Este método necessita de muito menos
refinamento de malha que o MEF para calcular problemas com concentracdo de
tensdo em placas infinitas perfuradas submetidas a flexdo. O MEF mostrou-se
efetivo em calcular as tensdes considerando a teoria da elasticidade tridimensional.
Entretanto, a malha empregada no ABAQUS gerou resultados na ordem de nove
vezes menos precisos que os resultados obtidos pela malha M180 calculada com
MEC, mesmo aquela sendo mais refinada e com alto custo computacional.

A diferenca da dimensao das matrizes para o problema de flexdo de placa
infinita do MEC e do MEF foi muito grande, causada sobretudo pela necessidade
de construir um dominio grande e gerar refinamentos custosos na malha de
elementos do MEF, o que ndo aconteceu na aplicacdo do MEC, que permite obter
formulacéo apropriada para problemas infinitos, e foi necessario discretizar apenas
o contorno do furo.

A teoria de Reissner é menos precisa que a teoria tridimensional da
elasticidade para o estudo da concentracdo de tensdes em placas perfuradas com
relacdo d/h menor que 2. Isto porque a distribuicdo de tensdo normal ao longo da
espessura deixa de ser linear para este intervalo.

Para todas as condi¢des de carregamento estudadas neste trabalho, flexdo
simples, flexao cilindrica e tor¢céo, a teoria de Reissner e de Goodier forneceram
valores de K superestimados em relacdo aos resultados vindos da teoria
tridimensional da elasticidade aplicada pelo MEF, em especial para valores de d/h

menores que 2.
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Também se conclui que para o estudo particular do calculo do fator K, s6 é
necessario resolver o problema no contorno do furo, pois € nele que ocorre 0 ponto
de tensdo maxima.

Sugere-se, para trabalhos futuros, a continuidade da aplicacdo do MEC na
andlise de placas com outras formas de furos, como elipticos e quadrados, além de
placas com combinac¢@es de furos. Aconselha-se também que se avalie a precisao
do método ao lidar com a influéncia que os bordos possam ter no problema de
concentracdo de tensdo, estudando-se flexdo de placas finitas, ou finitas em

apenas uma direcéo.
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APENDICE A

Conforme apresentado em Karam (1992), as integrais com singularidades
logaritmicas podem ser resolvidas utilizando-se integracdo numérica pela
quadratura de Gauss, porém, fazendo-se, antes de integrar, uma transformacéo de
coordenadas apresentada por Telles (1987). Essa transformacdo origina um
jacobiano que tem valor zero no ponto onde ocorre a singularidade, anulando-a.

Seja f(n) a funcdo a ser integrada no intervalo [-1,1], contendo o ponto

singular 7. Tem-se entéo:

1= rapan A1)
-1

Telles (1987) propOe transformacdes de coordenadas do segundo ou do
terceiro graus para resolver o problema. Os procedimentos, nos dois casos Ss&o

apresentados a seguir.

a) Transformacédo do Segundo Grau

Neste caso, tem-se a mudanca de variavel:
n(0) = ab? + b + ¢ (A.2)

atendendo as seguintes condic¢des:

an|

aol, = °

(D) = 1 (A.3)
n(-1)=-1

Para este caso, obtém-se a solugéo:

a=-—c (A.4)
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b=1

_1+ /G- D

2

onde deve-se ter |77| = 1, para que as raizes sejam reais.

Caso se tenha |77] = 1, fica:
1 s
1=j rla-enZ+oe]a-omado (A5)
-1

Quando a singularidade ocorre num ponto 7 entre -1 e 1, a integral deve ser

dividida da seguinte forma:

7 1
= f_lf(n) dn + fn £ dn (A.6)

Neste caso, obtém-se a expressao:

I=flf[m<%(1—02)+9)+ﬁ—1](1+ﬁ)2(1_0)d9

2
(A.7)

+f1f[1; (02—1)+9>+ +1](1 A +0)

b) Transformacéo do Terceiro grau

A mudanca de variavel, no caso da transformacéo do terceiro grau, é da

forma;

n(0) = a3+ bO?+cO +d (A.8)

e tem-se, além das condicdes (A.3), a condicéo:



d?n B
doz|_
7

Os coeficientes da equacéo (A.8) sao:

onde se tem:

Q =1+ 362

sendo @ o valor de 8 para o qual n(8) = 7, calculado por:

g="Yam +In"D+ VG — "D +7

onde:

Entdo, resulta a expressao:

N I 3(6 - 62)
I—ff[1+362((6—6)3+9(62+3)) T
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)



