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RESUMO 

 

O Método dos Elementos de Contorno é muito utilizado na Engenharia. O estudo de 

placas com espessura variável tem sido tema de algumas pesquisas, porém há 

carência de trabalhos com este tipo de placa considerando a utilização da teoria de 

Reissner. O presente trabalho tem como objetivo analisar placas com espessura 

variável submetidas à flexão segundo a teoria de Reissner pelo Método dos 

Elementos de Contorno (MEC). Para isso, foi desenvolvida uma implementação 

utilizando a mesma solução fundamental já empregada na análise de placas com 

espessura constante pelo MEC, considerando a formulação para espessura variável 

e, consequentemente, também foi considerada a variação da rigidez no domínio da 

placa. A placa foi discretizada em elementos de contorno e células internas. Os 

resultados obtidos com o presente trabalho são comparados com resultados da 

literatura, calculados por métodos analíticos e por outros métodos numéricos. 

 

 

Palavras-chave: método dos elementos de contorno, espessura variável, teoria de 

Reissner. 
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ABSTRACT 

 

The Boundary Element Method is widely used in engineering. The study of plates with 

variable thickness has been the subject of some researches, but there is a lack of 

works for this type of plate that considers Reissner's theory. The present work aims to 

analyze plates with variable thickness submitted to flexion according to Reissner's 

theory using the Boundary Elements Method (BEM). For this purpose, an 

implementation was developed employing the same fundamental solution already 

used in the analysis of plates of constant thickness by the BEM, considering the 

formulation for a variable thickness and, in consequence, a variation of the stiffness in 

the domain of the plate was also considered. The plates were discretized into boundary 

elements and internal cells. The results obtained with the present work are compared 

with results presented in the literature, calculated by analytical methods and by other 

numerical methods. 

 

 

Keywords: boundary element method, variable thickness, Reissner´s theory.
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CAPÍTULO 1  

 

 INTRODUÇÃO 

 

1.1 Considerações gerais 

 

Segundo Ugural (1981), placa é um elemento estrutural plano, utilizado em 

diversos tipos de estruturas, que normalmente tem uma de suas dimensões pequena 

em comparação com as demais, cujo carregamento é transversal à superfície média. 

São classificadas na literatura como finas ou delgadas, moderadamente 

espessas ou espessas, com base na relação h/a, sendo h a espessura e a o menor 

comprimento lateral. Timoshenko e Krieger (1959), por exemplo, classifica como 

placas finas, quando h/a < 1/100, moderadamente espessa quando 1/100 < h/a < 1/20, 

espessas quando 1/20 < h/a < 1/3 e muito espessas quando h/a > 1/3. Enquanto 

Ugural (1981) classifica como placas finas, quando h/a < 1/20. Para Martinelli et al. 

(1986), as placas são ditas muito delgadas quando h/a < 1/100, delgadas quando 

1/100 < h/a < 1/5 e espessas quando h/a > 1/5. Já Chaves (1997), classifica como 

placas delgadas, quando h/a < 1/80, moderadamente espessas quando 1/80 ≤ h/a ≤ 

1/5 e espessas quando h/a > 1/5. E para Szilard (2004) as placas são moderadamente 

espessas quando 1/10 < h/a < 1/5 e espessas quando h/a > 1/5. 

A teoria de Kirchhoff, também conhecida como teoria de Kirchhoff-Love ou 

teoria clássica, não leva em consideração o efeito de deformação de cisalhamento. É 

válida apenas para placas finas, não possibilitando, portanto, a análise de placas 

espessas. Reissner (1945) e Mindlin (1951) desenvolveram teorias semelhantes, em 

que consideram a deformação cisalhante e os efeitos da espessura, e são aplicadas 

tanto a placas delgadas como a placas espessas. 

A maioria dos problemas em Engenharia apresenta complexidade na geometria 

do sólido ou é formada por materiais com leis constitutivas complexas. Deste modo, 

as soluções analíticas são, em muitos casos, praticamente impossíveis de serem 

obtidas, sendo necessário utilizar métodos numéricos para obter resultados 

aproximados, com os quais se pode simplificar, entre outras variáveis, a geometria do 

sólido e as leis constitutivas dos materiais. 

Com o desenvolvimento da tecnologia e da informática, principalmente a partir 

da década de 1960, a utilização de formulações baseadas no Método dos Elementos 



2 
 

 
 

Finitos (MEF) e em seguida no Método dos Elementos de Contorno (MEC) se tornou 

crescente para a solução de problemas na Engenharia Civil, antes considerados como 

de grande complexidade de solução. 

Para análises com o Método dos Elementos Finitos (MEF), é necessário 

discretizar todo o domínio do problema. O Método dos Elementos de Contorno (MEC), 

em comparação com o MEF, possui a vantagem de ser necessário, em geral, 

discretizar apenas o contorno, mesmo que em alguns casos o MEC também necessite 

da discretização do domínio ou de parte do domínio em células. 

A análise de flexão de placas pelo Método dos Elementos de Contorno foi 

desenvolvida inicialmente com formulações baseadas na teoria de Kirchhoff. 

Posteriormente, o método foi desenvolvido também para a análise de placas pela 

teoria de Reissner e, logo em seguida, pela teoria de Mindlin. 

 

1.2 Revisão Bibliográfica 

 

A seguir, são abordados trabalhos sobre flexão de placas com o MEC e também 

com solução analítica. 

  

1.2.1 Trabalhos de placas segundo a Teoria de Kirchhoff 

 

Bézine (1978) apresentou uma formulação integral usando elementos 

constantes e seus resultados se restringiram ao estudo de cargas concentradas. Stern 

(1979) desenvolveu uma formulação integral geral, mas não levou em conta a 

possibilidade da descontinuidade das condições de contorno nos nós de canto.  

 

1.2.2 Trabalhos de placas segundo a Teoria de Reissner 

 

O primeiro estudo sobre placas espessas pela teoria de Reissner (1944,1945, 

1947) utilizando o MEC foi realizado por Weeën (1982a, 1982b). Karam (1986) 

apresentou a dedução das equações integrais básicas e os tensores da solução 

fundamental para calcular os deslocamentos e esforços nos pontos internos. 

Karam e Telles (1988) revisaram a formulação de MEC utilizada em Weeën 

(1982a) para o modelo de placas segundo a teoria de Reissner. A formulação foi 

adaptada para problemas de placas infinitas. Foram utilizados elementos 
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descontínuos, considerados como uma alternativa válida para substituir as equações 

que envolvem derivadas de deslocamentos para condições de contorno especiais. 

Apresentaram exemplos para verificar a precisão da formulação.  

Long, Brebbia e Telles (1988) analisaram placas isotrópicas e homogêneas à 

flexão, usando a teoria de Reissner e mostraram que o MEC também pode ser 

aplicado para casos em que ocorre descontinuidade de tensões ou na presença de 

singularidades. Utilizaram nós duplos ou elementos descontínuos e os resultados 

numéricos foram comparados com soluções analíticas ou elementos finitos, para 

ilustrar a precisão da formulação com elementos de contorno. 

Karam (1992), Ribeiro (1992) e Katsikadelis e Yotis (1993), dentre outros 

autores, também aplicaram o MEC para analisar placas espessas pela teoria de 

Reissner, inclusive para problemas não-lineares. 

 

1.2.3 Trabalhos com espessura variável segundo a Teoria de Kirchhoff 

 

Petrina e Conway (1972) mostraram valores numéricos de deflexões e 

momentos para placas retangulares carregadas uniformemente com duas condições 

de contorno, sendo um par de lados opostos simplesmente apoiados e os outros dois 

simplesmente apoiados ou engastados, com três proporções entre os lados: 1, 1,5 e 

2. Além disso, consideraram duas variações de espessura, sendo que na primeira as 

espessuras das bordas superior e inferior são 0,9h0 e 1,1h0, respectivamente, e na 

segunda, as bordas são 0,8h0 e 1,2h0, respectivamente. Os autores concluíram que a 

deflexão máxima e o momento máximo ocorrem no centro da placa e não variaram 

muito comparados com placas de espessura constante. No entanto, a tensão máxima 

ocorre no centro da borda engastada mais fina, no caso de placas com duas bordas 

simplesmente apoiadas e as outras engastadas. 

Katsikadelis e Sapountzakis (1991) desenvolveram uma formulação com o 

MEC para a análise dinâmica de placas com espessura variável submetidas a 

qualquer tipo de condição de contorno. Foi empregada a solução fundamental da 

placa com espessura constante e o termo envolvendo derivadas até a terceira ordem 

foi considerado como desconhecido. Foi necessário discretizar também o domínio, 

apenas para avaliar as integrais. 

Chaves (1997) apresentou a formulação do MEC para o problema de flexão de 

placas com a teoria de Kirchhoff. Foram consideradas placas delgadas com 
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espessuras constante e variável, a fim de analisar pavimento de edifício e tabuleiro de 

pontes, sendo suficiente a imposição de condições internas ao elemento de placa e 

associação com outros elementos estruturais através do acoplamento com o Método 

dos Elementos Finitos e da utilização de sub-regiões, onde a espessura da laje é 

constante.  

Chaves e Venturini (1998) e Chaves, Fernandes e Venturini (1999) formularam 

o MEC, baseado na teoria de Kirchhoff, para incorporar os casos de placas com 

espessura variável. Foi utilizado o teorema de Betti para derivar integrais de 

deslocamentos e esforços internos, partindo do pressuposto de que o domínio da 

placa é caracterizado por exibir espessura ou rigidez variáveis. Apresentaram 

exemplos numéricos para verificar a precisão da formulação proposta. 

 

1.2.4 Trabalhos com espessura variável segundo a Teoria de Reissner 

 

Há uma carência no estudo de placas com espessura variável aplicando o 

método dos elementos de contorno, com base na teoria de Reissner. Assim, o 

presente trabalho tem, como proposta, analisar este caso de placas com espessura 

variável submetidas à flexão.  

 

1.3 Objetivos 

 

Este trabalho tem como objetivo geral a análise de placas de espessura variável 

submetidas à flexão pelo MEC e utilizando a teoria de Reissner.  

Os objetivos específicos são:  

 Desenvolver a formulação das equações integrais utilizando a teoria de Reissner 

considerando a variação da espessura e, consequentemente, da rigidez; 

 Desenvolver a implementação computacional no programa em linguagem Fortran 

com o MEC considerando elementos de contorno quadráticos e células internas 

triangulares constantes, considerando a diferença na rigidez em cada célula para 

considerar a variação da espessura no domínio; 

 Comparar com resultados obtidos por outros métodos numéricos ou analíticos. 
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1.4 Metodologia 

 

A metodologia empregada no presente trabalho consiste em: 

 Obter as equações integrais do problema para a formulação com a teoria de 

Reissner para deslocamentos nos pontos internos e nos pontos do contorno, bem 

como para momentos e esforços cortantes nos pontos internos, considerando a 

variação da espessura e, consequentemente, da rigidez; 

 Admitir a placa dividida em elementos de contorno quadráticos e células internas 

triangulares constantes; 

 Considerar as equações integrais em forma discretizada para deslocamentos em 

pontos do contorno para cada ponto nodal do contorno da placa e para deslocamentos 

nos pontos situados nos centros geométricos das células, com a finalidade de se 

montar um sistema de equações algébricas para a resolução do problema; 

 Adaptar no programa computacional antes desenvolvido para espessura constante 

o cálculo dos deslocamentos e forças de superfície no contorno, bem como os 

deslocamentos e esforços em pontos internos, considerando a espessura variável; 

 Comparar resultados de deslocamentos e esforços solicitantes com resultados de 

outras referências da literatura por outros métodos analíticos ou numéricos, para 

validação da implementação. 

 

1.5 Justificativa 

 

Os trabalhos que abordam placas com espessura variável são, em número, 

muito menores quando comparados com os que consideram placas com espessura 

constante. Os resultados da literatura para esse tipo de análise também são muito 

limitados. 

Apesar de existirem trabalhos sobre espessura variável, como é o caso de 

Petrina e Conway (1972), Chaves (1997), Chaves e Venturini (1998) e Chaves, 

Fernandes e Venturini (1999), estes trabalhos não foram baseados na teoria de 

Reissner, que considera a deformação cisalhante. 

Neste sentido, faz-se necessário um estudo teórico-computacional com o intuito 

de analisar placas com espessura variável submetidas à flexão, baseado na teoria de 

Reissner e utilizando o Método dos Elementos de Contorno. 
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1.6 Estrutura da dissertação 

 

O trabalho inicia-se com algumas considerações gerais, seguidas de uma 

revisão bibliográfica sobre trabalhos para análise de flexão de placas segundo as 

Teorias de Kirchhoff e de Reissner utilizando o Método dos Elementos de Contorno e, 

também, sobre trabalhos com o MEC e com métodos analíticos que consideram 

placas com variação da espessura. Apresentam-se, também objetivos, metodologia, 

justificativa e a organização desta dissertação. 

Em seguida, no Capítulo 2, é apresentada, de forma sucinta, a teoria de 

Reissner para análise de flexão de placas, sendo mostradas as fórmulas básicas e as 

condições de contorno. 

No Capítulo 3, é apresentada a formulação utilizada com o Método dos 

Elementos de Contorno aplicado à Teoria de Reissner para o caso de placa com 

espessura variável. Apresenta-se ainda a transformação das integrais de domínio em 

integrais de contorno e as expressões dos deslocamentos e esforços nos pontos 

internos. 

No Capítulo 4, são abordados os procedimentos para a implementação 

numérica, mostrando-se as equações integrais do Capítulo 3 em forma discretizada, 

a fim de se obter um sistema de equações algébricas. 

No Capítulo 5, são apresentados alguns exemplos, assim como as respectivas 

análises dos resultados. Os resultados obtidos neste trabalho são comparados com 

resultados da literatura, calculados por métodos analíticos e por outros métodos 

numéricos. 

Finalmente, no Capítulo 6, encontram-se as principais conclusões obtidas com 

o desenvolvimento do trabalho, em relação aos procedimentos adotados para a 

modelagem numérica e também à análise dos resultados comparados.  
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CAPÍTULO 2  

 

TEORIA DE REISSNER PARA ANÁLISE DE FLEXÃO DE PLACAS 

 

2.1 Considerações iniciais 

 

A teoria de Reissner para flexão de placas (Reissner, 1945) é mais refinada 

que a teoria de Kirchhoff e baseia-se na teoria da Elasticidade e no princípio Hellinger-

Reissner, que permite a consideração de três condições de contorno por bordo, 

constituindo, assim, um problema de integração de sexta ordem. A teoria clássica 

considera apenas duas condições de contorno em cada bordo, obtendo-se, assim, 

uma equação diferencial de quarta ordem. 

Neste capítulo, são apresentadas as fórmulas básicas da teoria de Reissner 

para a análise de flexão de placas. 

Serão considerados, na formulação, índices gregos variando de 1 a 2 e índices 

latinos, de 1 a 3. 

 

2.2 Hipóteses da teoria de Reissner 

 

As hipóteses nas quais se baseia a teoria de Reissner são as seguintes: 

 A espessura é pequena se comparada às outras dimensões da placa; 

 A placa é constituída de material elástico linear, homogêneo e isotrópico; 

 Os deslocamentos transversais são pequenos quando comparados com a 

espessura da placa; 

 A superfície média da placa é indeformável, sob o efeito de cargas transversais; 

 Um segmento de reta normal ao plano médio não permanece necessariamente 

normal à superfície média deformada, após a deformação da placa, pois são 

consideradas as deformações por cisalhamento transversal; 

 As componentes tangenciais são nulas nas faces da placa. 
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2.3 Formulação básica 

 

Admite-se uma placa linearmente elástica, homogênea e isotrópica, com 

espessura h constante e submetida a um carregamento transversal q, por unidade de 

área.  

Considera-se, também, 𝑥𝑖 as coordenadas cartesianas, onde 𝑥𝛼 estão na 

superfície média e 𝑥3 na direção transversal da placa (Figura 2.3.1). 

 

 
Figura 2.3.1 – Sistemas de coordenadas 

 

As condições de carga nas faces da placa são consideradas como: 𝜎33 = ± 𝑞 2⁄  e 

𝜎𝛼3 = 0 para 𝑥3 = ± ℎ 2⁄  (Weeën, 1982a). 

As tensões variam ao longo da espessura da placa conforme as seguintes 

expressões (Weeën, 1982a): 

 

𝜎𝛼𝛽 =
12𝑀𝛼𝛽

ℎ3
𝑥3 

 

(2.3.1) 

 

𝜎𝛼3 =
3𝑄𝛼

2ℎ
[1 − (

2𝑥3

ℎ
)

2

] 

 

(2.3.2) 

 

𝜎33 =
𝑞𝑥3

2ℎ
[3 − (

2𝑥3

ℎ
)

2

] 
(2.3.3) 
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As tensões normais σ33, que atuam na direção transversal, são consideradas 

desprezíveis em relação às demais. 

 

2.4 Esforços resultantes 

 

As resultantes de tensão por unidade de comprimento, na superfície média da 

placa, são determinadas por: 

 

 Momentos fletores e torsores 

 

𝑀𝛼𝛽 = ∫ 𝜎𝛼𝛽𝑥3𝑑𝑥3

ℎ/2

−ℎ/2

 

 

(2.4.1) 

 

 Esforços cortantes 

 

𝑄𝛼 = ∫ 𝜎𝛼3𝑑𝑥3

ℎ/2

−ℎ/2

 

 

(2.4.2) 

 

  
Os sentidos positivos adotados para estes esforços são mostrados na Figura 

2.4.1.  
 

 
Figura 2.4.1 – Esforços resultantes na placa 
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2.4.1 Equações de equilíbrio 

 

Na teoria de Reissner, considerando a teoria da elasticidade e levando-se em 

conta o equilíbrio de forças na direção 𝑥3, assim como o equilíbrio de momentos em 

relação aos eixos 𝑥𝛼, no elemento de placa infinitesimal, obtêm-se as seguintes 

equações de equilíbrio: 

 

𝑄𝛼,𝛼 + 𝑞 = 0 

 

(2.4.1.1) 

𝑀𝛼𝛽,𝛽 − 𝑄𝛼 = 0 (2.4.1.2) 

 

2.4.2 Deslocamentos e deformações generalizados 

 

Determinam-se os deslocamentos generalizados, 𝜙𝛼 e 𝑤, para pontos da 

superfície média da placa, como sendo, respectivamente, a rotação da normal à 

superfície média nos planos 𝑥𝛼 – 𝑥3 e o deslocamento transversal médio tomado sobre 

a espessura da placa, conforme mostrado por Reissner (1947) da seguinte forma: 

 

𝜙𝛼 =
12

ℎ3
∫ 𝑢𝛼𝑥3𝑑𝑥3

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 

(2.4.2.1) 

𝑤 =
3

2ℎ
∫ 𝑢3 [1 − (

2𝑥3

ℎ
)

2

] 𝑑𝑥3

ℎ
2

−
ℎ
2

 

 

(2.4.2.2) 

sendo 𝑢𝛼 o deslocamento linear na direção do eixo 𝑥𝛼 e 𝑢𝛼 o deslocamento 

transversal. 

 

Considerando a teoria linear, as expressões das deformações generalizadas, 

em função dos deslocamentos generalizados, são as seguintes: 

 Para as deformações de flexão, tem-se: 

 

𝑋𝛼𝛽 =
1

2
(𝜙𝛼,𝛽 + 𝜙𝛽,𝛼) 

(2.4.2.3) 
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Para as deformações devido ao cisalhamento transversal, tem-se: 

 

𝜓𝛼 = 𝜙𝛼 + 𝑤,𝛼 

 

(2.4.2.4) 

 Na teoria clássica ou de Kirchhoff, a parcela referente às deformações de 

cisalhamento transversal da placa é desprezada (𝜓𝛼 = 0). Portanto, as rotações são 

obtidas através das derivadas do deslocamento transversal na direção de 𝑥𝛼. 

 Já na teoria de Reissner, isso não acontece, pois as deformações de 

cisalhamento transversal não são desprezadas. 

 

2.4.3 Expressões dos momentos e esforços cortantes 

 

Aplicando a teoria da elasticidade para pequenos deslocamentos associada a 

princípios variacionais, é possível obter as expressões para o cálculo dos momentos 

e esforços cortantes em função dos deslocamentos generalizados, segundo Weeën 

(1982a). 

 

𝑀𝛼𝛽 =
𝐷(1 − 𝑣)

2
(𝜙𝛼,𝛽 + 𝜙𝛽,𝛼 +

2𝑣

1 − 𝑣
𝜙𝛾,𝛾𝛿𝛼𝛽) +

𝑣𝑞

(1 − 𝑣)𝜆2
𝛿𝛼𝛽 

 

(2.4.3.1) 

𝑄𝛼 =
𝐷(1 − 𝑣)𝜆2

2
(𝜙𝛼 + 𝑤,𝛼 ) 

 

(2.4.3.2) 

onde 𝑣 representa o coeficiente de Poisson, 𝛿𝛼𝛽 é o delta de Kronecker, 𝜆 é uma 

constante dada por: 

 

𝜆 =
√10

ℎ
 

 

(2.4.3.3) 

e 𝐷 representa a rigidez à flexão da placa, sendo: 

 

𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝑣2)
 (2.4.3.4) 

 

em que 𝐸 é o módulo de elasticidade longitudinal. 
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 O sistema formado pelas equações de equilíbrio descritas em Eq. (2.4.1.1) e 

Eq. (2.4.1.2) acrescidas das equações descritas em Eq. (2.4.3.1) e Eq. (2.4.3.2) 

constitui a base da teoria de Reissner e compõe um sistema de equações diferenciais 

de sexta ordem, satisfazendo a três condições de contorno por bordo. 

 

2.4.4 Condições de contorno 

 

Para satisfazer as três condições de contorno por bordo no sistema de 

equações diferenciais baseado na teoria de Reissner, pode-se prescrever, em cada 

uma das três direções generalizadas, o deslocamento ou a força de superfície 

correspondente. 

Sendo 𝛤 o contorno total da placa e 𝛤𝑢 o contorno onde os deslocamentos 

generalizados 𝜙𝛼 e 𝑤 são prescritos e 𝛤𝑝, onde as forças de superfície generalizadas 

𝑝𝛼 e 𝑝3 são prescritas, tem-se as seguintes condições de contorno: 

 

Em 𝛤𝑢: 𝜙𝛼 = 𝜙
𝛼
 

𝑤 = 𝑤̅ 

 

(2.4.4.1) 

Em 𝛤𝑝: 𝑝𝛼 = 𝑝
𝛼
 

𝑝3 = 𝑝
3
 (2.4.4.2) 

 

sendo 

 

𝑝𝛼 = 𝑀𝛼𝛽𝑛𝛽 

 

𝑝3 = 𝑄𝛽𝑛𝛽 

(2.4.4.3) 

 

e 

 

𝑝
𝛼

= 𝑀𝛼𝛽𝑛𝛽 

 

𝑝
3

= 𝑄𝛽𝑛𝛽 

(2.4.4.4) 
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onde 𝑛𝛽 são os cossenos diretores da normal exterior ao contorno. 

 

Deve-se notar que, na teoria de Kirchhoff, como as deformações cisalhantes 

transversais são desprezíveis, obtém-se uma equação de quarta ordem, satisfazendo 

a duas condições de contorno por bordo. Isso resulta em valores inexatos em 

proximidades de cantos ou perto de orifícios com diâmetro da ordem de grandeza da 

espessura da placa. 

 Tal caso não acontece na teoria de Reissner, já que são satisfeitas as três 

condições de contorno físicas e a influência da espessura sobre os deslocamentos e 

esforços resultantes é considerada. 

  



14 
 

 
 

CAPÍTULO 3  

 

O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO À TEORIA DE 

REISSNER 

 

3.1 Considerações iniciais 

 

Apresentam-se, neste capítulo, as equações integrais de placas através da 

teoria de Reissner, necessárias à formulação do problema pelo Método dos 

Elementos de Contorno. 

Primeiramente, são mostradas as equações integrais básicas considerando a 

formulação de Reissner, que podem ser obtidas utilizando o Segundo Teorema de 

Betti ou o Método dos Resíduos Ponderados.  

Também serão apresentados os tensores da solução fundamental e as 

equações integrais para o cálculo dos deslocamentos e esforços nos pontos internos. 

 

3.2 Equações integrais básicas 

  

Considere-se uma placa definida por um domínio 𝛺 representado pela sua 

superfície média e um contorno 𝛤, representado pela linha que a circunda, em estado 

de equilíbrio, sujeita a um carregamento transversal 𝑞 atuando em 𝛺 e tendo uma 

espessura constante ℎ. Considere-se, ainda, a região de domínio 𝛺∗ e contorno 𝛤*, 

contendo a placa com domínio 𝛺 e contorno 𝛤, também em equilíbrio, conforme 

mostrado na Figura 3.2.1. 

 

 
Figura 3.2.1 – Região 𝜴∗ ∪ 𝜞∗ que contém a placa 𝜴 ∪ 𝜞 
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 Para uma maior conveniência nas expressões que serão utilizadas a seguir, os 

deslocamentos generalizados 𝜙𝛼 e 𝑤 serão representados, respectivamente, por 𝑢𝛼 

e 𝑢3, ou ainda, genericamente, como 𝑢𝑘.  

Pode-se, então, reescrever as condições de contorno para as três direções 

generalizadas da placa como: 

 

𝑢𝑘 = 𝑢̅𝑘 em 𝛤𝑢 
 
𝑝𝑘 = 𝑝̅𝑘 em 𝛤𝑝 

(3.2.1) 

 

sendo 

 

𝛤𝑢 ∪ 𝛤𝑝 = 𝛤 (3.2.2) 

 

Para a região 𝛺 ∪ 𝛤, tem-se: 

 

Deslocamentos: 𝑢𝑘 

 

Forças de superfície: 𝑝𝑘 

 

sendo 𝑝𝛼 = 𝑀𝛼𝛽𝑛𝛽  

 

𝑝3 = 𝑄𝛼𝑛𝛼  

 

(3.2.3) 

Deformações específicas:  𝑋𝛼𝛽 = 𝑢𝛼,𝛽 

 

𝜓𝛼 = 𝑢𝛼 + 𝑢3,𝛼 

 

(3.2.4) 

 

Esforços: 

 

𝑀𝛼𝛽 = 𝐷
(1 − 𝑣)

2
(𝑢𝛼,𝛽 + 𝑢𝛽,𝛼 +

2𝑣

1 − 𝑣
𝑢𝑦,𝑦𝛿𝛼𝛽) +

𝜈𝑞

(1 − 𝑣)𝜆2
𝛿𝛼𝛽 

 

𝑄𝛼 =
𝐷(1 − 𝑣)𝜆2

2
(𝑢𝛼 + 𝑢3,𝛼) 

 
 

(3.2.5) 

 

Equações de equilíbrio:  
 

𝑀𝛼𝛽,𝛽 − 𝑄𝛼 = 0 

 
𝑄𝛼,𝛼 + 𝑞 = 0 

(3.2.6) 
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Para a região 𝛺∗ ∪ 𝛤∗, tem-se: 

 

Deslocamentos: 𝑢𝑘
∗  

 

Forças de superfície: 𝑝𝑘
∗  

 

sendo 𝑝𝛼
∗ = 𝑀𝛼𝛽

∗ 𝑛𝛽  

 

𝑝3
∗ = 𝑄𝛼

∗ 𝑛𝛼  

 

(3.2.7) 

 Deformações específicas:  𝑋𝛼𝛽
∗ = 𝑢𝛼,𝛽

∗  

 

𝜓𝛼
∗ = 𝑢𝛼

∗ + 𝑢3,𝛼
∗  

 

(3.2.8) 

 

Esforços: 

 

𝑀𝛼𝛽
∗ = 𝐷

(1 − 𝑣)

2
(𝑢𝛼,𝛽

∗ + 𝑢𝛽,𝛼
∗ +

2𝑣

1 − 𝑣
𝑢𝑦,𝑦

∗ 𝛿𝛼𝛽) +
𝜈𝑞

(1 − 𝑣)𝜆2
𝛿𝛼𝛽 

 

𝑄𝛼
∗ =

𝐷(1 − 𝑣)𝜆2

2
(𝑢𝛼

∗ + 𝑢3,𝛼
∗ ) 

 
 

(3.2.9) 

 

Equações de equilíbrio:  𝑀𝛼𝛽,𝛽
∗ − 𝑄𝛼

∗ + 𝐹𝛼
∗ = 0 

 
𝑄𝛼,𝛼

∗ + 𝐹3
∗ = 0 

 

(3.2.10) 

 

 

onde 𝐹𝑘
∗ são as componentes das forças de domínio, definidas a fim de se obter a 

solução fundamental (Weeën, 1982a), distribuindo-se ao longo da espessura como: 

 

 
𝑓𝛼

∗ =
12𝑥3

ℎ3
𝐹𝛼

∗ 

 
 

𝑓3
∗ =

3𝐹3
∗

2ℎ
[1 − (

2𝑥3

ℎ
)

2

] 

(3.2.11) 
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3.3 Equações integrais para deslocamentos em pontos no domínio 

 

A equação integral para os deslocamentos generalizados em um ponto   

situado no interior da região 𝛺 da placa, deduzida a partir do segundo teorema de Betti 

ou a partir do método dos resíduos ponderados em Karam (1986), considerando a 

solução fundamental do problema 𝑢𝑖𝑗
∗  e a força de superfície correspondente 𝑝𝑖𝑗

∗  , é 

expressa por: 

 

𝑢𝑖(𝜉) = ∫ [𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) − 𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)]𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

+ ∫ [𝑢𝑖3
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝜈

(1 − 𝑣)𝜆2
𝑢𝑖𝛼,𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑞(𝑥)𝑑𝛺(𝑥)

𝛺

 

(3.3.1) 

 

 

onde 

 

𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥): deslocamento generalizado na direção 𝑗 do ponto 𝑥, devido a uma carga 

unitária concentrada aplicada na direção 𝑖 do ponto ; 

𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥): força de superfície generalizada na direção 𝑗 do ponto 𝑥, devido a uma carga 

unitária concentrada aplicada na direção 𝑖 do ponto ; 

𝑥: ponto campo, onde são observados os efeitos das cargas unitárias aplicadas; 

: ponto fonte, onde são aplicadas as cargas concentradas generalizadas unitárias. 

 

3.4 Solução fundamental 

 

A solução fundamental que aparece na Eq. (3.3.1) é a resposta para os 

deslocamentos de um ponto genérico (𝑥) de um domínio fundamental infinito, devido 

à aplicação de uma carga concentrada unitária em outro ponto () deste domínio, 

satisfazendo as equações diferenciais de equilíbrio escritas em termos de 

deslocamentos. 

De acordo com Weeën (1982b), a solução fundamental 𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥) é obtida pelo 

Método de Hörmander, sendo expressa pelas equações mostradas a seguir. 
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1. Solução fundamental de deslocamentos 

É representada pelo tensor 𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥), conforme Weeën (1982b): 

 

𝑢𝛼𝛽
∗ =

1

8𝜋𝐷(1 − 𝜈)
{[8𝐵(𝑧) − (1 − 𝑣)(2 ln 𝑧 − 1)]𝛿𝛼𝛽

− [8𝐴(𝑧) + 2(1 − 𝜈)]𝑟,𝛼𝑟,𝛽} 

 

𝑢𝛼3
∗ = −𝑢𝛼3

∗ =  
1

8𝜋𝐷
(2 ln 𝑧 − 1)𝑟𝑟,𝛼 

 

𝑢33
∗ =

1

8𝜋𝐷(1 − 𝜈)𝜆2
[(1 − 𝑣)𝑧2(ln 𝑧 − 1) − 8 ln 𝑧] 

(3.4.1) 

 

 

onde 𝑟 é a distância entre o ponto fonte  e o ponto campo 𝑥, sabendo-se ainda que: 

 

𝑟 = √𝑟𝛼𝑟𝛼 

 

  (3.4.2) 

𝑟,𝛼 =
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝛼(𝑥)
=

𝑟𝛼

𝑟
 

 

(3.4.3) 

 

sendo, 

 

𝑟𝛼 = 𝑥𝛼(𝑥) − 𝑥𝛼(𝜉) 

 

(3.4.4) 

𝑧 = 𝜆𝑟 

 
(3.4.5) 

Na Eq. (3.4.1) ainda aparecem as funções 𝐴(𝑧) e 𝐵(𝑧), dadas por: 

 

𝐴(𝑧) = 𝐾0(𝑧) +
2

𝑧
[𝐾1(𝑧) −

1

𝑧
] 

 

(3.4.6) 

 

𝐵(𝑧) = 𝐾0(𝑧) +
1

𝑧
[𝐾1(𝑧) −

1

𝑧
] 

 

(3.4.7) 
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sendo 𝐾0(𝑧) e 𝐾1(𝑧) funções de Bessel modificadas de ordem inteira, podendo ser 

calculadas através de expansões polinomiais dadas por Abramowitz e Stegun (1965) 

e apresentadas no Apêndice A deste texto.  

2. Forças de superfície referentes à solução fundamental 

São representadas pelo tensor 𝑝𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥), conforme Karam (1986): 

 

𝑝𝛾𝛼
∗ = −

1

4𝜋𝑟
[(4𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)(𝛿𝛼𝛾𝑟,𝑛 + 𝑟,𝛼𝑛𝛾) + (4𝐴 + 1 + 𝜈)𝑟,𝛾𝑛𝛼

− 2(8𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)𝑟,𝛼𝑟,𝛾𝑟,𝑛] 

 

𝑝𝛾3
∗ =

𝜆2

2𝜋
[𝐵 𝑛𝛾 − 𝐴 𝑟,𝛾𝑟,𝑛] 

 

𝑝3𝛼
∗ = −

(1 − 𝑣)

8𝜋
[(2

(1 + 𝑣)

(1 − 𝑣)
ln 𝑧 − 1) 𝑛𝛼 + 2𝑟,𝛼𝑟,𝑛] 

 

𝑝33
∗ = −

1

2𝜋𝑟
𝑟,𝑛 

(3.4.8) 

 
onde 𝑟,𝑛 é a derivada de 𝑟 em relação à normal no ponto 𝑥, sendo definida por: 

 

𝑟,𝑛 =
𝜕𝑟

𝜕𝑛(𝑥)
= 𝑟,𝛼𝑛𝛼 

(3.4.9) 

 

3.5 Equações integrais para pontos do contorno 

 

Depois de se analisar, separadamente, o limite de cada integral quando o ponto 

fonte () tende para o contorno, tem-se, para um ponto  do contorno a seguinte 

equação: 

 

𝐶𝑖𝑗(𝜉)𝑢𝑗(𝜉) = ∫ [𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) − 𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)]

𝛤

𝜕𝛤(𝑥)

+ ∫ [𝑢𝑖3
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝑣

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢𝑖𝛼,𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑞(𝑥)𝜕𝛺(𝑥)

𝛺

 

 

(3.5.1) 
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onde a primeira integral à direita deve ser interpretada no sentido de valor principal de 

Cauchy e o coeficiente 𝐶𝑖𝑗(𝜉) depende da geometria do contorno no ponto . 

   

Em geral, pode-se considerar a Eq. (3.5.1) escrita para um ponto  qualquer, 

sendo: 

 

𝐶𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 

 

𝐶𝑖𝑗 =
𝛿𝑖𝑗

2
 

quando  é ponto do interior; 

 

quando  é ponto de contorno suave. 
(3.5.2) 

  

Na Eq. (3.5.1), transformando a integral de domínio relacionada à carga 

transversal em uma integral de contorno para q(x) = q = constante, obtém-se, com a 

utilização do teorema da divergência, a expressão: 

 

𝐶𝑖𝑗(𝜉)𝑢𝑗(𝜉) = ∫ [𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) − 𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)]

𝛤

𝜕𝛤(𝑥)

+ 𝑞 ∫ [𝑣𝑖,𝛼
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝑣

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢𝑖𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑛𝛼(𝑥)𝜕𝛤(𝑥)

𝛤

 
(3.5.3) 

 

 

onde 

 

𝑣𝑖,𝛼
∗ (𝜉, 𝑥) = 𝑢𝑖3

∗ (𝜉, 𝑥) (3.5.4) 

 

3.6 Deslocamentos nos pontos internos 

 

Os deslocamentos nos pontos internos podem ser obtidos utilizando-se a Eq. 

(3.5.3) com 𝐶𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗. 

Assim, para um ponto interno  qualquer, tem-se: 
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𝑢𝑖(𝜉) = ∫ 𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) 𝑑𝛤(𝑥) − ∫ 𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)
𝛤

𝛤

+ 𝑞 ∫ [𝑣𝑖,𝛼
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝜈

(1 − 𝑣)𝜆2
𝑢𝑖𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑛𝛼(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

 
(3.6.1) 

 

 

3.7 Equações integrais para momentos e esforços cortantes nos pontos 

internos 

 

A partir da expressão integral de deslocamentos em pontos internos, Eq. 

(3.6.1), e suas derivadas em relação às coordenadas do ponto fonte , e substituindo 

nas relações dos esforços mostradas nas Eqs. (3.2.5), obtêm-se as equações 

integrais para momentos e esforços cortantes, tal como apresentado por Weeën 

(1982b). 

𝑀𝛼𝛽(𝜉) = ∫ 𝑢𝛼𝛽𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥) 𝑑𝛤(𝑥) − ∫ 𝑝𝛼𝛽𝑘

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)
𝛤

𝛤

+ 𝑞 ∫ 𝑤𝛼𝛽
∗ (𝜉, 𝑥)𝑑𝛤(𝑥) +

𝜈

(1 − 𝑣)𝜆2
𝑞𝛿𝛼𝛽

𝛤

 

 

(3.7.1) 

 

𝑄𝛽(𝜉) = ∫ 𝑢3𝛽𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥) 𝑑𝛤(𝑥) − ∫ 𝑝3𝛽𝑘

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)
𝛤

𝛤

+ 𝑞 ∫ 𝑤3𝛽
∗ (𝜉, 𝑥)𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

 
(3.7.2) 

 

 

Expressões para os tensores referentes à solução fundamental são 

apresentados em Weeen (1982b) e em Karam (1986) 

Para 𝑢𝛼𝛽𝑘
∗ , tem-se, na expressão dos momentos: 

 

𝑢𝛼𝛽𝛾
∗ =

1

4𝜋𝑟
[(4𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)(𝛿𝛽𝛾𝑟,𝛼 + 𝛿𝛼𝛾𝑟,𝛽)

− 2(8𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)𝑟,𝛼𝑟,𝛽𝑟,𝛾 + (4𝐴 + 1 + 𝑣)𝛿𝛼𝛽𝑟,𝛾] 

 

(3.7.3) 
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𝑢𝛼𝛽3
∗ = −

(1 − 𝑣)

8𝜋
[(2

(1 + 𝑣)

(1 − 𝑣)
ln 𝑧 − 1) 𝛿𝛼𝛽 + 2𝑟,𝛼𝑟,𝛽] 

 

(3.7.4) 

 

e na expressão dos esforços cortantes: 

 

𝑢3𝛽𝛾
∗ =

𝜆2

2𝜋
[𝐵𝛿𝛾𝛽 − 𝐴𝑟,𝛾𝑟,𝛽] 

 

(3.7.5) 

 

𝑢3𝛽3
∗ =

1

2𝜋𝑟
𝑟,𝛽 

 

(3.7.6) 

 

Para 𝑝𝑖𝛽𝑘
∗ , tem-se, na expressão dos momentos: 

 

𝑝𝛼𝛽𝛾
∗ =

𝐷(1 − 𝜈)

4𝜋𝑟2
{(4𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)(𝛿𝛾𝛼𝑛𝛽 + 𝛿𝛾𝛽𝑛𝛼)

+ (4𝐴 + 1 + 3𝑣)𝛿𝛼𝛽𝑛𝛾 − (16𝐴 + 6𝑧𝐾1 + 𝑧2𝐾0 + 2 − 2𝑣)

∗ [(𝑛𝛼𝑟,𝛽 + 𝑛𝛽𝑟,𝛼)𝑟,𝛾 + (𝛿𝛾𝛼𝑟,𝛽 + 𝛿𝛾𝛽𝑟,𝛼)𝑟,𝑛]

− 2(8𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 + 𝑣)(𝛿𝛼𝛽𝑟,𝛾𝑟,𝑛 + 𝑛𝛾𝑟,𝛼𝑟,𝛽)

+ 4(24𝐴 + 8𝑧𝐾1 + 𝑧2𝐾0 + 2 − 2𝑣)𝑟,𝛼𝑟,𝛽𝑟,𝛾𝑟,𝑛} 

 

(3.7.7) 

𝑝𝛼𝛽3
∗ =

𝐷(1 − 𝜈)𝜆2

4𝜋𝑟
{(2𝐴 + 𝑧𝐾1)(𝑟,𝛽𝑛𝛼 + 𝑟,𝛼𝑛𝛽) − 2(4𝐴 + 𝑧𝐾1)𝑟,𝛼𝑟,𝛽𝑟,𝑛

+ 2𝐴𝛿𝛼𝛽𝑟,𝑛} (3.7.8) 

 

e na expressão dos esforços cortantes: 

 

𝑝3𝛽𝛾
∗ =

−𝐷(1 − 𝜈)𝜆2

4𝜋𝑟
[(2𝐴 + 𝑧𝐾1)(𝛿𝛾𝛽𝑟,𝑛 + 𝑟,𝛾𝑛𝛽) + 2𝐴𝑛𝛾𝑟,𝛽

− 2(4𝐴 + 𝑧𝐾1)𝑟,𝛾𝑟,𝛽𝑟,𝑛] 

 

(3.7.9) 

 

𝑃3𝛽3
∗ =

𝐷(1 − 𝜈)𝜆2

4𝜋𝑟2
[(𝑧2𝐵 + 1)𝑛𝛽 − (𝑧2𝐴 + 2)𝑟,𝛽𝑟,𝑛] 

 

(3.7.10) 

 

 As expressões 𝑤𝛼𝛽
∗  e 𝑤3𝛽

∗ , presentes nas equações integrais para cálculo dos 

momentos e esforços cortantes, respectivamente, são dadas por: 
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𝑤𝛼𝛽
∗ = −

𝑟

64𝜋
{(4 ln 𝑧 − 3)[(1 − 𝜈)(𝑟,𝛽𝑛𝛼 + 𝑟,𝛼𝑛𝛽)

+ (1 + 3𝜈)𝛿𝛼𝛽𝑟,𝑛] + 4[(1 − 𝜈)𝑟,𝛼𝑟,𝛽 + 𝑣𝛿𝛼𝛽]𝑟,𝑛}

−
𝑣

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢𝛼𝛽𝛾

∗ 𝑛𝛾 

 

(3.7.11) 

 

𝑤3𝛽
∗ =

1

8𝜋
[(2 ln 𝑧 − 1)𝑛𝛽 + 2𝑟,𝛽𝑟,𝑛] −

𝑣

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢3𝛽𝛾

∗ 𝑛𝛾 
(3.7.12) 

 

3.8 Placas com variação da espessura 

 

Conforme a Eq. (2.4.3.4), observa-se que, com a variação da espessura ℎ, 

ocorre a variação da rigidez 𝐷, já que o módulo de elasticidade 𝐸 e o coeficiente de 

Poisson  dependem do material. Sendo assim, será variada a rigidez à flexão da 

placa e essa rigidez será escrita em função da posição do ponto considerado. 

 

3.8.1 Dedução das equações integrais a partir do Segundo Teorema de Betti 

 

A primeira Eq. (3.2.5), referente aos momentos, pode ser escrita na forma: 

 

𝑀𝛼𝛽 = 𝑀̂𝛼𝛽 +
𝜈

(1 − 𝜈)𝜆2
𝛿𝛼𝛽 (3.8.1.1) 

 

Sejam: 

 

𝑀̂𝛼𝛽 = 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜃 𝑋𝛾𝜃 

 

 

𝑀𝜶𝜷
∗ = 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜃 𝑋𝛾𝜃

∗  

 
 

𝑄𝛽 = 𝐶3𝛽3𝜃 𝜓𝜃 

 
 

𝑄𝛽
∗ = 𝐶3𝛽3𝜃 𝜓𝜃

∗  

 

(3.8.1.2) 
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onde 𝐶𝑖𝛽𝑗𝜃 são as componentes do tensor de quarta ordem de constantes elásticas 

para o caso isotrópico. 

 

 Considerando as Eqs. (3.8.1.2), pode-se escrever: 

 

𝑀̂𝛼𝛽 𝑋𝛼𝛽
∗  + 𝑄𝛽 𝜓𝛽

∗ = 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜃 𝑋𝛾𝜃 𝑋𝛼𝛽
∗ +  𝐶3𝛽3𝜃 𝜓𝜃 𝜓𝛽

∗  (3.8.1.3) 

  

Reagrupando o segundo membro e considerando que: 

 

𝐶𝑖𝛽𝑗𝜃 = 𝐶𝑗𝜃𝑖𝛽 (3.8.1.4) 

 

tem-se: 

 

𝑀̂𝛼𝛽 𝑋𝛼𝛽
∗  + 𝑄𝛽 𝜓𝛽

∗ = 𝑋𝛾𝜃(𝐶𝛾𝜃𝛼𝛽 𝑋𝛼𝛽
∗ ) + 𝜓𝜃(𝐶3𝜃3𝛽 𝜓𝛽

∗ ) (3.8.1.5) 

  

Ou ainda, considerando a Eq. (3.8.1.1) e a Eq. (3.8.1.2), e multiplicando 

numerador e denominador por 𝐷(𝑥), tem-se: 

 

𝐷(𝑥)

𝐷(𝑥)
[(𝑀𝛼𝛽 −

𝜈𝑞𝛿𝛼𝛽

(1 − 𝜈)𝜆2
) 𝑋𝛼𝛽

∗  +  𝑄𝛽 𝜓𝛽
∗ ] = 𝑋𝛾𝜃𝑀𝛾𝜃

∗ + 𝜓𝜃𝑄𝜃
∗  

(3.8.1.6) 

 

onde 𝐷(𝑥) é a rigidez variável da placa, sendo 𝑥 o ponto campo. 

Assim, pode-se escrever a equação integral seguinte, envolvendo integrais de 

domínio: 

 

∫
𝐷(𝑥)

𝐷0
(𝑀𝛼𝛽

∗ 𝑋𝛼𝛽 + 𝑄𝛼
∗ 𝜓𝛼)𝜕𝛺

Ω

= ∫ (𝑀𝛼𝛽(𝑥)𝑋𝛼𝛽
∗ + 𝑄𝛼(𝑥)𝜓𝛼

∗ )𝜕𝛺 −
𝜈

(1 − 𝜈)𝜆2
Ω

∫ 𝑞𝛿𝛼𝛽𝑋𝛼𝛽
∗ 𝜕𝛺

Ω

 

(3.8.1.7) 

 

onde 𝐷0 é uma rigidez constante, utilizada no cálculo dos tensores da solução 

fundamental.  
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Substituindo a Eq. (3.2.4) e a Eq. (3.2.8) na Eq. (3.8.1.7), integrando por partes 

em ambos os lados e usando o teorema da divergência, obtém-se 

1

𝐷0
[∫ 𝑀𝛼𝛽

∗ 𝑢𝛼𝑛𝛽𝐷(𝑥)𝜕𝛤 −
𝛤

∫ (𝑀𝛼𝛽,𝛽
∗ 𝑢𝛼𝐷(𝑥) + 𝑀𝛼𝛽

∗ 𝑢𝛼

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
) 𝜕𝛺 

Ω

+  ∫ 𝑄𝛼
∗ 𝑢𝛼𝐷(𝑥)𝜕𝛺 

Ω

+  ∫ 𝑄𝛼
∗ 𝑢3𝑛𝛼𝐷(𝑥)𝜕𝛤 −

𝛤

∫ (𝑄𝛼,𝛼
∗ 𝑢3𝐷(𝑥)

Ω

+ 𝑄𝛼
∗ 𝑢3

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛼
) 𝜕𝛺 ]

= ∫ 𝑀𝛼𝛽𝑢𝛼
∗ 𝑛𝛽𝜕𝛤 −

𝛤

∫ 𝑀𝛼𝛽,𝛽𝑢𝛼
∗ 𝜕𝛺 

Ω

+  ∫ 𝑄𝛼 𝑢𝛼
∗ 𝜕𝛺 +  ∫ 𝑄𝛼 𝑢3

∗  𝑛𝛼𝜕𝛤 −
𝛤Ω

∫ 𝑄𝛼,𝛼 𝑢3
∗𝜕𝛺

Ω

−
𝝂

(𝟏 − 𝝂)𝝀𝟐
∫ 𝑞 𝑢𝛼,𝛼

∗ 𝜕𝛺

Ω

 

(3.8.1.8) 

 

Considerando a Eq. (3.2.3) e a Eq. (3.2.7), e ainda, as equações de equilíbrio 

(3.2.6) e (3.2.10), a Eq. (3.8.1.8) fica como: 

1

𝐷0
[∫ 𝑝𝛼

∗ 𝑢𝛼𝐷(𝑥)𝜕𝛤 −
𝛤

∫ (𝑄𝛼
∗ 𝑢𝛼𝐷(𝑥) + 𝑀𝛼𝛽

∗ 𝑢𝛼

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
) 𝜕𝛺 

Ω

+  ∫ 𝐹𝛼
∗𝑢𝛼𝐷(𝑥)𝜕𝛺 

Ω

+ ∫ 𝑄𝛼
∗ 𝑢𝛼𝐷(𝑥)𝜕𝛺 +  ∫ 𝑝3

∗𝑢3𝐷(𝑥)𝜕𝛤 +
𝛤Ω

 ∫ (𝐹3
∗𝑢3𝐷(𝑥)

Ω

− 𝑄𝛼
∗ 𝑢3

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛼
) 𝜕𝛺 ]

= ∫ 𝑝𝛼 𝑢𝛼
∗ 𝜕𝛤 −

𝛤

∫ 𝑄𝛼 𝑢𝛼
∗ 𝜕𝛺 

Ω

+  ∫ 𝑄𝛼 𝑢𝛼
∗ 𝜕𝛺 +  ∫ 𝑝3 𝑢3

∗𝜕𝛤
𝛤Ω

+ ∫ 𝑞 𝑢3
∗𝜕𝛺

Ω

−
𝜈

(1 − 𝜈)𝜆2
∫ 𝑞 𝑢𝛼,𝛼

∗ 𝜕𝛺

Ω

 

(3.8.1.9) 
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Cancelando os termos iguais e escrevendo de forma genérica para as três 

direções, tem-se a expressão abaixo, correspondente ao Segundo Teorema de Betti 

(ou da Reciprocidade): 

 

1

𝐷0
∫ 𝐹𝑗

∗𝑢𝑗𝐷(𝑥)𝜕𝛺 −
1

𝐷0Ω

∫ 𝑀𝛼𝛽
∗ 𝑢𝛼

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽𝛀

−
1

𝐷0
∫ 𝑄𝛼

∗ 𝑢3

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛼𝛀

= ∫ 𝑝𝑗 𝑢𝑗
∗𝜕𝛤 −

𝛤

1

𝐷0
∫ 𝑢𝑗 𝑝𝑗

∗𝐷(𝑥)𝜕𝛤 + 
𝛤

∫ 𝑞
Ω

(𝑢3
∗

−
𝝂

(𝟏 − 𝝂)𝝀𝟐
𝑢𝛼,𝛼

∗ ) 𝜕𝛺 
(3.8.1.10) 

  

As forças de domínio 𝐹𝑗
∗ são forças generalizadas concentradas unitárias 

aplicadas em cada uma das três direções generalizadas de um ponto pertencente à 

região Ω∗, chamado de ponto carga ou fonte e representado por . 

 Essas forças podem ser representadas por: 

 

𝐹𝑗
∗ = 𝛿(𝑥 − )𝑃𝑗 (3.8.1.11) 

 

onde, 

 

𝑃𝑗 = 1 (3.8.1.12) 

 

𝛿(𝑥 − ): função generalizada delta de Dirac com singularidade em . 

 

 A função delta de Dirac tem a seguinte propriedade: 

 

∫ 𝑔(𝑥)𝛿(𝑥 − )𝜕𝛺(𝑥) =  
Ω∗    0    𝑠𝑒  ∉  Ω∗

𝑔() 𝑠𝑒  ∈ Ω∗

 
(3.8.1.13) 

  

Sendo, agora,  pertencente à região Ω e considerando a Eq. (3.8.1.11) e a Eq. 

(3.8.1.13), a primeira integral da Eq. (3.8.1.10) fica: 
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1

𝐷0
∫ 𝐹𝑗

∗𝑢𝑗𝐷(𝑥)𝜕𝛺 
Ω

=
1

𝐷0
𝑢𝑗()𝐷()𝑃𝑗 (3.8.1.14) 

 

E, considerando a Eq. (3.8.1.12): 

 

1

𝐷0
∫ 𝐹𝑗

∗𝑢𝑗𝐷(𝑥)𝜕𝛺 
Ω

=
1

𝐷0
∑ 𝑢𝑗()

3

𝑗=1

𝐷() (3.8.1.15) 

  

Considerando agora cada carga concentrada generalizada unitária atuando 

independentemente, pode-se escrever: 

 

𝑢𝑗
∗ = 𝑢𝑖𝑗

∗ (, 𝑥)𝑃𝑖 

 

𝑝𝑗
∗ = 𝑝𝑖𝑗

∗ (, 𝑥)𝑃𝑖 

(3.8.1.16) 

 

onde 𝑢𝑖𝑗
∗ (, 𝑥) e 𝑝𝑖𝑗

∗ (, 𝑥) são os tensores referentes à solução fundamental, 

apresentados no item 3.4.  

 Considerando as cargas unitárias atuando separadamente em cada uma das 

três direções generalizadas, pode-se, então, escrever três equações da seguinte 

forma, sendo válidas para um ponto  qualquer situado no interior da região 𝛺: 

 

1

𝐷0
𝑢𝑖(𝜉)𝐷() = ∫ [𝑢𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) −
1

𝐷0
𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝐷(𝑥)]  𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

+ ∫ [𝑢𝑖3
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝜈

(1 − 𝑣)𝜆2
𝑢𝑖𝛼,𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑞(𝑥)𝑑𝛺(𝑥)

𝛺

+
1

𝐷0
∫ 𝑀𝛼𝛽𝑖

∗ (, 𝑥) 𝑢𝛼(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽𝛀

𝑑𝛺(𝑥)

+
1

𝐷0
∫ 𝑄3𝛽𝑖

∗ (, 𝑥) 𝑢3(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝑑𝛺(𝑥)

𝛀

 
(3.8.1.17) 

 

 

As expressões de 𝑀𝛼𝛽𝑖
∗  e de 𝑄3𝛽𝑖

∗  são (Karam, 1986): 
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𝑀𝛼𝛽𝛾
∗ = −

1

4𝜋𝑟
[(4𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)(𝛿𝛽𝛾𝑟,𝛼 + 𝛿𝛼𝛾𝑟,𝛽)

− 2(8𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)𝑟,𝛼𝑟,𝛽𝑟,𝛾 + (4𝐴 + 1 + 𝑣)𝛿𝛼𝛽𝑟,𝛾] 

 

(3.8.1.18) 

 

𝑀𝛼𝛽3
∗ = −

(1 − 𝑣)

8𝜋
[(2

(1 + 𝑣)

(1 − 𝑣)
ln 𝑧 − 1) 𝛿𝛼𝛽 + 2 𝑟,𝛼𝑟,𝛽] 

 (3.8.1.19) 

𝑄3𝛽𝛾
∗ =

𝜆2

2𝜋
[𝐵𝛿𝛾𝛽 − 𝐴 𝑟,𝛾𝑟,𝛽] 

 
(3.8.1.20) 

𝑄3𝛽3
∗ = −

1

2𝜋𝜆
𝑟,𝛽 

 
(3.8.1.21) 

 

Depois de estudar, separadamente, o limite de cada integral da Eq. (3.8.1.17) 

quando o ponto fonte () tende para o contorno, tem-se, para um ponto  do contorno, 

a seguinte equação: 

 

1

𝐷0
𝐶𝑖𝑗(𝜉)𝑢𝑗(𝜉)𝐷(𝜉)

= ∫ [𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) −

1

𝐷0
𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝐷(𝑥)]  𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

+ ∫ [𝑢𝑖3
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝜈

(1 − 𝑣)𝜆2
𝑢𝑖𝛼,𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑞(𝑥)𝑑𝛺(𝑥)

𝛺

+
1

𝐷0
∫ 𝑀𝛼𝛽𝑖

∗ (, 𝑥) 𝑢𝛼(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽𝛀

𝑑𝛺(𝑥)

+
1

𝐷0
∫ 𝑄3𝛽𝑖

∗ (, 𝑥) 𝑢3(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽𝛀

𝑑𝛺(𝑥) 
(3.8.1.22) 

 

onde a primeira integral à direita deve ser interpretada no sentido de valor principal de 

Cauchy e o coeficiente 𝐶𝑖𝑗(𝜉) depende da geometria do contorno no ponto . 

 

  Em geral, pode-se considerar a Eq. (3.5.1) escrita para um ponto  qualquer, 

onde: 
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𝐶𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 

 

𝐶𝑖𝑗 =
𝛿𝑖𝑗

2
 

quando  é ponto do interior; 

 

quando  é ponto de contorno suave. 
(3.8.1.23) 

 

Transformando a integral de domínio relacionada à carga transversal em uma 

integral de contorno para q(x) = q = constante, obtém-se: 

 

1

𝐷0
𝐶𝑖𝑗(𝜉)𝑢𝑗(𝜉)𝐷(𝜉)

= ∫ [𝑢𝑖𝑗
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) −

1

𝐷0
𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝐷(𝑥)]  𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

+ 𝑞 ∫ [𝑣𝑖,𝛼
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝑣

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢𝑖𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑛𝛼(𝑥)𝜕𝛤(𝑥)

𝛤

+
1

𝐷0
∫ 𝑀𝛼𝛽𝑖

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢𝛼(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝑑𝛺(𝑥)

𝛀

+
1

𝐷0
∫ 𝑄3𝛽𝑖

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢3(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽𝛀

 𝑑𝛺(𝑥) 

(3.8.1.24) 

 

 

onde 

 

𝑣𝑖,𝛼
∗ (𝜉, 𝑥) = 𝑢𝑖3

∗ (𝜉, 𝑥) (3.8.1.25)  

 

 

3.8.2 Deslocamentos nos pontos internos 

 

Os deslocamentos nos pontos internos são obtidos utilizando-se a Eq. 

(3.8.1.24) com 𝐶𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗. 

Assim, para um ponto interno  qualquer, tem-se: 
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1

𝐷0
𝑢𝑖(𝜉)𝐷(𝜉) = ∫ [𝑢𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑗(𝑥) −
1

𝐷0
𝑝𝑖𝑗

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝐷(𝑥)]  𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

+ 𝑞 ∫ [𝑣𝑖,𝛼
∗ (𝜉, 𝑥) −

𝑣

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢𝑖𝛼

∗ (𝜉, 𝑥)] 𝑛𝛼(𝑥)𝜕𝛤(𝑥)

𝛤

+
1

𝐷0
∫ 𝑀𝛼𝛽𝑖

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢𝛼(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝑑𝛺(𝑥)

𝛀

+
1

𝐷0
∫ 𝑄3𝛽𝑖

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢3(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽𝛀

 𝑑𝛺(𝑥) 

(3.8.2.1) 

 

 

 

3.8.3 Momentos e esforços cortantes nos pontos internos 

 

A partir da expressão integral de deslocamentos em pontos internos, Eq. 

(3.8.2.1), e suas derivadas em relação às coordenadas do ponto fonte , e das 

relações dos esforços mostradas nas Eqs. (3.2.5), obtêm-se as equações integrais 

dos momentos e esforços cortantes. 

 

𝑀𝛼𝛽(𝜉) = ∫ 𝑢𝛼𝛽𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥) 𝑑𝛤(𝑥) − ∫ 𝑝𝛼𝛽𝑘

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)
𝛤

𝛤

+ 𝑞 ∫ 𝑤𝛼𝛽
∗ (𝜉, 𝑥)𝑑𝛤(𝑥) +

𝜈

(1 − 𝑣)𝜆2
𝑞𝛿𝛼𝛽

𝛤

+
1

𝐷0
∫ 𝑀𝛼𝛽𝛾𝜃

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢𝛾(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝜃𝛀

𝑑𝛺(𝑥)

+
1

𝐷0
∫ 𝑄𝛼𝛽3𝜃

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢3(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝜃
𝑑𝛺(𝑥)

𝛀

 

 

(3.8.3.1) 
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𝑄𝛽(𝜉) = ∫ 𝑢3𝛽𝑘
∗ (𝜉, 𝑥)𝑝𝑘(𝑥) 𝑑𝛤(𝑥) − ∫ 𝑝3𝛽𝑘

∗ (𝜉, 𝑥)𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝛤(𝑥)
𝛤

𝛤

+ 𝑞 ∫ 𝑤3𝛽
∗ (𝜉, 𝑥)𝑑𝛤(𝑥)

𝛤

+
1

𝐷0
∫ 𝑀3𝛽𝛾𝜃

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢𝛾(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝜃𝛀

𝑑𝛺(𝑥)

+
1

𝐷0
∫ 𝑄3𝛽3𝜃

∗ (𝜉, 𝑥) 𝑢3(𝑥)
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝜃
𝑑𝛺(𝑥)

𝛀

 
(3.8.3.2) 

 

 

sendo (Oliveira, 2015): 

 

𝑀𝛼𝛽𝛾𝜃
∗ =

𝐷(1 − 𝑣)

8𝜋𝑟2
[2(4𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 − 𝑣)(𝛿𝛼𝜃𝛿𝛽𝛾 + 𝛿𝛼𝛾𝛿𝜃𝛽)

+ 2(4𝐴 + 1 + 3𝑣)𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝜃

− 4(8𝐴 + 2𝑧𝐾1 + 1 + 𝑣)(𝛿𝛾𝜃 𝑟,𝛼 𝑟,𝛽 + 𝛿𝛼𝛽 𝑟,𝜃 𝑟,𝛾)

− 2(16𝐴 + 6𝑧𝐾1 + 𝑧2𝐾0 + 2 − 2𝑣)(𝛿𝛼𝜃 𝑟,𝛾 𝑟,𝛽 + 𝛿𝛼𝛾 𝑟,𝜃 𝑟,𝛽

+ 𝛿𝛾𝛽 𝑟,𝛼 𝑟,𝜃 + 𝛿𝜃𝛽 𝑟,𝛼 𝑟,𝛾)

+ 8(24𝐴 + 8𝑧𝐾1 + 𝑧2𝐾0 + 2 − 2𝑣)𝑟,𝛼 𝑟,𝛽 𝑟,𝛾 𝑟,𝜃] 

 

(3.8.3.3) 

 

𝑀3𝛽𝛾𝜃
∗ = −

𝐷(1 − 𝑣)𝜆2

8𝜋𝑟
[(4𝐴 + 2𝑧𝐾1)(𝛿𝜃𝛽 𝑟,𝛾 + 𝛿𝛾𝛽 𝑟,𝜃) + 4𝐴 𝑟,𝛽𝛿𝛾𝜃

− 4(4𝐴 + 𝑧𝐾1)𝑟,𝛾 𝑟,𝜃 𝑟,𝛽] (3.8.3.4) 

 

e também: 

 

𝑄𝛼𝛽3𝜃
∗ =

𝐷(1 − 𝑣)𝜆2

4𝜋𝑟
[(3𝐴 + 𝑧𝐾1)( 𝑟,𝛽𝛿𝛼𝜃 + 𝑟,𝛼𝛿𝛽𝜃 − 2𝑟,𝛼 𝑟,𝛽 𝑟,𝛾 𝑟,𝜃)

+
1 + 𝜐

1 − 𝜐
(2𝐴 𝑟,𝜃𝛿𝛼𝛽)] 

 

(3.8.3.5) 

 

𝑄3𝛽3𝜃
∗ =

𝐷(1 − 𝑣)𝜆2

4𝜋
[𝜆2(𝐵 𝛿𝜃𝛽 − 𝐴 𝑟,𝛽 𝑟,𝜃) −

1

𝜆𝑟
( 𝑟,𝛽 𝑟,𝜃 − 𝛿𝜃𝛽)] 

(3.8.3.6) 

 

  



32 
 

 
 

CAPÍTULO 4  

 

IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 

 

4.1 Considerações iniciais 

 

Neste capítulo, são apresentados os procedimentos usados na implementação 

numérica das equações integrais do Capítulo 3. O contorno 𝛤 da placa é discretizado 

em elementos quadráticos contínuos ou descontínuos, com geometria linear, cada um 

tendo um comprimento 𝛤𝑗 e contendo três pontos nodais. Além disso, para a 

consideração da parcela referente à integral de domínio nas equações integrais 

contidas no item 3.8, o domínio da placa é dividido em células internas triangulares 

constantes, também com geometria linear (Figura 4.1.1). 

 

 

Figura 4.1.1 – Placa discretizada em elementos de contorno e células internas 

 

As equações integrais do Capítulo 3 são escritas em forma discretizada e 

transformadas em equações algébricas. Inicialmente, é montado um sistema de 

equações com três equações para cada ponto nodal do contorno, relacionando 

deslocamentos e forças de superfície generalizados. Forma-se, assim, um sistema 

com número de equações igual a três vezes o número de nós, tendo como incógnitas 

os deslocamentos e forças de superfície nos nós do contorno e os deslocamentos nos 

pontos considerados nas células.  

Além disso, como os deslocamentos nos pontos das células também são 

incógnitas, são consideradas três equações de deslocamentos para os pontos 
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situados no centro geométrico de cada célula interna, sendo esses deslocamentos 

considerados constantes em cada célula.  

 Após a aplicação das condições de contorno do problema e a resolução do 

sistema de equações resultante, os valores dos deslocamentos e esforços nos pontos 

internos podem ser também calculados, a partir dos valores de deslocamentos obtidos 

no contorno e nas células pela solução do sistema de equações. 

 

4.2 Equações discretizadas  

  

A Eq. (3.8.1.24) é escrita, em forma discretizada, para cada ponto nodal  de 

𝛤, substituindo-se as integrais em 𝛤 por somatórios de integrais em 𝛤𝑗, sendo 𝛤𝑗 a parte 

do contorno correspondente ao elemento 𝑗. Assim, obtém-se um sistema de N 

equações algébricas envolvendo N valores nodais de deslocamentos e N valores 

nodais de forças de superfície. 

Para um ponto qualquer do elemento 𝑗, os deslocamentos e forças de superfície 

são aproximados em cada elemento utilizando-se as funções de interpolação contidas 

em um vetor N, na forma: 

 

𝒖(𝒋) = 𝑵𝒖(𝒏) 

 

𝒑(𝒋) = 𝑵𝒑(𝒏) 

(4.2.1) 

 

 

sendo 𝒖(𝒏) e 𝒑(𝒏) os vetores que contêm os deslocamentos e as forças de superfície 

nodais, respectivamente. 

 

 Admitindo que o contorno 𝛤 é discretizado em 𝐿 elementos de contorno 𝛤𝑗 e 𝑁𝑐𝑒𝑙   

células internas, a Eq. (3.8.1.24) pode ser escrita na seguinte forma discretizada, para 

um ponto nodal 𝜉𝑖: 
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𝑪(𝜉𝑖)
𝐷(𝜉)

𝐷0
𝒖(𝜉𝑖) +

1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑷∗𝑵𝐷(𝑥)

𝛤𝑗

𝜕𝛤) 𝒖(𝒏)

𝐿

𝑗=1

= ∑ ( ∫ 𝑼∗𝑵

𝛤𝑗

𝜕𝛤) 𝒑(𝒏) + ∑ (𝑞 ∫ 𝑺∗

𝛤𝑗

𝜕𝛤)

𝐿

𝑗=1

𝐿

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑴∗

Ω𝑗

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝜕Ω) 𝒖(𝒏)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑸∗

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
Ω𝑗

𝜕Ω) 𝒖(𝒏)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

 

(4.2.2) 

 

 

onde 

 

𝑪 é a matriz cujos elementos são os 𝐶𝑖𝑗 que aparecem na Eq. (3.8.1.24); 

𝒖 é o vetor deslocamento do ponto fonte; 

𝐿 é o número de elementos do contorno; 

𝑁𝑐𝑒𝑙 é o número de células internas; 

𝑵 é a matriz que contém as funções de interpolação; 

𝑼∗, 𝑷∗, 𝑴∗ e 𝑸∗  são as matrizes que contêm as componentes dos tensores da solução 

fundamental relativos aos deslocamentos, forças de superfície, momentos e esforços 

cortantes, respectivamente; 

𝒖(𝒏) e 𝒑(𝒏) são vetores que contêm as componentes dos deslocamentos e forças de 

superfície, respectivamente, relativos aos pontos nodais do elemento considerado; 

𝑺∗ é o vetor cujas componentes são expressas por: 

 

𝑆𝑗
∗ = (𝑣𝑗,𝛼

∗ −
𝜈

(1 − 𝜈)𝜆2
𝑢𝑗𝛼) 𝑛𝛼 

(4.2.3) 

 

 

As funções de interpolação são escritas em função de uma coordenada 

adimensional 𝜂 e, portanto, torna-se necessário transformar a diferencial de contorno 

𝜕𝛤 para este sistema de coordenadas intrínseco como:  

 

𝜕𝛤 = |𝐽|𝜕𝜂 (4.2.4) 
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sendo |𝐽| o jacobiano da transformação, expresso como: 

 

|𝐽| = √(
𝜕𝑥1

𝜕𝜂
)

2

+ (
𝜕𝑥2

𝜕𝜂
)

2

 (4.2.5) 

  

Considerando: 

 

𝑮𝑖𝑗 = ∫ 𝑼∗𝑵

𝛤𝑗

𝜕𝛤 

 

(4.2.6) 

𝑯̂𝑖𝑗 = ∫ 𝑷∗𝑵

𝛤𝑗

𝜕𝛤 

 

(4.2.7) 

𝑩𝑖𝑗 = 𝑞 ∫ 𝑺∗

𝛤𝑗

𝜕𝛤 

 

(4.2.8) 

𝑻𝑖𝑗 = ∫ 𝑴∗

Ω𝑗

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝜕Ω + ∫ 𝑸∗

Ω𝑗

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝜕Ω (4.2.9) 

  

a Eq. (4.2.2) pode ser escrita como: 

 

𝑪(𝜉𝑖)𝒖(𝜉𝑖) + ∑ 𝑯̂𝑖𝑗𝒖𝑗

𝐿

𝑗=1

= ∑ 𝑮𝑖𝑗𝒑𝑗 + ∑ 𝑩𝑖𝑗

𝐿

𝑗=1

+ ∑ 𝑇𝑖𝑗

𝐿

𝑗=1

𝐿

𝑗=1

 (4.2.10) 

  

Ou ainda: 

 

∑ 𝑯𝑖𝑗𝒖𝑗

𝐿

𝑗=1

= ∑ 𝑮𝑖𝑗𝒑𝑗 + ∑ 𝑩𝑖𝑗

𝐿

𝑗=1

𝐿

𝑗=1

+ ∑ 𝑇𝑖𝑗

𝐿

𝑗=1

 (4.2.11) 

 

onde, 
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𝑯𝑖𝑗 = 𝑯̂𝑖𝑗 

 

𝑯𝑖𝑗 = 𝑯̂𝑖𝑗 + 𝑪𝑖 

para 𝑖 ≠ 𝑗 

 

para 𝑖 = 𝑗 (4.2.12) 

 

No caso de integrais regulares (quando o ponto  não pertencente a 𝛤𝑗 ), a 

integração numérica das Eqs.(4.2.6), (4.2.7) e (4.2.8) foi resolvida através da 

quadratura de Gauss. 

Deste modo, para 𝜉𝑖  ∉  𝛤𝑗, a Eq. (4.2.4) foi utilizada para substituir a diferencial 

de contorno e as integrais assim obtidas foram então substituídas por somatórios, 

como mostrados nas seguintes expressões. 

 

∫ 𝑼∗𝑵

𝛤𝑗

𝜕𝛤 = ∫ 𝑼∗𝑵|𝐉|𝜕𝜂

1

−1

= ∑|𝐉|𝑘𝑤𝑘(𝑼∗𝑵)𝑘

𝐾

𝑘=1

 

 

(4.2.13) 

∫ 𝑷∗𝑵

𝛤𝑗

𝜕𝛤 = ∫ 𝑷∗𝑵|𝐉|𝜕𝜂

1

−1

= ∑|𝐉|𝑘𝑤𝑘(𝑷∗𝑵)𝑘

𝐾

𝑘=1

 

 

(4.2.14) 

∫ 𝑺∗

𝛤𝑗

𝜕𝛤 = ∫ 𝑺∗|𝐉|𝜕𝜂

1

−1

= ∑|𝐉|𝑘𝑤𝑘(𝑺∗)𝑘

𝐾

𝑘=1

 (4.2.15) 

 

onde 

 

𝐾 = número de pontos de integração; 

𝑤𝑘 = fator de peso referente ao ponto de integração 𝑘. 

 

Aplicando a Eq. (4.2.2) para todos os pontos nodais  do contorno, obtém-se 

um sistema com um número de equações igual a três vezes o número de nós, da 

seguinte forma: 

 

𝑯 𝑼 = 𝑮 𝑷 + 𝑩 + 𝑻 (4.2.16) 

 

onde  
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𝑼 e P são vetores que contêm os valores nodais de deslocamentos e forças de 

superfície, respectivamente, onde deve-se ter, para cada direção nodal, um dos dois 

valores como incógnita, sendo o outro como prescrito; 

𝑩 é o vetor que contém a parcela da carga distribuída; 

𝑻 é o vetor que contém as parcelas das integrais de domínio; 

𝑯 e 𝑮 são matrizes que contêm as integrais sobre os elementos de contorno. 

 

Analogamente, aplicando a Eq. (4.2.2) com 𝐶𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 para todos os pontos  

situados no CG de cada célula, obtém-se um sistema com um número de equações 

igual a três vezes o número de células, da seguinte forma: 

 

𝑯𝒊 𝑼𝒊 = 𝑮𝒊 𝑷𝒊 + 𝑩𝒊 + 𝑻𝒊 (4.2.17)  

  

 Acoplando os sistemas formados pelas Eqs. (4.2.16) e (4.2.17) e aplicando as 

condições de contorno, o sistema resultante pode então ser reordenado para a 

seguinte forma: 

 

𝑨𝒚 = 𝒇 (4.2.18)     

 

onde 

 

A é uma matriz cheia e não simétrica; 

𝒚 é o vetor que contém os valores nodais incógnitos de deslocamentos e forças de 

superfície; 

f é o vetor que contém os valores prescritos. 

 

Com a resolução desse sistema, obtêm-se os valores dos deslocamentos e 

forças de superfície incógnitos no contorno e de deslocamentos incógnitos nos pontos 

das células.  
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4.3 Deslocamentos nos pontos internos 

 

Para o cálculo dos deslocamentos em pontos internos, a Eq. (3.8.2.1) é 

discretizada ao longo do contorno, analogamente ao que foi feito para a Eq. (3.8.1.24). 

Obtém-se, então, para cada ponto 𝜉𝑖 do interior da região 𝛺, a equação: 

 

𝐷(𝜉)

𝐷0
𝑼𝑖 = ∑ ( ∫ 𝑼𝑖

∗𝑵𝜕𝛤

𝛤𝑗

) 𝒑(𝑛)

𝐿

𝑗=1

−
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑷𝑖

∗𝑵𝐷(𝑥)𝜕𝛤

𝛤𝑗

) 𝒖(𝑛) + ∑ (𝑞 ∫ 𝑺𝑖
∗𝑵𝜕𝛤

𝛤𝑗

)

𝐿

𝑗=1

𝐿

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑴∗

Ωj

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝜕Ω) 𝒖(𝑛)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑸∗

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
Ωj

𝜕Ω) 𝒖(𝑛)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

 

(4.3.1) 

 

onde 𝑼𝑖
∗, 𝑷𝑖

∗, 𝑺𝑖
∗, 𝑴∗ e 𝑸∗ são matrizes que contêm os tensores cujas componentes 

foram apresentadas nos itens 3.7 e 3.8. 

 

4.4 Momentos e esforços cortantes nos pontos internos 

 

São utilizadas as Eqs. (3.8.3.1) e (3.8.3.2), discretizadas ao longo do contorno, 

para o cálculo dos esforços resultantes nos pontos internos. 

Para cada ponto interno 𝜉𝑖, tem-se: 

 

a) Momentos: 
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𝑴𝑖 = ∑ ( ∫ 𝑼𝑖
∗′𝑵𝜕𝛤

𝛤𝑗

) 𝒑(𝑛)

𝐿

𝑗=1

−
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑃𝑖

∗′
𝑵𝐷(𝑥)𝜕𝛤

𝛤𝑗

) 𝒖(𝑛) + ∑ (𝑞 ∫ 𝑾𝑖
∗′𝜕𝛤

𝛤𝑗

) +
𝑞𝛿𝛼𝛽

(1 − 𝜈)𝜆2

𝐿

𝑗=1

𝐿

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑴∗′

Ωj

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝜕Ω) 𝒖(𝑛)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑸∗′

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
Ω𝑗

𝜕Ω) 𝒖(𝑛)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

 

(4.4.1) 

 

b) Cortantes: 

 

𝑸𝑖 = ∑ ( ∫ 𝑈𝑖
∗′′𝑁𝜕𝛤

𝛤𝑗

) 𝒑(𝑛) −
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑃𝑖

∗′′
𝑁𝐷(𝑥)𝜕𝛤

𝛤𝑗

) 𝒖(𝑛)

𝐿

𝑗=1

𝐿

𝑗=1

+ ∑ (𝑞 ∫ 𝑾𝑖
∗′′𝜕𝛤

𝛤𝑗

)

𝐿

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑴∗

Ωj

′′
𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
𝜕Ω) 𝒖(𝑛)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

+
1

𝐷0
∑ ( ∫ 𝑸∗′′

𝜕𝐷(𝑥)

𝜕𝑥𝛽
Ω𝑗

𝜕Ω) 𝒖(𝑛)

𝑁𝑐𝑒𝑙

𝑗=1

 

(4.4.2) 

 

onde 𝑼𝑖
∗′, 𝑼𝑖

∗′′, 𝑷𝑖
∗′, 𝑷𝑖

∗′′, 𝑾𝑖
∗′, 𝑾𝑖

∗′′, 𝑴∗′ , 𝑴∗′′, 𝑸∗′ e 𝑸∗′′  são matrizes que contêm os 

tensores cujas componentes foram apresentadas nos itens 3.7 e 3.8. 

 

4.5 Elementos de contorno 

 

Neste trabalho, são utilizados elementos de contorno quadráticos, podendo ser 

contínuos ou descontínuos. Deste modo, os deslocamentos e os esforços ao longo de 

cada elemento são aproximados por funções quadráticas, sendo necessário a 

utilização de três pontos nodais em cada elemento. 
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4.5.1 Elemento quadrático contínuo 

 

É um elemento que possui três pontos nodais, sendo um em cada uma das 

duas extremidades e o terceiro situado entre os dois. Um elemento é contínuo quando 

os pontos nodais são comuns entre os elementos adjacentes, conforme a Figura 

4.5.1.1, havendo continuidade das funções envolvidas nesses pontos. 

 

 
Figura 4.5.1.1 – Elementos de contorno quadráticos contínuos 

 

As funções de interpolação, dadas em função da coordenada adimensional 𝜂, 

são: 

 

𝑁1 =
1

2
𝜂(𝜂 − 1) 

 

𝑁2 = (1 − 𝜂)(1 + 𝜂) 

 

𝑁3 =
1

2
𝜂(𝜂 + 1) 

 (4.5.1.1) 

e possuem valor unitário no ponto nodal considerado e zero nos outros dois. 
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4.5.2 Elemento quadrático descontínuo e semicontínuo 

 

Nos elementos descontínuos, os pontos nodais encontram-se afastados das 

extremidades do elemento e, nos semicontínuos ocorre afastamento do nó em apenas 

uma das extremidades (Figura 4.5.2.1). Nestes elementos, portanto, não há 

continuidade das funções envolvidas entre elementos adjacentes quando o nó está 

afastado da extremidade. Estes elementos permitem a modelagem de contorno onde 

existem descontinuidades de forças de superfície ou de geometria, ou seja, quando 

há descontinuidade da normal e as forças de superfície não são conhecidas em 

nenhum dos dois elementos adjacentes. 

 

 
Figura 4.5.2.1 – Elementos de contorno quadráticos descontínuos e semicontínuos 

 

Suas funções de interpolação são: 

 

𝑁1 =
𝑙𝜂(𝑙𝜂 − 𝑙 + 2𝑏)

2(𝑙 − 𝑎 − 𝑏)(𝑙 − 2𝑎)
 

 

𝑁2 =
𝑙𝜂(2(𝑎 − 𝑏) − 𝑙𝜂)

(𝑙 − 2𝑎)(𝑙 − 2𝑏)
+ 1 

 

𝑁3 =
𝑙𝜂(𝑙𝜂 + 1 − 2𝑎)

2(𝑙 − 𝑎 − 𝑏)(𝑙 − 2𝑏)
 

(4.5.2.1) 
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onde 

 

𝑙 = comprimento total do elemento; 

𝑎 = afastamento do primeiro nó do elemento à extremidade; 

𝑏 = afastamento do último nó do elemento à extremidade. 

 

4.6 Nó duplo 

 

O nó duplo é utilizado quando, em uma determinada direção do ponto de 

interseção de dois elementos onde existe descontinuidade da normal ou da condição 

de contorno, tem-se a força de superfície conhecida nos dois elementos adjacentes 

ou, então, o deslocamento conhecido em um elemento e a força de superfície 

conhecida no outro. Considera-se a existência de dois pontos nodais com as mesmas 

coordenadas, mas cada um pertencendo a um elemento diferente. Além disso, impõe-

se que, nesses dois nós, o deslocamento é o mesmo, para haver continuidade de 

deslocamentos no ponto de interseção. 

 

4.7 Células internas 

 

Neste trabalho, são utilizadas células internas triangulares constantes, com 

geometria linear. Neste caso, as funções de interpolação são consideradas unitárias 

e são usadas aqui para interpolação dos deslocamentos nas células internas.  

Para interpolação da geometria, as coordenadas em um ponto qualquer no 

interior da célula podem ser escritas em função das coordenadas dos vértices, 

utilizando-se um sistema de coordenadas triangulares intrínseco (𝜁1, 𝜁2), como 

mostrado na Figura 4.7.1. 
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Figura 4.7.1 – Célula triangular e sistema intrínseco de coordenadas 

 

Tem-se também: 

 

𝜁3 = 1 − 𝜁1 − 𝜁2 (4.7.1) 

 

As coordenadas intrínsecas 𝜁𝛼 podem ser escritas em função das coordenadas 

cartesianas 𝑥1 e 𝑥2, na forma: 

 

𝜁𝛼 =
1

2𝐴
= (2A𝛼

0 + b𝛼x1 + a𝛼x2) (4.7.2) 

 

onde 𝛼 representa o ponto ao qual a função se refere, A é a área da célula e tem-se 

também: 

 

a𝛼 = x1
𝛾

− x1
𝛽
 (4.7.3) 

 

𝑏𝛼 = 𝑥2
𝛽

− 𝑥2
𝛾
 (4.7.4) 

 

2𝐴𝛼
0 = 𝑥1

𝛽
𝑥2

𝛾
− x1

𝛾
𝑥2

𝛽
 (4.7.5) 
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𝐴 =
1

2
(𝑏1𝑎2 − 𝑏2𝑎1) 

(4.7.6) 

 

sendo 𝛼 = 1,2,3 para 𝛽 = 2,3,1 e 𝛾 = 3,1,2. 

 

O jacobiano de transformação é dado por: 

 

|𝑱̅| = 2𝐴 (4.7.7) 

 

As singularidades são do mesmo tipo das que ocorrem nas referências Karam 

(1992) e Oliveira (2015) e foram usados os mesmos procedimentos para as integrais 

singulares, inclusive o Processo de Kutt (1975) para integrais em partes finitas. 
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CAPÍTULO 5  

 

APLICAÇÕES 

 

5.1 Introdução 

 

Neste capítulo, são apresentados exemplos numéricos utilizando o Método dos 

Elementos de Contorno aplicado à teoria de flexão de placas de Reissner, 

considerando placas com espessura variável, objetivando mostrar a validade da 

formulação desenvolvida. 

Os resultados obtidos são  comparados com resultados analíticos e de outros 

métodos numéricos para análise e validação. 

 

5.2 Exemplo 1: Placa quadrada  

 

Analisa-se uma placa quadrada, com dois lados opostos apoiados e os outros 

dois livres, conforme a Figura 5.2.1, submetida a um carregamento uniformemente 

distribuído q = 1. Considera-se a placa com lado a = 1, coeficiente de Poisson  = 0,3 

e módulo de elasticidade E = 10920. A rigidez da placa varia linearmente de D(h=0,10) 

até D(h=0,05), como mostrado na Figura 5.2.1. 

O mesmo problema foi analisado por Chaves (1997), que considerou o MEC 

com a teoria de Kirchhoff e empregou elementos de contorno quadráticos e células 

triangulares lineares. 

 
Figura 5.2.1 – Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e livre nos outros dois 
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No presente trabalho, considerou-se a discretização da placa em 32 elementos 

de contorno quadráticos e 256 células triangulares constantes, conforme mostrado na 

Figura 5.2.2. 

 

 
Figura 5.2.2 – Placa quadrada: discretização do contorno e do domínio 
 

Para a comparação com o Método dos Elementos Finitos foi utilizado o 

programa comercial ABAQUS® Versão 6.14 (SIMULIA, 2014). O elemento finito 

utilizado para a discretização da placa foi o C3D8R, que é um elemento tridimensional 

de 8 nós, com a formulação de integração reduzida. 

Na Tabela 5.2.1, estão apresentados os resultados correspondentes ao ponto 

situado no centro da placa, obtidos a partir da formulação desenvolvida no presente 

trabalho considerando essa discretização, assim como os resultados obtidos por 

Chaves (1997) e os obtidos pelo MEF. 

 

Tabela 5.2.1 – Resultados para deslocamentos e momentos fletores no ponto A 
(centro da placa) 

 
Deslocamento 

(u3) 
Momento 

(Mx) 
Momento 

(My) 

Chaves (1997) 
32 elementos de 

contorno 
0,0254 0,1240 0,0251 

MEC 
32 elementos de 

contorno 
256 células 

0,0222 0,1493 0,0255 

MEF 
172 900 elementos 

0,0262 0,1121 0,0221 
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Os valores encontrados para o deslocamento u3 e momentos Mx e My no 

presente trabalho para o ponto A situado no centro da placa estão próximos dos 

resultados obtidos por Chaves (1997). 

A mesma placa foi analisada variando apenas as condições de contorno, 

considerando simplesmente apoiada nos quatro lados e engastada nos quatro lados. 

Esta análise foi processada pelo MEC, considerando 32 elementos de contorno e 256 

células internas e pelo MEF, utilizando o elemento C3D8R no programa comercial 

ABAQUS® Versão 6.14 (SIMULIA, 2014). Os resultados obtidos são apresentados na 

Tabela 5.2.2. 

 

Tabela 5.2.2 – Resultados obtidos pelo MEC e MEF para deslocamento e momentos 
fletores no ponto A (centro da placa) 

Condição de 
contorno 

Método 
utilizado 

Discretização 
Deslocamento 

(u3) 
Momento 

(Mx) 
Momento 

(My) 

Simplesmente 
Apoiada 

MEC 
32 elementos 
de contorno 
256 células 

0,0074 0,0553 0,0489 

MEF 
172 900 

elementos 
0,0087 0,0442 0,0482 

Engastada 
MEC 

32 elementos 
de contorno 
256 células 

0,0025 0,0231 0,0234 

MEF 
172 900 

elementos 
0,0028 0,0200 0,0226 

 

 Verifica-se que os valores obtidos pelo MEC estão próximos dos resultados 

obtidos utilizando o MEF. 

 

5.3 Exemplo 2: Placa quadrada com um par de lados opostos simplesmente 

apoiados e os outros simplesmente apoiados ou engastados 

 

Analisa-se uma placa de lados 2a e b, com um par de lados opostos 

simplesmente apoiados e os outros dois simplesmente apoiados ou engastados, com 

carga uniformemente distribuída q, conforme Figura 5.3.1. Considera-se que a placa 

tem a relação 2a / b = 1, coeficiente de Poisson  = 0,25 e módulo de elasticidade E. 

Admitem-se duas variações de espessura, sendo a primeira variando de 0,9h0 a 1,1h0, 

e a segunda variando de 0,8h0 a 1,2h0, sendo h0 a espessura no centro da placa. 
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 Considera-se a rigidez da placa variando segundo a relação 𝐷 = 𝐷0𝑒𝑐𝑦, sendo 

c e D0 constantes arbitrárias.  

 

 
Figura 5.3.1 – Placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois 

apoiados ou engastados 
  

A placa foi discretizada em 32 elementos de contorno quadráticos e 256 células 

triangulares constantes, conforme mostra a Figura 5.3.2. 

 

 
Figura 5.3.2 – Placa quadrada: discretização do contorno e do domínio 

 

Nas Figura 5.3.3 a Figura 5.3.5, Figura 5.3.6 a Figura 5.3.8, Figura 5.3.9 a 

Figura 5.3.11 e Figura 5.3.12 a Figura 5.3.14, estão indicados os resultados obtidos 

pelo MEC no presente trabalho, assim como os resultados analíticos com a teoria de 

Kirchhoff obtidos por Petrina e Conway (1972), para os seguintes casos, 

respectivamente: (a) simplesmente apoiada com a primeira variação de espessura; 

(b) dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados com a primeira variação 
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de espessura; (c) simplesmente apoiada com a segunda variação de espessura; (d) 

dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados com a segunda variação de 

espessura. Os deslocamentos estão apresentados em função dos fatores 

adimensionais 𝑢3𝐸ℎ0
3 𝑞𝑏4⁄  e os momentos, em função de 𝑀11 𝑞𝑏2⁄  e 𝑀22 𝑞𝑏2⁄ . 

 

 

Figura 5.3.3 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 
placa quadrada simplesmente apoiada, caso (a) 

 

 
Figura 5.3.4 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada simplesmente apoiada, caso (a) 
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Figura 5.3.5 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada simplesmente apoiada, caso (a) 

 
Figura 5.3.6 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 
placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso 

(b) 
 

 
Figura 5.3.7 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b) 
 

0,000

0,010

0,020

0,030

0,040

0,050

0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

M
2

2

y/b

Petrina e Conway (1972) MEC

0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

u
3

y/b

Petrina e Conway (1972) MEC

-0,030

-0,020

-0,010

0,000

0,010

0,020

0,030

0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

M
1

1

y/b

Petrina e Conway (1972) MEC



51 
 

 
 

 
Figura 5.3.8 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b) 
 

 

Figura 5.3.9 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 
placa quadrada simplesmente apoiada, caso (c) 

 

 
Figura 5.3.10 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada simplesmente apoiada, caso (c) 
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Figura 5.3.11 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada simplesmente apoiada, caso (c) 
 

 
Figura 5.3.12 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b 

para placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, 
caso (d) 

 

 
Figura 5.3.13 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d) 
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Figura 5.3.14 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d) 
 

Os resultados adimensionais obtidos no presente trabalho para o deslocamento 

transversal u3 e para os momentos M11 e M22 estão bastante satisfatórios quando 

comparados com os encontrados por Petrina e Conway (1972). 

 

5.4 Exemplo 3: Placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros 

dois apoiados ou engastados 

 

Analisa-se uma placa de lados 2a e b, com um par de lados opostos 

simplesmente apoiados e os outros dois simplesmente apoiados ou engastados, com 

carga uniformemente distribuída, q, conforme Figura 5.4.1. 

Admite-se que a placa tem a relação 2a / b = 1,5, coeficiente de Poisson  = 

0,25 e módulo de elasticidade dado por E. Foram consideradas placas com duas 

variações de espessura: a primeira variando de 0,9h0 a 1,1h0, e a segunda variando 

de 0,8h0 a 1,2h0, sendo h0 a espessura no centro da placa. 

Considera-se a rigidez da placa variando segundo a relação 𝐷 = 𝐷0𝑒𝑐𝑦, sendo 

c e D0 constantes arbitrárias. 
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Figura 5.4.1 – Placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois 

apoiados ou engastados 
 

A placa foi discretizada em 40 elementos de contorno quadráticos e 384 células 

triangulares constantes, conforme mostra a Figura 5.4.2. 

 
Figura 5.4.2 – Placa retangular: discretização do contorno e do domínio 

 

Nas Figura 5.4.3 a Figura 5.4.5, Figura 5.4.6 a Figura 5.4.8, Figura 5.4.9 a 

Figura 5.4.11 e Figura 5.4.12 a Figura 5.4.14, estão indicados os resultados obtidos 

pelo MEC no presente trabalho, assim como os resultados analíticos com a teoria de 

Kirchhoff obtidos por Petrina e Conway (1972), para os casos: (a) simplesmente 

apoiada com a primeira variação de espessura; (b) dois lados opostos apoiados e os 

outros dois engastados com a primeira variação de espessura; (c) simplesmente 

apoiada com a segunda variação de espessura; (d) dois lados opostos apoiados e os 

outros dois engastados com a segunda variação de espessura, respectivamente. Os 
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deslocamentos estão apresentados em função dos fatores adimensionais 𝑢3𝐸ℎ0
3 𝑞𝑏4⁄  

e os momentos, em função de 𝑀11 𝑞𝑏2⁄  e 𝑀22 𝑞𝑏2⁄ .  

 

 
Figura 5.4.3 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 

placa retangular simplesmente apoiada, caso (a) 
 

 
Figura 5.4.4 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (a) 
 

0,000

0,020

0,040

0,060

0,080

0,100

0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

u
3

y/b

Petrina e Conway (1972) MEC

0,000

0,010

0,020

0,030

0,040

0,050

0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

M
1

1

y/b

Petrina e Conway (1972) MEC



56 
 

 
 

 
Figura 5.4.5 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (a) 
 

 
Figura 5.4.6 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 
placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso 

(b) 
 

 
Figura 5.4.7 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b) 
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Figura 5.4.8 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b) 
 

 
Figura 5.4.9 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 

placa retangular simplesmente apoiada, caso (c) 
 

 
Figura 5.4.10 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (c) 
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Figura 5.4.11 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (c) 
 

 
Figura 5.4.12 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b 

para placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, 
caso (d) 

 

 
Figura 5.4.13 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d) 
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Figura 5.4.14 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d) 
 

Os resultados adimensionais obtidos no presente trabalho para o deslocamento 

transversal u3 e para os momentos M11 e M22 estão satisfatórios em comparação com 

os encontrados por Petrina e Conway (1972). 

 

5.5 Exemplo 4: Placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros 

dois apoiados ou engastados 

 

Analisa-se uma placa de lados com dimensões 2a e b, com um par de lados 

opostos simplesmente apoiados e os outros simplesmente apoiados ou engastados, 

com carga uniformemente distribuída, q, conforme Figura 5.5.1. Considera-se que a 

placa tem a relação 2a / b = 2, coeficiente de Poisson  = 0,25 e módulo de elasticidade 

dado por E. Admitiram-se duas variações de espessura: a primeira variando de 0,9h0 

a 1,1h0, e a segunda variando de 0,8h0 a 1,2h0, sendo h0 a espessura no centro da 

placa. 

Considera-se a rigidez da placa variando segundo a relação 𝐷 = 𝐷0𝑒𝑐𝑦, sendo 

c e D0 constantes arbitrárias. 
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Figura 5.5.1 – Placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois 

apoiados ou engastados 
 

A placa foi discretizada em 48 elementos de contorno quadráticos e 512 células 

triangulares constantes, conforme mostra a Figura 5.5.2. 

 
Figura 5.5.2 – Placa retangular: discretização do contorno e do domínio 
 

Nas Figura 5.5.3 a Figura 5.5.5, Figura 5.5.6 a Figura 5.5.8, Figura 5.5.9 a 

Figura 5.5.11 e Figura 5.5.12 a Figura 5.5.14, estão mostrados os resultados obtidos 

pelo MEC no presente trabalho, assim como os resultados analíticos com a teoria de 

Kirchhoff obtidos por Petrina e Conway (1972), para os casos: (a) simplesmente 

apoiada com a primeira variação de espessura; (b) dois lados opostos apoiados e os 

outros dois engastados com a primeira variação de espessura; (c) simplesmente 

apoiada com a segunda variação de espessura; (d) dois lados opostos apoiados e os 

outros dois engastados com a segunda variação de espessura, respectivamente. Os 
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deslocamentos estão descritos em função dos fatores adimensionais 𝑢3𝐸ℎ0
3 𝑞𝑏4⁄  e os 

momentos, em função de 𝑀11 𝑞𝑏2⁄  e 𝑀22 𝑞𝑏2⁄ .  

 

 
Figura 5.5.3 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 

placa retangular simplesmente apoiada, caso (a) 
 

 
Figura 5.5.4 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (a) 
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Figura 5.5.5 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (a) 
 

 
Figura 5.5.6 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 
placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso 

(b) 
 

 
Figura 5.5.7 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b) 
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Figura 5.5.8 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b) 
 

 
Figura 5.5.9 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b para 

placa retangular simplesmente apoiada, caso (c) 
 

 
Figura 5.5.10 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (c) 
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Figura 5.5.11 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular simplesmente apoiada, caso (c) 
 

 
Figura 5.5.12 – Variação do deslocamento transversal u3 ao longo da direção y/b 

para placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, 
caso (d) 

 

 
Figura 5.5.13 – Variação do momento M11 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d) 
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Figura 5.5.14 – Variação do momento M22 ao longo da direção y/b para placa 

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d) 
 

Os resultados adimensionais obtidos no presente trabalho para o deslocamento 

transversal u3 e para os momentos M11 e M22 estão satisfatórios quando comparados 

com os encontrados por Petrina e Conway (1972). 
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CAPÍTULO 6  

 

CONCLUSÕES 

 

6.1 Considerações finais 

 

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulação com o Método dos Elementos 

de Contorno para análise de flexão de placas com espessura variável considerando a 

teoria de Reissner. Adotou-se a mesma solução fundamental empregada em 

trabalhos anteriores para análise de placas de Reissner com espessura constante 

pelo MEC. 

Foram obtidas as equações integrais para utilização na resolução do problema 

pelo MEC, considerando a variação da rigidez da placa e, consequentemente, a 

variação da espessura. Neste caso, além das integrais de contorno, essas equações 

incluem integrais de domínio.  

Para a implementação do MEC, foram utilizados elementos de contorno 

quadráticos e células internas triangulares constantes. Para resolver os problemas de 

descontinuidade da normal ou das condições de contorno, foram considerados nós 

duplos e elementos descontínuos e semicontínuos. 

A formulação desenvolvida foi implementada em linguagem FORTRAN e, a fim 

de se fazer a sua validação, foram desenvolvidos alguns exemplos numéricos. 

Os resultados obtidos neste trabalho com a teoria de Reissner foram 

comparados com os resultados obtidos da literatura, tanto pelo método dos elementos 

de contorno utilizando a teoria de Kirchhoff como por resultados analíticos, também 

com a teoria de Kirchhoff. Além disso, também foi feita uma comparação com 

resultados obtidos com o método dos elementos finitos. 

Pode-se verificar que os resultados do presente trabalho para o deslocamento 

transversal e para os momentos apresentaram-se próximos dos resultados 

apresentados nas referências e dos resultados obtidos pelo MEF, mostrando a 

validade da formulação apresentada e da implementação desenvolvida. 
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6.2 Trabalhos futuros 

 

Para trabalhos futuros, a formulação desenvolvida neste trabalho pode ser 

estendida a outras análises. Como sugestões, pode-se considerar a utilização de 

células lineares, de outros tipos de carregamento transversal, além do uniformemente 

distribuído, de interação solo-estrutura e de outros tipos de variações de espessura e 

rigidez.  
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APÊNDICE A  

 

FUNÇÕES DE BESSEL MODIFICADAS K0 E K1 

 

As funções de Bessel modificadas de ordem inteira K0 e K1 podem ser 

calculadas por expansões polinomiais, dadas por Abramowitz e Stegun (1965), sendo 

z um argumento real, conforme se segue: 

 

1. Para 0  z  2: 

𝐾0(𝑧) = − ln (
𝑧

2
) 𝐼0(𝑧) − 0,57721566 + 0,42278420 (

𝑧

2
)

2

+ 0,23069756 (
𝑧

2
)

4

+ 0,3488590 (
𝑧

2
)

6

+ 0,00262698 (
𝑧

2
)

8

+ 0,00010750 (
𝑧

2
)

10

+ 0,00000740 (
𝑧

2
)

12

 

 

(A.1)   

𝐾1(𝑧) =
1

𝑧
[𝑧 ln (

𝑧

2
) 𝐼1(𝑧) + 1 + 0,15443144 (

𝑧

2
)

2

− 0,67278579 (
𝑧

2
)

4

− 0,18156897 (
𝑧

2
)

6

− 0,01919402 (
𝑧

2
)

8

+ 0,00110404 (
𝑧

2
)

10

− 0,00004686 (
𝑧

2
)

12

] 

(A.2)   

onde 

 

𝐼0(𝑧) = 1 + 3,5156229 𝑡2 + 3,0899424 𝑡4 + 1,2067492 𝑡6

+ 0,2659732 𝑡8 + 0,0360768 𝑡10 + 0,0045813 𝑡12 

 

(A.3)   

𝐼1(𝑧) = 𝑧[0,5 + 0,87890594 𝑡2 + 0,51498869 𝑡4 + 0,15084934 𝑡6

+ 0,02658733 𝑡8 + 0,00301532 𝑡10 + 0,00032411 𝑡12] 
(A.4)   

 

sendo 

𝑡 =
𝑧

3,75
 (A.5)   



71 
 

 
 

2. Para z  2: 

𝐾0(𝑧) =
1

√𝑧𝑒𝑧
[1,25331414 − 0,07832358 (

2

𝑧
)

+ 0,02189568 (
2

𝑧
)

2

− 0,01062446 (
2

𝑧
)

3

+ 0,00587872 (
2

𝑧
)

4

− 0,00251540 (
2

𝑧
)

5

+ 0,00053208 (
2

𝑧
)

6

] 

(A.6)   

𝐾1(𝑧) =
1

√𝑧𝑒𝑧
[1,25331414 − 0,23498619 (

2

𝑧
)

− 0,03655620 (
2

𝑧
)

2

+ 0,01504268 (
2

𝑧
)

3

− 0,00780353 (
2

𝑧
)

4

+ 0,00325614 (
2

𝑧
)

5

− 0,00068245 (
2

𝑧
)

6

] 

(A.7)   

  

As derivadas das funções K0 e K1 em relação ao argumento z podem ser 

obtidas pelas fórmulas de recorrência dadas por Abramowitz e Stegun (1965), sendo: 

 

𝑒(𝑣−1)𝜋𝑖 𝐾𝑣−1(𝑧) − 𝑒(𝑣+1)𝜋𝑖 𝐾𝑣+1(𝑧) =
2𝑣

𝑧
𝑒𝑣𝜋𝑖 𝐾𝑣(𝑧) (A.8)   

𝑒𝑣𝜋𝑖 𝐾𝑣
′(𝑧) = 𝑒(𝑣−1)𝜋𝑖 𝐾𝑣−1(𝑧) −

𝑣

𝑧
𝑒𝑣𝜋𝑖 𝐾𝑣(𝑧) (A.9)   

𝑒(𝑣−1)𝜋𝑖 𝐾𝑣−1(𝑧) + 𝑒(𝑣+1)𝜋𝑖 𝐾𝑣+1(𝑧) = 2 𝑒𝑣𝜋𝑖 𝐾𝑣
′(𝑧) (A.10)   

𝑒𝑣𝜋𝑖 𝐾𝑣
′(𝑧) = 𝑒(𝑣+1)𝜋𝑖 𝐾𝑣+1(𝑧) +

𝑣

𝑧
𝑒𝑣𝜋𝑖 𝐾𝑣(𝑧) (A.11)   

  

Com a utilização da fórmula de Euler dada por 𝑒±𝑖𝜃 = cos 𝜃 ± 𝑖 sin 𝜃, obtém-se, 

das equações acima: 

 

de (A.11), com  = 0: 𝐾0
1(𝑧) = −𝐾1(𝑧) (A.12)   

de (A.8) e (A.10), com  = 1: {
𝐾0(𝑧) − 𝐾2(𝑧) = −

2

𝑧
𝐾1(𝑧)

𝐾0(𝑧) + 𝐾2(𝑧) = −2 𝐾1
′(𝑧)

 
(A.13)   

(A.14)   
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Tirando o valor 𝐾2(𝑧) na equação (A.13) e substituindo em (A.14), tem-se: 

 

𝐾1
′(𝑧) = −𝐾0(𝑧) −

1

𝑧
𝐾1(𝑧) (A.15)   

 

Para fins deste texto, são definidas: 

 

𝐴(𝑧) = 𝐾0(𝑧) +
2

𝑧
[𝐾1(𝑧) −

1

𝑧
] 

𝐵(𝑧) = 𝐾0(𝑧) +
1

𝑧
[𝐾1(𝑧) −

1

𝑧
] 

(A.16)   

  

As derivadas dessas expressões em relação ao argumento z são obtidas a 

seguir. 

  

Considerando (A.12) e (A.15) e derivando (A.16), tem-se: 

 

𝐴′(𝑧) = −𝐾1(𝑧) −
2

𝑧2
[𝐾1(𝑧) −

1

𝑧
] −

2

𝑧
[𝐾0(𝑧) +

𝐾1(𝑧)

𝑧
−

1

𝑧2
] 

𝐵′(𝑧) = −𝐾1(𝑧) −
1

𝑧2
[𝐾1(𝑧) −

1

𝑧
] −

1

𝑧
[𝐾0(𝑧) +

𝐾1(𝑧)

𝑧
−

1

𝑧2
] 

(A.17)   

  

Reagrupando (A.17), obtém-se: 

 

𝐴′(𝑧) = −𝐾1(𝑧) −
2

𝑧
[𝐾0(𝑧) +

2

𝑧
𝐾1(𝑧) −

2

𝑧2
] 

𝐵′(𝑧) = −𝐾1(𝑧) −
1

𝑧
[𝐾0(𝑧) +

2

𝑧
𝐾1(𝑧) −

2

𝑧2
] 

(A.18)   

  

Substituindo a primeira das equações (A.16) em (A.18), tem-se: 

 

𝐴′(𝑧) = −
1

𝑧
[𝑧 𝐾1(𝑧) + 2 𝐴(𝑧)] 

𝐵′(𝑧) = −
1

𝑧
[𝑧 𝐾1(𝑧) + 𝐴(𝑧)] 

(A.19)   

 


