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RESUMO

O Método dos Elementos de Contorno é muito utilizado na Engenharia. O estudo de
placas com espessura variavel tem sido tema de algumas pesquisas, porém ha
caréncia de trabalhos com este tipo de placa considerando a utilizagdo da teoria de
Reissner. O presente trabalho tem como objetivo analisar placas com espessura
variavel submetidas a flexdo segundo a teoria de Reissner pelo Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Para isso, foi desenvolvida uma implementacao
utilizando a mesma solucao fundamental j& empregada na analise de placas com
espessura constante pelo MEC, considerando a formulacdo para espessura variavel
e, consequentemente, também foi considerada a variacdo da rigidez no dominio da
placa. A placa foi discretizada em elementos de contorno e células internas. Os
resultados obtidos com o presente trabalho sdo comparados com resultados da

literatura, calculados por métodos analiticos e por outros métodos numéricos.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno, espessura variavel, teoria de

Reissner.
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ABSTRACT

The Boundary Element Method is widely used in engineering. The study of plates with
variable thickness has been the subject of some researches, but there is a lack of
works for this type of plate that considers Reissner's theory. The present work aims to
analyze plates with variable thickness submitted to flexion according to Reissner's
theory using the Boundary Elements Method (BEM). For this purpose, an
implementation was developed employing the same fundamental solution already
used in the analysis of plates of constant thickness by the BEM, considering the
formulation for a variable thickness and, in consequence, a variation of the stiffness in
the domain of the plate was also considered. The plates were discretized into boundary
elements and internal cells. The results obtained with the present work are compared
with results presented in the literature, calculated by analytical methods and by other
numerical methods.

Keywords: boundary element method, variable thickness, Reissner’s theory.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Consideracdes gerais

Segundo Ugural (1981), placa € um elemento estrutural plano, utilizado em
diversos tipos de estruturas, que normalmente tem uma de suas dimensdes pequena
em comparacao com as demais, cujo carregamento € transversal a superficie média.

Séo classificadas na literatura como finas ou delgadas, moderadamente
espessas ou espessas, com base na relagéo h/a, sendo h a espessura e a 0 menor
comprimento lateral. Timoshenko e Krieger (1959), por exemplo, classifica como
placas finas, quando h/a < 1/100, moderadamente espessa quando 1/100 < h/a < 1/20,
espessas quando 1/20 < h/a < 1/3 e muito espessas quando h/a > 1/3. Enquanto
Ugural (1981) classifica como placas finas, quando h/a < 1/20. Para Martinelli et al.
(1986), as placas séo ditas muito delgadas quando h/a < 1/100, delgadas quando
1/100 < h/a < 1/5 e espessas quando h/a > 1/5. Ja Chaves (1997), classifica como
placas delgadas, quando h/a < 1/80, moderadamente espessas quando 1/80 < h/a <
1/5 e espessas quando h/a > 1/5. E para Szilard (2004) as placas sdo moderadamente
espessas quando 1/10 < h/a < 1/5 e espessas quando h/a > 1/5.

A teoria de Kirchhoff, também conhecida como teoria de Kirchhoff-Love ou
teoria classica, ndo leva em consideracéo o efeito de deformac&o de cisalhamento. E
valida apenas para placas finas, ndo possibilitando, portanto, a analise de placas
espessas. Reissner (1945) e Mindlin (1951) desenvolveram teorias semelhantes, em
gue consideram a deformacao cisalhante e os efeitos da espessura, e sao aplicadas
tanto a placas delgadas como a placas espessas.

A maioria dos problemas em Engenharia apresenta complexidade na geometria
do sélido ou é formada por materiais com leis constitutivas complexas. Deste modo,
as solucdes analiticas sdo, em muitos casos, praticamente impossiveis de serem
obtidas, sendo necessario utilizar métodos numéricos para obter resultados
aproximados, com 0s quais se pode simplificar, entre outras variaveis, a geometria do
sélido e as leis constitutivas dos materiais.

Com o desenvolvimento da tecnologia e da informatica, principalmente a partir

da década de 1960, a utilizacao de formulacbes baseadas no Método dos Elementos



Finitos (MEF) e em seguida no Método dos Elementos de Contorno (MEC) se tornou
crescente para a solugao de problemas na Engenharia Civil, antes considerados como
de grande complexidade de solucao.

Para analises com o Método dos Elementos Finitos (MEF), é necessario
discretizar todo o dominio do problema. O Método dos Elementos de Contorno (MEC),
em comparacdo com o MEF, possui a vantagem de ser necessario, em geral,
discretizar apenas o contorno, mesmo que em alguns casos o MEC também necessite
da discretizacédo do dominio ou de parte do dominio em células.

A analise de flexdo de placas pelo Método dos Elementos de Contorno foi
desenvolvida inicialmente com formulacbes baseadas na teoria de Kirchhoff.
Posteriormente, o método foi desenvolvido também para a andlise de placas pela

teoria de Reissner e, logo em seguida, pela teoria de Mindlin.

1.2 Revisao Bibliografica

A seguir, sdo abordados trabalhos sobre flexdo de placas com o MEC e também

com solucéo analitica.

1.2.1 Trabalhos de placas segundo a Teoria de Kirchhoff

Bézine (1978) apresentou uma formulagdo integral usando elementos
constantes e seus resultados se restringiram ao estudo de cargas concentradas. Stern
(1979) desenvolveu uma formulacdo integral geral, mas ndo levou em conta a

possibilidade da descontinuidade das condicGes de contorno nos nés de canto.

1.2.2 Trabalhos de placas segundo a Teoria de Reissner

O primeiro estudo sobre placas espessas pela teoria de Reissner (1944,1945,
1947) utilizando o MEC foi realizado por Weeén (1982a, 1982b). Karam (1986)
apresentou a deducdo das equacdes integrais basicas e os tensores da solucao
fundamental para calcular os deslocamentos e esfor¢os nos pontos internos.

Karam e Telles (1988) revisaram a formulacdo de MEC utilizada em Weeén
(1982a) para o modelo de placas segundo a teoria de Reissner. A formulagao foi

adaptada para problemas de placas infinitas. Foram utilizados elementos



descontinuos, considerados como uma alternativa valida para substituir as equacoes
gue envolvem derivadas de deslocamentos para condi¢cdes de contorno especiais.
Apresentaram exemplos para verificar a precisdo da formulacéo.

Long, Brebbia e Telles (1988) analisaram placas isotropicas e homogéneas a
flexdo, usando a teoria de Reissner e mostraram que o MEC também pode ser
aplicado para casos em que ocorre descontinuidade de tensdes ou na presenca de
singularidades. Utilizaram nds duplos ou elementos descontinuos e os resultados
numericos foram comparados com solucBes analiticas ou elementos finitos, para
ilustrar a preciséo da formulagdo com elementos de contorno.

Karam (1992), Ribeiro (1992) e Katsikadelis e Yotis (1993), dentre outros
autores, também aplicaram o MEC para analisar placas espessas pela teoria de

Reissner, inclusive para problemas ndo-lineares.

1.2.3 Trabalhos com espessura variavel segundo a Teoria de Kirchhoff

Petrina e Conway (1972) mostraram valores numéricos de deflexdes e
momentos para placas retangulares carregadas uniformemente com duas condi¢des
de contorno, sendo um par de lados opostos simplesmente apoiados e o0s outros dois
simplesmente apoiados ou engastados, com trés proporcdes entre os lados: 1, 1,5 e
2. Além disso, consideraram duas variacdes de espessura, sendo que na primeira as
espessuras das bordas superior e inferior sdo 0,9ho e 1,1ho, respectivamente, e na
segunda, as bordas séo 0,8ho e 1,2ho, respectivamente. Os autores concluiram que a
deflexdo maxima e o momento maximo ocorrem no centro da placa e ndo variaram
muito comparados com placas de espessura constante. No entanto, a tensdo maxima
ocorre no centro da borda engastada mais fina, no caso de placas com duas bordas
simplesmente apoiadas e as outras engastadas.

Katsikadelis e Sapountzakis (1991) desenvolveram uma formulagdo com o
MEC para a analise dinamica de placas com espessura variavel submetidas a
qualquer tipo de condicdo de contorno. Foi empregada a solucdo fundamental da
placa com espessura constante e o termo envolvendo derivadas até a terceira ordem
foi considerado como desconhecido. Foi necessario discretizar também o dominio,
apenas para avaliar as integrais.

Chaves (1997) apresentou a formulacdo do MEC para o problema de flexao de

placas com a teoria de Kirchhoff. Foram consideradas placas delgadas com



espessuras constante e variavel, a fim de analisar pavimento de edificio e tabuleiro de
pontes, sendo suficiente a imposicao de condi¢des internas ao elemento de placa e
associacdo com outros elementos estruturais através do acoplamento com o Método
dos Elementos Finitos e da utilizacdo de sub-regifes, onde a espessura da laje &
constante.

Chaves e Venturini (1998) e Chaves, Fernandes e Venturini (1999) formularam
o MEC, baseado na teoria de Kirchhoff, para incorporar os casos de placas com
espessura variavel. Foi utilizado o teorema de Betti para derivar integrais de
deslocamentos e esforgos internos, partindo do pressuposto de que o dominio da

placa é caracterizado por exibir espessura ou rigidez variaveis. Apresentaram

exemplos numéricos para verificar a precisdo da formulacéo proposta.

1.2.4 Trabalhos com espessura variavel segundo a Teoria de Reissner

H& uma caréncia no estudo de placas com espessura variavel aplicando o
método dos elementos de contorno, com base na teoria de Reissner. Assim, o
presente trabalho tem, como proposta, analisar este caso de placas com espessura

variavel submetidas a flexao.

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral a andlise de placas de espessura variavel
submetidas a flexao pelo MEC e utilizando a teoria de Reissner.

Os obijetivos especificos séo:
— Desenvolver a formulacéo das equacdes integrais utilizando a teoria de Reissner
considerando a variagdo da espessura e, consequentemente, da rigidez;
— Desenvolver a implementagcdo computacional no programa em linguagem Fortran
com o MEC considerando elementos de contorno quadraticos e células internas
triangulares constantes, considerando a diferenca na rigidez em cada célula para
considerar a variagcao da espessura no dominio;

— Comparar com resultados obtidos por outros métodos numeéricos ou analiticos.



1.4 Metodologia

A metodologia empregada no presente trabalho consiste em:
— Obter as equac0bes integrais do problema para a formulacdo com a teoria de
Reissner para deslocamentos nos pontos internos e nos pontos do contorno, bem
como para momentos e esfor¢cos cortantes nos pontos internos, considerando a
variacdo da espessura e, consequentemente, da rigidez;
— Admitir a placa dividida em elementos de contorno quadraticos e células internas
triangulares constantes;
— Considerar as equac0es integrais em forma discretizada para deslocamentos em
pontos do contorno para cada ponto nodal do contorno da placa e para deslocamentos
nos pontos situados nos centros geomeétricos das células, com a finalidade de se
montar um sistema de equacdes algébricas para a resolucdo do problema;
— Adaptar no programa computacional antes desenvolvido para espessura constante
0 célculo dos deslocamentos e forcas de superficie no contorno, bem como os
deslocamentos e esforcos em pontos internos, considerando a espessura variavel;
— Comparar resultados de deslocamentos e esforgos solicitantes com resultados de
outras referéncias da literatura por outros métodos analiticos ou numeéricos, para

validacdo da implementacéo.

1.5 Justificativa

Os trabalhos que abordam placas com espessura variavel sdo, em numero,
muito menores quando comparados com 0s que consideram placas com espessura
constante. Os resultados da literatura para esse tipo de analise também sé&o muito
limitados.

Apesar de existirem trabalhos sobre espessura variavel, como é o caso de
Petrina e Conway (1972), Chaves (1997), Chaves e Venturini (1998) e Chaves,
Fernandes e Venturini (1999), estes trabalhos ndo foram baseados na teoria de
Reissner, que considera a deformacao cisalhante.

Neste sentido, faz-se necessario um estudo tedrico-computacional com o intuito
de analisar placas com espessura variavel submetidas a flexdo, baseado na teoria de

Reissner e utilizando o Método dos Elementos de Contorno.



1.6 Estrutura da dissertacao

O trabalho inicia-se com algumas consideracfes gerais, seguidas de uma
revisdo bibliografica sobre trabalhos para analise de flexdo de placas segundo as
Teorias de Kirchhoff e de Reissner utilizando o Método dos Elementos de Contorno e,
também, sobre trabalhos com o MEC e com métodos analiticos que consideram
placas com variacdo da espessura. Apresentam-se, também objetivos, metodologia,
justificativa e a organizacao desta dissertacao.

Em seguida, no Capitulo 2, é apresentada, de forma sucinta, a teoria de
Reissner para analise de flexdo de placas, sendo mostradas as formulas basicas e as
condicBes de contorno.

No Capitulo 3, € apresentada a formulacédo utilizada com o Método dos
Elementos de Contorno aplicado a Teoria de Reissner para o caso de placa com
espessura variavel. Apresenta-se ainda a transformacao das integrais de dominio em
integrais de contorno e as expressdes dos deslocamentos e esforcos nos pontos
internos.

No Capitulo 4, sdao abordados os procedimentos para a implementacdo
numérica, mostrando-se as equacdes integrais do Capitulo 3 em forma discretizada,
a fim de se obter um sistema de equacdes algébricas.

No Capitulo 5, sdo apresentados alguns exemplos, assim como as respectivas
analises dos resultados. Os resultados obtidos neste trabalho sdo comparados com
resultados da literatura, calculados por métodos analiticos e por outros métodos
nuMEricos.

Finalmente, no Capitulo 6, encontram-se as principais conclusées obtidas com
o desenvolvimento do trabalho, em relagdo aos procedimentos adotados para a

modelagem numérica e também a analise dos resultados comparados.



CAPITULO 2

TEORIA DE REISSNER PARA ANALISE DE FLEXAO DE PLACAS

2.1 Consideragdes iniciais

A teoria de Reissner para flexdo de placas (Reissner, 1945) é mais refinada
gue a teoria de Kirchhoff e baseia-se na teoria da Elasticidade e no principio Hellinger-
Reissner, que permite a consideracdo de trés condi¢cdes de contorno por bordo,
constituindo, assim, um problema de integracdo de sexta ordem. A teoria classica
considera apenas duas condi¢cdes de contorno em cada bordo, obtendo-se, assim,
uma equacao diferencial de quarta ordem.

Neste capitulo, sdo apresentadas as formulas basicas da teoria de Reissner
para a analise de flexdo de placas.

Serao considerados, na formulacao, indices gregos variando de 1 a 2 e indices

latinos, de 1 a 3.

2.2 Hipoteses da teoria de Reissner

As hipoteses nas quais se baseia a teoria de Reissner sédo as seguintes:
— A espessura € pequena se comparada as outras dimensdes da placa,
— A placa é constituida de material elastico linear, homogéneo e isotropico;
— Os deslocamentos transversais sao pequenos quando comparados com a
espessura da placa;
— A superficie média da placa é indeformavel, sob o efeito de cargas transversais;
— Um segmento de reta normal ao plano médio ndo permanece necessariamente
normal a superficie média deformada, apds a deformagdo da placa, pois séo
consideradas as deformacdes por cisalhamento transversal,

— As componentes tangenciais sao nulas nas faces da placa.



2.3 Formulacao béasica

Admite-se uma placa linearmente elastica, homogénea e isotropica, com
espessura h constante e submetida a um carregamento transversal g, por unidade de
area.

Considera-se, também, x; as coordenadas cartesianas, onde x, estdo na

superficie média e x5 na direcao transversal da placa (Figura 2.3.1).

A%
hmm e A >
- - X2
superficie
media

______________________ hf2

/ hi2

X4

Figura 2.3.1 — Sistemas de coordenadas

As condicBes de carga nas faces da placa sdo consideradas como: o35 = +q/2 €
0,3 = 0 parax; = £ h/2 (Weeén, 1982a).
As tensOes variam ao longo da espessura da placa conforme as seguintes

expressoes (Weeén, 1982a):

0up =~ 73 2.3.1)
3Q, 2x3\°
Oy = %[1 _ (%) l (2.3.2)

qxs lg B (ngﬂ (2.3.3)



As tensdes normais o033, que atuam na dire¢do transversal, sdo consideradas

despreziveis em relagdo as demais.
2.4 Esforcos resultantes

As resultantes de tenséo por unidade de comprimento, na superficie média da

placa, sdo determinadas por:

e Momentos fletores e torsores

h/2
Maﬁ - j Ua‘B.X3dx3 (241)
—h/2

e Esforcos cortantes

h/2
Q(X = f O-agdx:)) (242)
—h/2

Os sentidos positivos adotados para estes esforcos sdo mostrados na Figura
2.4.1.

X3

X2
Q M,
X
1 Q W
M4 2
M Ma4
& Q,
Mi2 Q,

Figura 2.4.1 — Esforcos resultantes na placa
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2.4.1 Equac0es de equilibrio

Na teoria de Reissner, considerando a teoria da elasticidade e levando-se em
conta o equilibrio de for¢as na direcdo x3, assim como o equilibrio de momentos em
relacdo aos eixos x,, no elemento de placa infinitesimal, obtém-se as seguintes

equacodes de equilibrio:
Qaat+tq=0 (2.4.1.1)
Mopgp — Qo =0 (2.4.1.2)
2.4.2 Deslocamentos e deformacdes generalizados
Determinam-se os deslocamentos generalizados, ¢, € w, para pontos da
superficie média da placa, como sendo, respectivamente, a rotacdo da normal a

superficie média nos planos x, — x5 e o deslocamento transversal médio tomado sobre

a espessura da placa, conforme mostrado por Reissner (1947) da seguinte forma:

® 12 (2 P

=== UyX3AX

RSN (2.4.2.1)
3 (2 ll (2x3)zld

w=—1| u —|— X
2h) 0 h ’ (2.4.2.2)

sendo u, 0 deslocamento linear na direcdo do eixo x, e u, 0 deslocamento

transversal.

Considerando a teoria linear, as expressdes das deformacdes generalizadas,
em funcéo dos deslocamentos generalizados, séo as seguintes:

Para as deformacdes de flexado, tem-se:

1 2423
Xap =5 (bap + dp.a) ( )
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Para as deformacgdes devido ao cisalhamento transversal, tem-se:
Yo = Pa + Wy (2.4.2.4)

Na teoria classica ou de Kirchhoff, a parcela referente as deformacdes de
cisalhamento transversal da placa € desprezada (¥, = 0). Portanto, as rota¢des sao
obtidas através das derivadas do deslocamento transversal na dire¢édo de x,.

Ja4 na teoria de Reissner, isso ndo acontece, pois as deformacbes de

cisalhamento transversal ndo sédo desprezadas.
2.4.3 Expressfes dos momentos e esforcos cortantes

Aplicando a teoria da elasticidade para pequenos deslocamentos associada a
principios variacionais, é possivel obter as expressdes para o célculo dos momentos
e esforcos cortantes em funcdo dos deslocamentos generalizados, segundo Weeén
(1982a).

_Db(1-v) vq

2v
Mag T(%ﬁ t Ppat mfl’y,y&xﬁ) A= )2 O (2.4.3.1)

ZM(%;"‘WW)

0 > (2.4.3.2)

onde v representa o coeficiente de Poisson, §,; € o delta de Kronecker, 1 € uma

constante dada por:

h (2.4.3.3)

e D representa a rigidez a flexdo da placa, sendo:

Eh3

D=————
12(1 — v2)

(2.4.3.4)

em que E é o mddulo de elasticidade longitudinal.
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O sistema formado pelas equacgfes de equilibrio descritas em Eq. (2.4.1.1) e
Eq. (2.4.1.2) acrescidas das equagOes descritas em Eq. (2.4.3.1) e Eq. (2.4.3.2)
constitui a base da teoria de Reissner e compde um sistema de equacdes diferenciais

de sexta ordem, satisfazendo a trés condi¢cdes de contorno por bordo.
2.4.4 Condicdes de contorno

Para satisfazer as trés condicbes de contorno por bordo no sistema de
equacOes diferenciais baseado na teoria de Reissner, pode-se prescrever, em cada
uma das trés direcdes generalizadas, o deslocamento ou a forga de superficie
correspondente.

Sendo I' o contorno total da placa e I, o contorno onde os deslocamentos
generalizados ¢, e w sdo prescritos e [;,, onde as forcas de superficie generalizadas

D € p3 SA0 prescritas, tem-se as seguintes condi¢cdes de contorno:

EmFL,: ¢,= $a

w=w (2.4.4.1)
EmI,: p«=Dp,
Pz =P (2.4.4.2)
sendo
Pa = Maﬁ'nﬁ
(2.4.4.3)
ps = Qgng
e
Py = Meagng
(2.4.4.4)
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onde ng sdo 0s cossenos diretores da normal exterior ao contorno.

Deve-se notar que, na teoria de Kirchhoff, como as deformacfes cisalhantes
transversais sdo despreziveis, obtém-se uma equacao de quarta ordem, satisfazendo
a duas condicbes de contorno por bordo. Isso resulta em valores inexatos em
proximidades de cantos ou perto de orificios com diametro da ordem de grandeza da
espessura da placa.

Tal caso ndo acontece na teoria de Reissner, ja que sdo satisfeitas as trés
condi¢Bes de contorno fisicas e a influéncia da espessura sobre os deslocamentos e

esforgos resultantes é considerada.
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CAPITULO 3

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A TEORIA DE
REISSNER

3.1 Consideracdes iniciais

Apresentam-se, neste capitulo, as equacdes integrais de placas através da
teoria de Reissner, necessarias a formulacdo do problema pelo Método dos
Elementos de Contorno.

Primeiramente, sdo mostradas as equacdes integrais basicas considerando a
formulacdo de Reissner, que podem ser obtidas utilizando o Segundo Teorema de
Betti ou 0 Método dos Residuos Ponderados.

Também serdo apresentados os tensores da solugdo fundamental e as

equacdes integrais para o calculo dos deslocamentos e esfor¢os nos pontos internos.

3.2 Equac0es integrais béasicas

Considere-se uma placa definida por um dominio 2 representado pela sua
superficie média e um contorno I', representado pela linha que a circunda, em estado
de equilibrio, sujeita a um carregamento transversal g atuando em 2 e tendo uma
espessura constante h. Considere-se, ainda, a regido de dominio 2* e contorno I'*,
contendo a placa com dominio 2 e contorno I, também em equilibrio, conforme

mostrado na Figura 3.2.1.

X3

X1

sentido de
/ integracdo

Q‘k

F*
Figura 3.2.1 — Regido 2* U I'* que contém aplacaRu T
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Para uma maior conveniéncia nas expressdes que serao utilizadas a seguir, 0s
deslocamentos generalizados ¢, € w serdo representados, respectivamente, por u,
e u3, ou ainda, genericamente, COmo uy,.

Pode-se, entdo, reescrever as condi¢cdes de contorno para as trés direcoes

generalizadas da placa como:

Uy :‘L_l.k emFu

(3.2.2)
Pk = Dx €M [
sendo
Lurn,=r (3.2.2)
Para aregido 2 U I', tem-se:
Deslocamentos: uy
Forcas de superficie: py
sendo p, = Mypng
(3.2.3)
ps = Qqng
Deformacdes especificas: X,z =u
¢ P o Tk (3.2.4)
Yo =uUg + U3 o
Esforcos:
1-v) 2v vq
Ma[:? =D 2 (ua’[; + u[;’a + —1 — vuy‘y(Sa[;) + —(1 — U)AZ 5&[3
(3.2.5)
D(1 —v)A?
Qn = T (ua + u3,a)
Equacdes de equilibrio: Mupp— Qe =0
(3.2.6)

Qa,a+q:0



16

Para aregido 2" U I'*, tem-se:

Deslocamentos: uy,

Forcas de superficie: py

sendo  pg = Mgpng

(3.2.7)
p3 = Qang
Deformacdes especificas: X, = u,
af = s (3.2.8)
Yo = ug + ug,a
Esforcos:
i 1-v)/ , i v, vq
Mg =D — (ua’ﬁ +ug , + -2 vuy,y(Saﬁ) + —(1 AV Sap
(3.2.9)
. D(-vA*, | i}
Qq = # (ua + u3,a)
Equacdbes de equilibrio: Myp—Qf+FE;, =0
S (3.2.10)

Qaa+F3 =0

onde F;; sédo as componentes das for¢cas de dominio, definidas a fim de se obter a

solugéao fundamental (Weeén, 1982a), distribuindo-se ao longo da espessura como:

., 12x5
fe = E Fy

. 3F; 2x3\°
fs—ﬁl‘(ﬂl

(3.2.11)
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3.3 Equacdes integrais para deslocamentos em pontos no dominio

A equacéo integral para os deslocamentos generalizados em um ponto &
situado no interior da regido 2 da placa, deduzida a partir do segundo teorema de Betti
ou a partir do método dos residuos ponderados em Karam (1986), considerando a

solugéo fundamental do problema u;; e a forca de superficie correspondente p;; ,

expressa por:

w (§) = rf [ (€, %)p; () — pij (€, 0w ()]l (x) (3.3.1)

f 656,00 = s a6 0] 0 COARC)

onde

u;; (&, x): deslocamento generalizado na dire¢do j do ponto x, devido a uma carga

unitéria concentrada aplicada na dire¢éo i do ponto &;

p;; (&, x): forca de superficie generalizada na dire¢do j do ponto x, devido a uma carga
unitaria concentrada aplicada na direcéo i do ponto &;

x: ponto campo, onde sdo observados os efeitos das cargas unitarias aplicadas;

&: ponto fonte, onde sédo aplicadas as cargas concentradas generalizadas unitérias.
3.4 Solucao fundamental

A solugdo fundamental que aparece na Eq. (3.3.1) € a resposta para 0s
deslocamentos de um ponto genérico (x) de um dominio fundamental infinito, devido
a aplicacdo de uma carga concentrada unitaria em outro ponto (§) deste dominio,
satisfazendo as equacdes diferenciais de equilibrio escritas em termos de
deslocamentos.

De acordo com Weeén (1982b), a solugdo fundamental u;;(&, x) € obtida pelo

Método de Hormander, sendo expressa pelas equagbes mostradas a seguir.
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1. Solugéo fundamental de deslocamentos

E representada pelo tensor u;;(§,x), conforme Weeén (1982b):

1
’U,;;'B = m{[8B(Z) - (1 - 17)(2 Inz — 1)]60(/3

— [8A(2) + 2(1 — Wrary)

Uys = —Upz = 87'[_D(2 Inz - 1)rr,

1 (3.4.1)
U3 = m[(l —v)z?(lnz—1) — 8InZz]

onde r € a distancia entre o ponto fonte & e o ponto campo x, sabendo-se ainda que:

o (3.4.2)

. or  1g (3.4.3)
Eaxg,(x) T
sendo,
Ta = xa(x) - xa(g) (344)
z=1Ar
(3.4.5)
Na Eq. (3.4.1) ainda aparecem as funcdes A(z) e B(z), dadas por:
B 2 1
A@) = Ko+ [k -] (3.4.6)

1 1
B(2) = Ko(2) + - [Kl (2) - ;] (3.4.7)
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sendo K,(z) e K;(z) funcdes de Bessel modificadas de ordem inteira, podendo ser
calculadas através de expansdes polinomiais dadas por Abramowitz e Stegun (1965)
e apresentadas no Apéndice A deste texto.

2. Forcas de superficie referentes a solucao fundamental

Séao representadas pelo tensor p;;(§, x), conforme Karam (1986):

1
Dya = e [(4A +2zK, +1 - v)(6a],7jn + r,any) + (4A+1+v)ryn,

— 2(8A + 2zK; + 1 — V)1, 1y

/12
Py3 = P [B n, — A r.Vr.n]

i} (1—v)[<2(1+v)

B d-v)

Dig = — = Inz — 1> Nng + Ztatnl

R y—— (3.4.8)

onde r, € a derivada de r em rela¢éo a normal no ponto x, sendo definida por:

i or o (3.4.9)
T on(x) e

3.5 Equacdes integrais para pontos do contorno

Depois de se analisar, separadamente, o limite de cada integral quando o ponto
fonte (§) tende para o contorno, tem-se, para um ponto & do contorno a seguinte

equagao:

Cij (w8 = j[ui'}-(f,x)pj(x)—pZ}(E,x)uj(x)] ar (x)

r

f[B@m 7 e € 0] 400002 o
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onde a primeira integral a direita deve ser interpretada no sentido de valor principal de

Cauchy e o coeficiente C;;($) depende da geometria do contorno no ponto &.

Em geral, pode-se considerar a Eq. (3.5.1) escrita para um ponto & qualquer,

sendo:
Ci; = 6;; quando & é ponto do interior;

C. = 8;;  quando & é ponto de contorno suave.
UTy (3.5.2)

Na Eg. (3.5.1), transformando a integral de dominio relacionada a carga
transversal em uma integral de contorno para q(x) = q = constante, obtém-se, com a

utilizacao do teorema da divergéncia, a expressao:

€ (O (&) = f [, (&, 20p; () — p}; (&, 1), ()] AT (x)

r

i j [vi*'“(f’ x) = ﬁu&((f: x)] ng (x)0r (x) (3.5.3)

onde
v (&%) = uj3(§, %) (3.5.4)
3.6 Deslocamentos nos pontos internos

Os deslocamentos nos pontos internos podem ser obtidos utilizando-se a Eq.

(353) com Cl] = 511

Assim, para um ponto interno & qualquer, tem-se:
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(&) = f (€, x)p; () dr (x) — f p1; (€, )y ()T (x)
T r

i f [vz“(";' x) = ﬁ%(& x) [ ng(x)dr (x) (3.6.1)

3.7 Equacdes integrais para momentos e esfor¢cos cortantes nos pontos
internos

A partir da expresséo integral de deslocamentos em pontos internos, EQ.
(3.6.1), e suas derivadas em relacdo as coordenadas do ponto fonte &, e substituindo
nas relacbes dos esforcos mostradas nas EqQs. (3.2.5), obtém-se as equacbes

integrais para momentos e esfor¢cos cortantes, tal como apresentado por Weeén
(1982b).

Map® = [ wipu€ 0P ArG) = [ D6 DT @)

r r

v
+q | wap(€x)dl'(x) + m——5 964
rf g - (3.7.1)

Qp(§) = ] uspk (§, X)pi (x) dI' (x) —J P3pi (€, X ug ()l (x)

r r

+ QJ w3(§, x)dl (x) (3.7.2)

Expressbes para o0s tensores referentes a solugcdo fundamental séo
apresentados em Weeen (1982b) e em Karam (1986)

Para u,g., tem-se, na expressdo dos momentos:

1
Yapy = 3y [(44 + 22K, + 1 = v)(8gyTe + SayTp)

—2(8A + 22K, + 1 — v)1arpry, + (4A+ 1+ V)8 4p7y ] (3.7.3)



i 1-v) 1+v)
Uaps = ~ g 2(1_v)lnz—1 Oap +2147p

e na expressao dos esforcos cortantes:

/12
Uz, = 7 [BSy 5 — Aryrp]

1

*
Usps = 27T "p
Para p;z., tem-se, na expressdao dos momentos:

‘ D(1-v)

Papy = e {(4A +2zK; +1— v)(6yanﬁ + 6yﬁna)

+ (4A+ 14 3v)8,4n, — (164 + 62K, + z°Ky + 2 — 2v)
* [(narp +ngra)ry + (8yarp + Syp7a )t
—2(BA+2zK, + 1+ V)(Saﬁfyr,n + nyr_arlﬁ)

+ 4(24A + 82Ky + 22Ky + 2 — 20)r,1 g1, Ty}

. D(1—v)A?
Dap3 = T{(ZA +2K,)(1png + 1anp) — 2(44 + 2K 11T,

+ 248,57}
e na expresséo dos esforgos cortantes:

. —-D(1 —v)A?
P3py = - [(2‘4 + ZKl)@VB’Tn + r,ynﬁ) + 24Any 1
—2(4A + zKl)r,yr,ﬁr,n]

. D(1—-v)A* )
Pigs = ——7 —[(z°B + g — (22A + 217
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(3.7.4)

(3.7.5)

(3.7.6)

(3.7.7)

(3.7.8)

(3.7.9)

(3.7.10)

As expressdes w,; € wyg, presentes nas equacoes integrais para calculo dos

momentos e esfor¢cos cortantes, respectivamente, sédo dadas por:
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r

Wap = —%{(4 Inz —3)[(1 —v)(rpng + reng)
+(1+ 31/)6(1577,1] + 4[(1 —V)TaTp + USaﬁ]r,n}
v *
(1 — v)az tabr™ (3.7.11)

v

1
Wip = = [2Inz — Dng + 2rgry, | — =z ey (3.7.12)

3.8 Placas com variacdo da espessura

Conforme a Eq. (2.4.3.4), observa-se que, com a variacdo da espessura h,
ocorre a variacao da rigidez D, ja que o modulo de elasticidade E e o coeficiente de
Poisson v dependem do material. Sendo assim, sera variada a rigidez a flexdo da

placa e essa rigidez sera escrita em funcéo da posi¢éo do ponto considerado.
3.8.1 Deducéo das equac0Oes integrais a partir do Segundo Teorema de Betti

A primeira Eq. (3.2.5), referente aos momentos, pode ser escrita na forma:

. 1%

Maﬁ = Maﬁ + mé\aﬁ (3811)

Sejam:
Maﬁ = Caﬁye XyG
Mag = Capyo Xye

Qp = C3p30 Yo
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onde C;gjy S@0 as componentes do tensor de quarta ordem de constantes elasticas

para o caso isotropico.
Considerando as Egs. (3.8.1.2), pode-se escrever:
Map Xup + Qp Wi = Capyo Xyo Xop + Capsg Yo Wp (3.8.1.3)

Reagrupando o segundo membro e considerando que:

Cigjo = Cioip (3.8.1.4)
tem-se:
Mg X5 + Qp s = Xy0(Croap Xop) + Vo (C03p W5) (3.8.1.5)

Ou ainda, considerando a Eq. (3.8.1.1) e a Eq. (3.8.1.2), e multiplicando

numerador e denominador por D(x), tem-se:

D(.X') M Vq6aﬁ X* | =x M *
D) |\"'ef T A=z Tk + Qp¥p| = XyoMyo + 1600 (3.8.1.6)

onde D(x) € arigidez variavel da placa, sendo x o ponto campo.
Assim, pode-se escrever a equacao integral seguinte, envolvendo integrais de

dominio:

D
f —lgx) (M3 pXap + Qb)) 00
QO 0

= [ (Map)X25 + QuC2)00 — ———— | 845X 3500
f“ Sl (1_1’)/12! T B8

onde D, € uma rigidez constante, utilizada no célculo dos tensores da solucéo

fundamental.
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Substituindo a Eq. (3.2.4) e a Eqg. (3.2.8) na Eq. (3.8.1.7), integrando por partes

em ambos os lados e usando o teorema da divergéncia, obtém-se

1 . . . dD(x)
o f MaﬁuanﬁD(x)al“—f Maﬁ,ﬁuaD(x)+Maﬁuaa— o))
ol/r Q xp

+ f Qe D(x)00
Q

+ | QuuemadEoor - [ (Qiad o

+ Quus agix)) 90 l

r Q
+f Qg ugy00 +f Qq u3 naaf—f Qg U302
Q r Q

v

~Gw i

n (3.8.1.8)

Considerando a Eq. (3.2.3) e a Eq. (3.2.7), e ainda, as equacdes de equilibrio

(3.2.6) e (3.2.10), a Eq. (3.8.1.8) fica como:

1] “uaD (x)ar j 4 D) + Mo pug 29 5
DO - Pala (x) 0 Qaua x aﬁua axﬁ
+ j FugD(x)00
Q

+ [ Quuapeon + [ piuspeor+ [ (Fuspe)

Qau aD(x)) 6!2]

- a3 axa
=f Pa u(’;al"—f Q, uy0n
r Q

+j Qq uydn +J D3 u§6F+J q uz04.2
Q r Q

v
——(1 —v)/lzf q Ug 012

o (3.8.1.9)
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Cancelando os termos iguais e escrevendo de forma genérica para as trés
direcbes, tem-se a expressao abaixo, correspondente ao Segundo Teorema de Betti

(ou da Reciprocidade):

1
Dy Jg

FruD(x)90 1[ u* dD(x) 1j‘ ., 90D(x)
j WP Do Jo apUa 9x5 Do Jo al3 x,

1
=.f pj ufaf——f U ij(x)6F+f q<u§
r DO r Q

v
— Uy, | 0N
(1—v)22 u“'“) (3.8.1.10)

As forcas de dominio F;" sdo forcas generalizadas concentradas unitarias
aplicadas em cada uma das trés direcdes generalizadas de um ponto pertencente a

regido *, chamado de ponto carga ou fonte e representado por &

Essas forcas podem ser representadas por:

Fj* =6(x— 9P (3.8.1.11)
onde,
p=1 (3.8.1.12)

6 (x — &: funcdo generalizada delta de Dirac com singularidade em &
A funcéo delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

g(O)sel e

| 9@ - 9000 -
: 0 secg Q (3.8.1.13)

Sendo, agora, § pertencente a regido (1 e considerando a Eq. (3.8.1.11) e a Eq.
(3.8.1.13), a primeira integral da Eqg. (3.8.1.10) fica:
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1 1
D—Ofﬂ F{u;D (x)00 =D—Ouj(§)D(¢)Pj (3.8.1.14)

E, considerando a Eq. (3.8.1.12):

3
1 1
D—OL Ffu;D(x)d0 = D—();uj(g) D(® (3.8.1.15)

Considerando agora cada carga concentrada generalizada unitaria atuando

independentemente, pode-se escrever:

u]ik = u?j(; x)Pi
(3.8.1.16)
pj = pij(§ )P

onde uj;(§x) e p;;(5x) sdo os tensores referentes a solugdo fundamental,

apresentados no item 3.4.
Considerando as cargas unitarias atuando separadamente em cada uma das
trés direcbes generalizadas, pode-se, entdo, escrever trés equacdes da seguinte

forma, sendo validas para um ponto & qualquer situado no interior da regiao £2:

IGLIEE jkm@mm@> SPiE 0w D) dreo)

f[ggm e 0] 40040G)
+—f Mg (& x) ua(x) oD )dQ(x)
3.8.1.17
fom@@%m (MM) (8140

As expressdes de My, e de Q35; sdo (Karam, 1986):
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1
Magy = = 7— — [(44 + 22K, + 1 —v)(8p,Tq + 60y T)
—2(8A+ 22K, + 1 — v)1arpry, + (A + 1+ V)8 4p7y ] (3.8.1.18)
i} 1-v) (1 + 17)
Maps = = (1 — v) —1)8ap +27a7p
(3.8.1.19)
AZ
Qzpy = P [BSyp — Ary1] (3.8.1.20)
. 1
Gps =~ gma "k (3.8.1.21)

Depois de estudar, separadamente, o limite de cada integral da Eq. (3.8.1.17)
quando o ponto fonte (&) tende para o contorno, tem-se, para um ponto & do contorno,

a seguinte equacao:

1
e Cij(Ou;(E)D(E)
0

= [ [uis 6. 0m 0 - pl,@ (D) drex)

* j :”?3(5 x) = ﬁua,a(& x)] () d0(x)
0
+_f Mapi(S %) ua(x) — D )dﬂ( )
f Q35:(& %) us(x) ()dﬂ()
" 3 (3.8.1.22)

onde a primeira integral a direita deve ser interpretada no sentido de valor principal de

Cauchy e o coeficiente C;;($) depende da geometria do contorno no ponto &.

Em geral, pode-se considerar a Eq. (3.5.1) escrita para um ponto & qualquer,

onde:
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Ci; = 6;; quando & é ponto do interior;

C. = d;j quando & é ponto de contorno suave.
Ut (3.8.1.23)

Transformando a integral de dominio relacionada a carga transversal em uma

integral de contorno para g(x) = q = constante, obtém-se:

1
e Cij(Ou;(E)D(E)
0

1
= [ [uirte0m,0) = 5 6 DGO arca)

(3.8.1.24)
+q f [via6) = g e 60 | e O (o)
50, Mo a0 5 0o
#50J. @im 0 00 2 daco)
onde
Via(§x) =u;3(§,x) (3.8.1.25)

3.8.2 Deslocamentos nos pontos internos

Os deslocamentos nos pontos internos sédo obtidos utilizando-se a Eg.

Assim, para um ponto interno & qualquer, tem-se:



1 1
D—Oui(f)D(f) = f [ufj(f,x)l?j(x) —D—Opfj(f,x)uj(x)D(x)] dr(x)

+0 [ [vie.0) — gy e 0 | ne@or @)

dD(x)
aXﬁ

1 *
+ D_O—I;) Mg (€, x) uq(x) d(x)

dD(x)
Oxﬁ

1
o fﬂ Qi (6,20 13 (1) -2 da(x)

3.8.3 Momentos e esforgos cortantes nos pontos internos

30

(3.8.2.1)

A partir da expresséo integral de deslocamentos em pontos internos, Eq.

(3.8.2.1), e suas derivadas em relacdo as coordenadas do ponto fonte &, e das

relacbes dos esforgcos mostradas nas Eqgs. (3.2.5), obtém-se as equacdes integrais

dos momentos e esfor¢os cortantes.

Map®) = [ o€ 000 Ar@) = [ D D0 @)

r
r

+CIf Wep(§, x)dI(x) +(1_qu6a,8
r

D (x)
aXQ

1
+ D_ofg Mgp,(§, x) w, (x) d2(x)

aD(x)
aJCg

1
o fﬂ Q0 (&) us (1) =2 d ()

(3.8.3.1)



05 = [ WP @) = [ i DU @A)

r r

+q [ wipe0are)

9D (x)
OXQ
dD(x)
Oxg

1
+ D_O.L M3p,6($, x) uy (x) d(x)

1
o fﬂ Qo0 (6,20 13 (1) -2 d2 ()

sendo (Oliveira, 2015):
D(1—-v)

Magye = —g—7 [2(44 + 22Ky + 1= v)(8a6py + SaySop)
+2(44 + 14 3v)8436,¢
—4(8A+2zK; +1+ v)(6y9 TaTp+ 8apTo 7",1/)
— 2(16A + 62K, + 2Ky + 2 —2v) (89 Ty Tp + 8oy To T'p
+8ypTaTo+ SopTaly)
+ 8(24A + 82K, + 22Ky + 2 — 20)ry g 1y T

i} D(1 —v)A?
MSﬁyG = —T [(414 + ZZKl)(SQB Ty + 6)/,8 T"g) +4A T.B(SVQ
— 4(4A + zK )1y 1o 7]
e também:
. D(1 —v)A?
Qapzo =  4mr [(3A + ZKl)( T0ap T Talpg — 214 Tp Ty 7‘,9)
1+v
+ 1 (2479005))|
. D(1—v)A? 1
Qapso =— 5 — [/12(3 Sop—Arpre) —7-(TpTe = 5aﬁ)]
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(3.8.3.2)

(3.8.3.3)

(3.8.3.4)

(3.8.3.5)

(3.8.3.6)
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CAPITULO 4

IMPLEMENTACAO NUMERICA

4.1 Consideragdes iniciais

Neste capitulo, séo apresentados os procedimentos usados na implementacao
numeérica das equagdes integrais do Capitulo 3. O contorno I" da placa é discretizado
em elementos quadraticos continuos ou descontinuos, com geometria linear, cada um
tendo um comprimento [; e contendo trés pontos nodais. Além disso, para a
consideracdo da parcela referente a integral de dominio nas equacdes integrais
contidas no item 3.8, o dominio da placa é dividido em células internas triangulares

constantes, também com geometria linear (Figura 4.1.1).

Figura 4.1.1 — Placa discretizada em elementos de contorno e células internas

As equacdes integrais do Capitulo 3 sdo escritas em forma discretizada e
transformadas em equacgOes algébricas. Inicialmente, € montado um sistema de
equacbes com trés equacdes para cada ponto nodal do contorno, relacionando
deslocamentos e forcas de superficie generalizados. Forma-se, assim, um sistema
com numero de equacdes igual a trés vezes o numero de nos, tendo como incognitas
os deslocamentos e for¢cas de superficie nos nds do contorno e os deslocamentos nos
pontos considerados nas células.

Além disso, como os deslocamentos nos pontos das células também séo

incognitas, sdo consideradas trés equacdes de deslocamentos para 0s pontos
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situados no centro geométrico de cada célula interna, sendo esses deslocamentos
considerados constantes em cada célula.

Apoés a aplicacdo das condi¢cdes de contorno do problema e a resolucdo do
sistema de equacdes resultante, os valores dos deslocamentos e esfor¢cos nos pontos
internos podem ser também calculados, a partir dos valores de deslocamentos obtidos
no contorno e nas células pela solucdo do sistema de equacdes.

4.2 Equacdes discretizadas

A Eq. (3.8.1.24) é escrita, em forma discretizada, para cada ponto nodal & de
I, substituindo-se as integrais em I' por somatorios de integrais em [}, sendo [} a parte
do contorno correspondente ao elemento j. Assim, obtém-se um sistema de N
equacdes algébricas envolvendo N valores nodais de deslocamentos e N valores
nodais de forcas de superficie.

Para um ponto qualquer do elemento j, os deslocamentos e for¢cas de superficie
sao aproximados em cada elemento utilizando-se as func¢des de interpolacdo contidas

em um vetor N, na forma:

u®) = Nu®
(4.2.1)

sendo u™ e p™ os vetores que contém os deslocamentos e as forcas de superficie

nodais, respectivamente.

Admitindo que o contorno I" é discretizado em L elementos de contorno [ e N,

células internas, a Eqg. (3.8.1.24) pode ser escrita na seguinte forma discretizada, para

um ponto nodal &;:
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L
D 1
C(&-)Qu(sﬂ%— f P*ND(x) oI |u™
Dy D, <
Jj=1 Fj
L L
=Z fU*N(’)I‘ p(")+z qfs*ar
j=1 Fj j=1 Fj (422)
cel
1 aD
+— f M* @) Q |u™
DO axﬁ
Jj=1 Q]
cel
1 aD
+— fQ* @) 50 |um
j=1 \q;

onde

C € a matriz cujos elementos séo os C;; que aparecem na Eq. (3.8.1.24);

u € o vetor deslocamento do ponto fonte;

L € o numero de elementos do contorno;

N,.; € 0 numero de células internas;

N é a matriz que contém as funcdes de interpolacéo;

U*, P*,M" e Q" séo as matrizes que contém as componentes dos tensores da solugéao
fundamental relativos aos deslocamentos, forcas de superficie, momentos e esfor¢os
cortantes, respectivamente;

u™ e p™ s3o vetores que contém as componentes dos deslocamentos e forcas de
superficie, respectivamente, relativos aos pontos nodais do elemento considerado;

S$* é 0 vetor cujas componentes S0 expressas por:

x x v 4.2.3
$j = (via ~ =y ) e e

As funcbes de interpolacdo sao escritas em funcdo de uma coordenada
adimensional e, portanto, torna-se necessario transformar a diferencial de contorno

dI' para este sistema de coordenadas intrinseco como:

or = |J|on (4.2.4)
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sendo |/| o jacobiano da transformacgéo, expresso como:

/1= \/(%—?)2 + (aa_;:;)z (4.2.5)

Considerando:

(4.2.6)
Ty
(4.2.7)
Ty
Bii=q f s*ar
Y (4.2.8)
Ty
dD(x) dD(x)
T;; = f IV 00+ f Q 00 (4.2.9)
Qj Qj
a Eq. (4.2.2) pode ser escrita como:
L L L L
C(fi)“(fi)"‘zﬁijuj :ZGijpj+ZBij +ZTij (4.2.10)
j=1 j=1 j=1 j=1

Ou ainda:

L L L L
zHijuj =ZGijpj+ZBij+zTij (4.2.11)
=1 = = =

onde,
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H, =,

i i parai #j

=

Hj=H;+cC, parai=j (4.2.12)
No caso de integrais regulares (quando o ponto £ ndo pertencente a [; ), a
integracdo numérica das EQgs.(4.2.6), (4.2.7) e (4.2.8) foi resolvida através da
quadratura de Gauss.
Deste modo, para §; ¢ I}, a Eq. (4.2.4) foi utilizada para substituir a diferencial
de contorno e as integrais assim obtidas foram entdo substituidas por somatorios,

como mostrados nas seguintes expressoes.

1

jU*N6F= fU*N|l|9n=ZK:|I|ka(U*N)k
k=1

/ J (4.2.13)
1 K
[ eewor = [ Pnision = BlawPw),
& (4.2.14)
rj -1 =
1 K
f s*or = f SMon = Mewic(S") (4.2.15)
r; -1 k=1
onde

K = numero de pontos de integracao;

w,, = fator de peso referente ao ponto de integracao k.

Aplicando a Eq. (4.2.2) para todos os pontos nodais & do contorno, obtém-se
um sistema com um numero de equacdes igual a trés vezes o numero de nos, da
seguinte forma:

HU=GP+B+T (4.2.16)

onde



37

U e P séao vetores que contém os valores nodais de deslocamentos e forcas de
superficie, respectivamente, onde deve-se ter, para cada direcdo nodal, um dos dois
valores como incognita, sendo o0 outro como prescrito;

B é o vetor que contém a parcela da carga distribuida;

T é o vetor que contém as parcelas das integrais de dominio;

H e G sao matrizes que contém as integrais sobre os elementos de contorno.

Analogamente, aplicando a Eqg. (4.2.2) com (;; = §;; para todos os pontos &

situados no CG de cada célula, obtém-se um sistema com um numero de equacdes

igual a trés vezes o numero de células, da seguinte forma:

H;U;=6G;P;+B; +T; (4.2.17)

Acoplando os sistemas formados pelas Egs. (4.2.16) e (4.2.17) e aplicando as
condicbes de contorno, o sistema resultante pode entdo ser reordenado para a

seguinte forma:

Ay=f (4.2.18)

onde

A é uma matriz cheia e ndo simétrica;
y € 0 vetor que contém os valores nodais incégnitos de deslocamentos e forcas de
superficie;

f € o vetor que contém os valores prescritos.

Com a resolucdo desse sistema, obtém-se os valores dos deslocamentos e
forcas de superficie incognitos no contorno e de deslocamentos incognitos nos pontos

das células.
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4.3 Deslocamentos nos pontos internos

Para o calculo dos deslocamentos em pontos internos, a Eq. (3.8.2.1) é
discretizada ao longo do contorno, analogamente ao que foi feito para a Eq. (3.8.1.24).

Obtém-se, entdo, para cada ponto ¢; do interior da regido 2, a equacéao:

D(E)Ui Z fU}‘N(')F p®

Dy
Jj=1 1—']'

L L
1
—D—Z fP;-“ND(x)al" u(")+z qu’{Nal"
(VK -
j=1

F]' Jj=1 Fj

1 aD
* _2 j M 2 Q |u™
DO axﬁ
Q;

1 aD
+= j o 22X 50 |y
DO . axﬁ
Jj=1 Q; (431)

onde U;, P;, S;, M* e Q" sdo matrizes que contém 0s tensores cujas componentes

foram apresentadas nos itens 3.7 e 3.8.
4.4 Momentos e esforgos cortantes nos pontos internos

Sao utilizadas as Egs. (3.8.3.1) e (3.8.3.2), discretizadas ao longo do contorno,
para o célculo dos esforgcos resultantes nos pontos internos.

Para cada ponto interno &;, tem-se:

a) Momentos:
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Mizz f U;'Nor |p™

Jj=1 \r;
L L
1 : q0ap
- — P ND(x)or |u™ Z f wW;or |+ ——
DO Zl f 2 (X) u + q i + (1 _ V)/12
]= ['].

J

Fj Jj=1
1 aD
X
+—Z fM*’&aﬂ u™
DO 4 axﬁ
Jj=1 .Qj
Ncel
iz fQ*'aD(x) Q |ut
D

= (4.4.1)

b) Cortantes:

L L
1 "
Q‘:Z j Uy Nor p(")—D—Z f P ND(x)or |u™
- 04
]:1 =

rj J=1 \r;
L
+ q j w;"or
j=1
1 Ncel (’)D
X
+— fM 9D 5, | uw
D Xﬁ
Jj=1
N

cl
f Q*”aD(x) e
(4.4.2)

onde U}, U;", P}, P;", W', W;", M, M*", Q*' e Q""" s&o matrizes que contém 0s

tensores cujas componentes foram apresentadas nos itens 3.7 e 3.8.
45 Elementos de contorno

Neste trabalho, séo utilizados elementos de contorno quadraticos, podendo ser
continuos ou descontinuos. Deste modo, os deslocamentos e os esfor¢os ao longo de
cada elemento sdo aproximados por funcdes quadraticas, sendo necessario a

utilizacao de trés pontos nodais em cada elemento.
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4.5.1 Elemento quadrético continuo

E um elemento que possui trés pontos nodais, sendo um em cada uma das
duas extremidades e o terceiro situado entre os dois. Um elemento é continuo quando
0S pontos nodais sdo comuns entre os elementos adjacentes, conforme a Figura

4.5.1.1, havendo continuidade das fungdes envolvidas nesses pontos.

elemento

noduplo—p» g—e—4—a——¢ o +\ P

e
nos extremos
L : L ]
no central
—— ——
[ ] L
4 -
[ ]
=

L e N T T . T
Figura 4.5.1.1 — Elementos de contorno quadraticos continuos

As funcdes de interpolacdo, dadas em funcéo da coordenada adimensional 7,

N, —577(77 -1

N, =1 -n)(A+n)
1

N =§n(n+ 1)

(4.5.1.1)
e possuem valor unitario no ponto nodal considerado e zero nos outros dois.
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4.5.2 Elemento quadrético descontinuo e semicontinuo

Nos elementos descontinuos, 0s pontos nodais encontram-se afastados das
extremidades do elemento e, nos semicontinuos ocorre afastamento do né em apenas
uma das extremidades (Figura 4.5.2.1). Nestes elementos, portanto, ndo ha
continuidade das func¢des envolvidas entre elementos adjacentes quando o no esta
afastado da extremidade. Estes elementos permitem a modelagem de contorno onde
existem descontinuidades de forcas de superficie ou de geometria, ou seja, quando
h& descontinuidade da normal e as forcas de superficie ndo sdo conhecidas em

nenhum dos dois elementos adjacentes.

Figura 4.5.2.1 — Elementos de contorno quadraticos descontinuos e semicontinuos

Suas fungdes de interpolagéo séo:

_ Ip(lp—1+2b)
L7 2(l—a-b)({-2a)

_ InQ2(a—b)—1n)
27 (1-2a)(-2b)

+1

_ Imp(ln+1-2a)
37 2(l—a-b)(1—2b) (4.5.2.1)
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onde

[ = comprimento total do elemento;
a = afastamento do primeiro n6 do elemento a extremidade;

b = afastamento do Ultimo né do elemento a extremidade.

4.6 NO duplo

O né duplo é utilizado quando, em uma determinada direcdo do ponto de
intersecgdo de dois elementos onde existe descontinuidade da normal ou da condi¢ao
de contorno, tem-se a forca de superficie conhecida nos dois elementos adjacentes
ou, entdo, o deslocamento conhecido em um elemento e a forca de superficie
conhecida no outro. Considera-se a existéncia de dois pontos nodais com as mesmas
coordenadas, mas cada um pertencendo a um elemento diferente. Além disso, imp&e-
se gue, nesses dois nds, o deslocamento € 0 mesmo, para haver continuidade de

deslocamentos no ponto de intersecao.

47 Células internas

Neste trabalho, sdo utilizadas células internas triangulares constantes, com
geometria linear. Neste caso, as funcdes de interpolacdo sdo consideradas unitarias
e sdo usadas aqui para interpolacédo dos deslocamentos nas células internas.

Para interpolacdo da geometria, as coordenadas em um ponto qualquer no
interior da célula podem ser escritas em funcdo das coordenadas dos vértices,
utilizando-se um sistema de coordenadas triangulares intrinseco ({;,{,), como

mostrado na Figura 4.7.1.
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(0;0)

Figura 4.7.1 — Célula triangular e sistema intrinseco de coordenadas

Tem-se também:

G3=1-0—4¢ (4.7.2)

As coordenadas intrinsecas {, podem ser escritas em funcéo das coordenadas

cartesianas x; e x,, na forma:

1
Ca = (ZA%' + bexy + aaxz) (4_7_2)

" 24

onde a representa o ponto ao qual a funcéo se refere, A é a area da célula e tem-se

também:
ag =x! —x¥ (4.7.3)
by = x5 — x! (4.7.4)

248 = xPx} —x'xP (4.7.5)
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1
A= 2 (bia; — byay) (4.7.6)
sendoa =123 paraf =2,3,1ey=31,2.
O jacobiano de transformacgéo é dado por:
|J| = 24 (4.7.7)
As singularidades sdo do mesmo tipo das que ocorrem nas referéncias Karam

(1992) e Oliveira (2015) e foram usados 0os mesmos procedimentos para as integrais
singulares, inclusive o Processo de Kutt (1975) para integrais em partes finitas.
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CAPITULO 5

APLICACOES

5.1 Introducéao

Neste capitulo, sdo apresentados exemplos numeéricos utilizando o Método dos
Elementos de Contorno aplicado a teoria de flexdo de placas de Reissner,
considerando placas com espessura variavel, objetivando mostrar a validade da

formulag&o desenvolvida.
Os resultados obtidos sdo comparados com resultados analiticos e de outros

métodos numéricos para analise e validacao.

5.2 Exemplo 1: Placa quadrada

Analisa-se uma placa quadrada, com dois lados opostos apoiados e 0s outros
dois livres, conforme a Figura 5.2.1, submetida a um carregamento uniformemente
distribuido g = 1. Considera-se a placa com lado a = 1, coeficiente de Poisson v = 0,3
e médulo de elasticidade E = 10920. A rigidez da placa varia linearmente de D(h=0,10)
até D(h=0,05), como mostrado na Figura 5.2.1.

O mesmo problema foi analisado por Chaves (1997), que considerou o MEC
com a teoria de Kirchhoff e empregou elementos de contorno quadraticos e células

triangulares lineares.

HEEEEENEEEL
A 2

B

a2

a2

|
LTIl

al2 | aR

D{t=0,10
r—o
M|

Variacio da rigidez

(500

Figura 5.2.1 — Placa quadrada apoiada em dois lados opostos e livre nos outros dois
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No presente trabalho, considerou-se a discretizacdo da placa em 32 elementos
de contorno quadraticos e 256 células triangulares constantes, conforme mostrado na
Figura 5.2.2.

a}{z

“Xq
Figura 5.2.2 — Placa quadrada: discretizacao do contorno e do dominio

Para a comparacdo com o Método dos Elementos Finitos foi utilizado o
programa comercial ABAQUS® Versédo 6.14 (SIMULIA, 2014). O elemento finito
utilizado para a discretizacédo da placa foi o C3D8R, que é um elemento tridimensional
de 8 nds, com a formulacéo de integracéo reduzida.

Na Tabela 5.2.1, estdo apresentados os resultados correspondentes ao ponto
situado no centro da placa, obtidos a partir da formulacéo desenvolvida no presente
trabalho considerando essa discretizagcdo, assim como os resultados obtidos por
Chaves (1997) e os obtidos pelo MEF-.

Tabela 5.2.1 — Resultados para deslocamentos e momentos fletores no ponto A
(centro da placa)

Deslocamento Momento Momento
(us) (Mx) (My)
Chaves (1997)
32 elementos de 0,0254 0,1240 0,0251
contorno
MEC
32 elementos de 0,0222 0,1493 0,0255
contorno
256 células
MEF
172 900 elementos 0,0262 0,1121 0,0221
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Os valores encontrados para o deslocamento us e momentos Mx e My no
presente trabalho para o ponto A situado no centro da placa estdo proximos dos
resultados obtidos por Chaves (1997).

A mesma placa foi analisada variando apenas as condi¢cbes de contorno,
considerando simplesmente apoiada nos quatro lados e engastada nos quatro lados.
Esta analise foi processada pelo MEC, considerando 32 elementos de contorno e 256
células internas e pelo MEF, utilizando o elemento C3D8R no programa comercial
ABAQUS® Versao 6.14 (SIMULIA, 2014). Os resultados obtidos sdo apresentados na
Tabela 5.2.2.

Tabela 5.2.2 — Resultados obtidos pelo MEC e MEF para deslocamento e momentos
fletores no ponto A (centro da placa)

Condicdo de | Método Discretizacéo Deslocamento | Momento | Momento
contorno utilizado (us) (Mx) (My)
32 elementos
Simplesmente MEC de cor]torno 0,0074 0,0553 0,0489
. 256 células
Apoiada 172 900
MEF 0,0087 0,0442 0,0482
elementos
32 elementos
MEC de contorno 0,0025 0,0231 0,0234
Engastada 256 células
MEF 172900 0,0028 0,0200 | 0,0226
elementos

Verifica-se que os valores obtidos
obtidos utilizando o MEF-.

5.3

pelo MEC estdo proximos dos resultados

apoiados e os outros simplesmente apoiados ou engastados

Exemplo 2: Placa quadrada com um par de lados opostos simplesmente

Analisa-se uma placa de lados 2a e b, com um par de lados opostos

simplesmente apoiados e os outros dois simplesmente apoiados ou engastados, com
carga uniformemente distribuida q, conforme Figura 5.3.1. Considera-se que a placa
tem a relacéo 2a / b = 1, coeficiente de Poisson v = 0,25 e médulo de elasticidade E.
Admitem-se duas variagdes de espessura, sendo a primeira variando de 0,9ho a 1,1ho,

e a segunda variando de 0,8ho a 1,2ho, sendo ho a espessura no centro da placa.
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Considera-se a rigidez da placa variando segundo a relacdo D = Dye”, sendo

c e Do constantes arbitrarias.

a a ?.Ql'r .8hg
ha

smplesmente

7ﬁpdados
¥
Figura 5.3.1 — Placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois
apoiados ou engastados

1.1ho 1.2ho

A placa foi discretizada em 32 elementos de contorno quadraticos e 256 células

triangulares constantes, conforme mostra a Figura 5.3.2.

X4

X2
Figura 5.3.2 — Placa quadrada: discretizacdo do contorno e do dominio

Nas Figura 5.3.3 a Figura 5.3.5, Figura 5.3.6 a Figura 5.3.8, Figura 5.3.9 a
Figura 5.3.11 e Figura 5.3.12 a Figura 5.3.14, estdo indicados os resultados obtidos
pelo MEC no presente trabalho, assim como os resultados analiticos com a teoria de
Kirchhoff obtidos por Petrina e Conway (1972), para 0S seguintes casos,
respectivamente: (a) simplesmente apoiada com a primeira variacdo de espessura,
(b) dois lados opostos apoiados e o0s outros dois engastados com a primeira variagao
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de espessura; (c) simplesmente apoiada com a segunda variagdo de espessura; (d)
dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados com a segunda variacdo de
espessura. Os deslocamentos estdo apresentados em funcdo dos fatores

adimensionais u;Eh3/qb* e os momentos, em fungédo de M;,/qb? e M,,/qb?.

0,050

0,040

0,030
jm

0,020

0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.3 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b para
placa quadrada simplesmente apoiada, caso (a)

0,050
0,040
. 0,030
0,020

0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.4 — Variacdo do momento M11 ao longo da direcao y/b para placa
guadrada simplesmente apoiada, caso (a)
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0,050
0,040
0,030
E(’\l
0,020
0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.5 — Variacdo do momento M2z ao longo da direcao y/b para placa
guadrada simplesmente apoiada, caso (a)

0,025

0,020

0,015
30’)

0,010

0,005

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.6 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b para
placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso

(b)

0,030
0,020

0,010

= 0,000

0,000 @125 0250 0,375 0,500 0,625 0,750 O, 1,000
-0,010
-0,020

-0,030

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.7 — Variagdo do momento M11 ao longo da dire¢cao y/b para placa
guadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b)
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0,040
0,020

0,000
028,000 0, 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 875 1,000

MZZ

-0,040
-0,060
-0,080
-0,100

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.8 — Variagdo do momento M2z ao longo da diregéo y/b para placa
guadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b)

0,060
0,050
0,040
=" 0,030
0,020
0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.9 — Variacdo do deslocamento transversal us ao longo da direcdo y/b para
placa quadrada simplesmente apoiada, caso (c)

0,050

0,040

., 0,030
>

0,020

0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.10 — Variagcdo do momento M11 ao longo da dire¢ao y/b para placa
guadrada simplesmente apoiada, caso (c)
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0,050
0,040
., 0,030
0,020
0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000
y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.11 — Variacdo do momento M2z ao longo da direcéo y/b para placa
guadrada simplesmente apoiada, caso (c)

0,030
0,020
0,010

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.12 — Variacdo do deslocamento transversal us ao longo da direcao y/b
para placa quadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados,
caso (d)

0,030
0,020

0,010

< 0,000
0,000 A125 0,250 0,375 0500 0,625 0,750 0,8%5 1,000
0,010
0,020

-0,030

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.3.13 — Variacdo do momento M1 ao longo da dire¢éo y/b para placa
guadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d)
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0,040
0,020
0,000

0,000 025 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750\Q,875 1,000
-0,020

MZZ

-0,040
-0,060
-0,080

-0,100
y/b

Petrina e Conway (1972) MEC

Figura 5.3.14 — Variacdo do momento M2z ao longo da direcao y/b para placa
guadrada com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d)

Os resultados adimensionais obtidos no presente trabalho para o deslocamento
transversal us e para os momentos Mi1 e M2z estdo bastante satisfatorios quando

comparados com os encontrados por Petrina e Conway (1972).

5.4 Exemplo 3: Placaretangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros

dois apoiados ou engastados

Analisa-se uma placa de lados 2a e b, com um par de lados opostos
simplesmente apoiados e 0s outros dois simplesmente apoiados ou engastados, com
carga uniformemente distribuida, q, conforme Figura 5.4.1.

Admite-se que a placa tem a relacdo 2a / b = 1,5, coeficiente de Poisson v =
0,25 e modulo de elasticidade dado por E. Foram consideradas placas com duas
variacOes de espessura: a primeira variando de 0,9ho a 1,1ho, e a segunda variando
de 0,8ho a 1,2ho, sendo ho a espessura no centro da placa.

Considera-se a rigidez da placa variando segundo a relacdo D = Dy,e<”, sendo

c e Do constantes arbitrarias.
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a a m.‘ m.‘

L

simplesmente

/

1.1 1.2ho

Yy
Figura 5.4.1 — Placa retangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros dois
apoiados ou engastados

A placa foi discretizada em 40 elementos de contorno quadraticos e 384 células

triangulares constantes, conforme mostra a Figura 5.4.2.

X5

Figura 5.4.2 — Placa retangular: discretizacdo do contorno e do dominio

Nas Figura 5.4.3 a Figura 5.4.5, Figura 5.4.6 a Figura 5.4.8, Figura 5.4.9 a
Figura 5.4.11 e Figura 5.4.12 a Figura 5.4.14, estdo indicados os resultados obtidos
pelo MEC no presente trabalho, assim como os resultados analiticos com a teoria de
Kirchhoff obtidos por Petrina e Conway (1972), para os casos: (a) simplesmente
apoiada com a primeira variagdo de espessura; (b) dois lados opostos apoiados e 0s
outros dois engastados com a primeira variacdo de espessura; (c) simplesmente
apoiada com a segunda variacéo de espessura; (d) dois lados opostos apoiados e 0s

outros dois engastados com a segunda variagdo de espessura, respectivamente. Os
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deslocamentos estdo apresentados em funcéo dos fatores adimensionais usEh3 /qb*

e 0s momentos, em fungdo de M,,/qb? e M,,/qb?.

0,100

0,080

0,060
=4

0,040

0,020

0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —@—MEC

Figura 5.4.3 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b para
placa retangular simplesmente apoiada, caso (a)

0,050
0,040
0,030
Ev—i
0,020
0,010
0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.4.4 — Variacdo do momento M1 ao longo da diregéo y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (a)
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0,080
0,070
0,060
0,050
<'0,040
0,030
0,020
0,010
0,000
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.4.5 — Variagdo do momento M2z ao longo da diregéo y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (a)
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—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.4.6 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcdo y/b para
placa retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso

(b)
0,020
0,010
0,000
23 0,000 O, 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 75 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.4.7 — Variacdo do momento Mi1 ao longo da diregéo y/b para placa
retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b)
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0,000 0,1 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750\Q,875 1,000

y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.4.8 — Variacdo do momento M2z ao longo da direcao y/b para placa
retangular com dois lados opostos apoiados e o0s outros dois engastados, caso (b)
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Figura 5.4.9 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcdo y/b para
placa retangular simplesmente apoiada, caso (c)
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Figura 5.4.10 — Variacdo do momento M11 ao longo da dire¢ao y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (c)
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Figura 5.4.11 — Variacdo do momento M2z ao longo da direcao y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (c)
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Figura 5.4.12 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b
para placa retangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros dois engastados,
caso (d)
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—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.4.13 — Variacdo do momento M1 ao longo da dire¢éo y/b para placa

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d)
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-0,060
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MZZ

y/b

Petrina e Conway (1972) MEC

Figura 5.4.14 — Variacdo do momento M22 ao longo da dire¢&o y/b para placa
retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d)

Os resultados adimensionais obtidos no presente trabalho para o deslocamento
transversal us e para 0s momentos Mi1 e M2z estdo satisfatérios em comparagédo com

0s encontrados por Petrina e Conway (1972).

5.5 Exemplo 4: Placaretangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros
dois apoiados ou engastados

Analisa-se uma placa de lados com dimensfes 2a e b, com um par de lados
opostos simplesmente apoiados e 0s outros simplesmente apoiados ou engastados,
com carga uniformemente distribuida, g, conforme Figura 5.5.1. Considera-se que a
placatem arelacédo 2a/b =2, coeficiente de Poisson v = 0,25 e modulo de elasticidade
dado por E. Admitiram-se duas variacdes de espessura: a primeira variando de 0,9ho
a 1,1ho, e a segunda variando de 0,8ho a 1,2ho, sendo ho a espessura no centro da
placa.

Considera-se a rigidez da placa variando segundo a relagdo D = Dy,e“”, sendo

c e Do constantes arbitrarias.
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simplesmente

-

1.1ho 1.2ho

ry
Figura 5.5.1 — Placa retangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros dois
apoiados ou engastados

A placa foi discretizada em 48 elementos de contorno quadraticos e 512 células

triangulares constantes, conforme mostra a Figura 5.5.2.

X1

X5
Figura 5.5.2 — Placa retangular: discretizacdo do contorno e do dominio

Nas Figura 5.5.3 a Figura 5.5.5, Figura 5.5.6 a Figura 5.5.8, Figura 5.5.9 a
Figura 5.5.11 e Figura 5.5.12 a Figura 5.5.14, estdo mostrados os resultados obtidos
pelo MEC no presente trabalho, assim como os resultados analiticos com a teoria de
Kirchhoff obtidos por Petrina e Conway (1972), para os casos: (a) simplesmente
apoiada com a primeira variacdo de espessura; (b) dois lados opostos apoiados e 0s
outros dois engastados com a primeira variagdo de espessura; (c) simplesmente
apoiada com a segunda variagcéo de espessura; (d) dois lados opostos apoiados e 0s

outros dois engastados com a segunda variacdo de espessura, respectivamente. Os
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deslocamentos estdo descritos em funcdo dos fatores adimensionais u;Eh3/qb* e os

momentos, em fungdo de M,,/qb? e M,,/qb?.
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0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —@—MEC

Figura 5.5.3 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b para
placa retangular simplesmente apoiada, caso (a)
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y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.4 — Variacdo do momento Mi1 ao longo da diregéo y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (a)
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0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.5 — Variacdo do momento M2z ao longo da dire¢cao y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (a)
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—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.6 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b para
placa retangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros dois engastados, caso

(b)
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< 0000 0 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 '$,875 1,000

y/b

—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.7 — Variacdo do momento Mi1 ao longo da diregéo y/b para placa
retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b)
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—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.8 — Variagdo do momento M2z ao longo da diregéo y/b para placa
retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (b)
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Figura 5.5.9 — Variacdo do deslocamento transversal us ao longo da direcdo y/b para
placa retangular simplesmente apoiada, caso (c)
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Figura 5.5.10 — Variacdo do momento M1 ao longo da dire¢&o y/b para placa
retangular simplesmente apoiada, caso (c)
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Figura 5.5.11 — Variacdo do momento M22 ao longo da dire¢&o y/b para placa

retangular simplesmente apoiada, caso (c)
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Figura 5.5.12 — Variacao do deslocamento transversal us ao longo da direcéo y/b
para placa retangular com dois lados opostos apoiados e 0s outros dois engastados,
caso (d)

s 0,000 O 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 875 1,000

y/b

—&—Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.13 — Variacdo do momento M11 ao longo da dire¢ao y/b para placa

retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d)
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0,120

5/ 0,250 0,375 0,500 0,625 0,75 875 1,000
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—&— Petrina e Conway (1972) —#—MEC

Figura 5.5.14 — Variacdo do momento M22 ao longo da dire¢&o y/b para placa
retangular com dois lados opostos apoiados e os outros dois engastados, caso (d)

Os resultados adimensionais obtidos no presente trabalho para o deslocamento
transversal us e para 0s momentos Mi1 e M2z estdo satisfatérios quando comparados

com os encontrados por Petrina e Conway (1972).
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

6.1 Considerac0Oes finais

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulacdo com o Método dos Elementos
de Contorno para analise de flexdo de placas com espessura variavel considerando a
teoria de Reissner. Adotou-se a mesma solugdo fundamental empregada em
trabalhos anteriores para andlise de placas de Reissner com espessura constante
pelo MEC.

Foram obtidas as equacdes integrais para utilizacdo na resolucao do problema
pelo MEC, considerando a variacdo da rigidez da placa e, consequentemente, a
variacdo da espessura. Neste caso, além das integrais de contorno, essas equacdes
incluem integrais de dominio.

Para a implementacdo do MEC, foram utilizados elementos de contorno
quadraticos e células internas triangulares constantes. Para resolver os problemas de
descontinuidade da normal ou das condi¢cdes de contorno, foram considerados nés
duplos e elementos descontinuos e semicontinuos.

A formulacéo desenvolvida foi implementada em linguagem FORTRAN e, a fim
de se fazer a sua validagéo, foram desenvolvidos alguns exemplos numéricos.

Os resultados obtidos neste trabalho com a teoria de Reissner foram
comparados com os resultados obtidos da literatura, tanto pelo método dos elementos
de contorno utilizando a teoria de Kirchhoff como por resultados analiticos, também
com a teoria de Kirchhoff. Além disso, também foi feita uma comparacdo com
resultados obtidos com o0 método dos elementos finitos.

Pode-se verificar que os resultados do presente trabalho para o deslocamento
transversal e para 0s momentos apresentaram-se proximos dos resultados
apresentados nas referéncias e dos resultados obtidos pelo MEF, mostrando a

validade da formulacao apresentada e da implementacao desenvolvida.
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6.2 Trabalhos futuros

Para trabalhos futuros, a formulacdo desenvolvida neste trabalho pode ser
estendida a outras andlises. Como sugestdes, pode-se considerar a utilizacdo de
células lineares, de outros tipos de carregamento transversal, além do uniformemente
distribuido, de interacéo solo-estrutura e de outros tipos de variagfes de espessura e

rigidez.



68
REFERENCIAS

Abramowitz, M., Stegun, I.A. (1965) Handbook of mathematical functions. 1. ed. Nova
York: Dover Publications, 1046p.

Bézine, G. (1978) Boundary integral formulation for plate flexure with arbitrary
boundary conditions. Mechanics Research Communications. 5:197-206.

Chaves, E.W.V. (1997) Analise de placas com variacdo de espessura através do
método dos elementos de contorno. Tese (Mestrado em engenharia de estruturas) —
Séo Carlos — SP, Escola de Engenharia de Sao Carlos — Universidade de Sao Paulo
— USP, 193p.

Chaves, E.W.V., Venturini, W.S. (1998) Boundary element formulation for flexural
analysis of plates with variable thickness. Computational Mechanics. 23:405-418.

Chaves, E.W.V., Fernandes, G.R., Venturini, W.S. (1999) Plate bending boundary
element formulation considering variable thickness. Engineering Analysis with
Boundary Elements. 23:405-418.

Karam, V.J. (1986) Aplicacdo do método dos elementos de contorno a teoria de
Reissner para flexdo de placas. Tese (Mestrado em ciéncias) — Rio de Janeiro — RJ,
Universidade Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, 158p

Karam, V.J., Telles, J.C.F. (1988) On boundary elements for Reissner’s plate theory.
Engineering Analysis. 5:21-27.

Karam, V.J. (1992) Analise de Flexdo de Placas pelo MEC Incluindo Nao-Linearidade
Fisica. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) — Rio de Janeiro — RJ, Universidade
Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, 158p.

Katsikadelis, J.T. (2014) The boundary element method for plate analysis. 1. ed.
Atenas: Elsevier Inc., 344 p.

Katsikadelis, J.T., Sapountzakis, E.J. (1991) A BEM solution to dynamic analysis of
plates with variable thickness. Computational Mechanics. 7:369-379.

Katsikadelis, J.T., Yotis, A.J. (1993) A new boundary element solution of thick plates
modelled by Reissner’s theory. Engineering Analysis with Boundary Elements. 12: 65-
74.

Kutt, H.R. (1975) Quadrature Formulae for Finite Part Integrals. Report Wisk 178. The
National Research Institute for Mathematical Sciences, Pretoria.

Long, S.Y., Brebbia, C.A., Telles, J.C.F. (1988) Boundary element bending analysis of
moderately thick plates. Engineering Analysis. 5:64-74.

MARTINELLI, D.A.O. et al. (1986) Placas Elasticas: equacdes gerais e placas
triangulares. Conceituacéo tedrica, método das diferencas finitas e elementos finitos.



69

Sédo Carlos: Eesc. Universidade de Sao Paulo. Departamento de Estruturas, 114p.
Publicacdo 026/086.

Mindlin, R.D. (1951) Influence of rotatory Inertia and shear on flexural motion of
isotropic, elatic plates. J. Appl. Mech.13:31-38

Oliveira, S.R.C. (2015) Analise de Placas pelo Método dos Elementos de Contorno
considerando a Nao-Linearidade Fisica. Tese (Doutorado em Engenharia Civil) — Rio
de Janeiro — RJ, Universidade Estadual do Norte Fluminense — UENF, 152p.

Petrina, P., Conway, H.D. (1972) Deflection and moment data for rectangular plates of
variable thickness. Journal of Applied Mechanics. 39:814-815.

Reissner E. (1944) On the Theory of Bending of Elastic Plates. Journal of Mathematics
and Physics. 23:184-191.

Reissner, E. (1945) The effect of transverse shear deformation on the bending of
elastic plates. Journal of Applied Mechanics. 12:69-77.

Reissner E. (1947) On Bending of Elastic Plates. Quarterly of Applied Mathematics.
5:55-68.

Ribeiro, G.O. (1992) Sobre a Formulagédo do Método dos Elementos de Contorno para
Flexdo de Placas Usando as Hipoteses de Reissner. Tese (Doutorado em Engenharia
de Estruturas) — Sdo Carlos — SP, Escola de Engenharia de Séao Carlos, Universidade
de S&o Paulo — USP, 267p.

Simulia (2014) Abaqus. Documentation, versao 6.14.

Stern, M. (1979) A general boundary integral formulation for the numerical solution of
plate bending problems. Int. J. Solids Structures. 15:769-782.

Szilard, R. (2004) Theories and Applications of Plate Analysis: Classical, Numerical
and Engineering Methods. John Wiley & Sons, Inc.

Timoshenko, S.P., Woinowsky-Krieger, S. (1959) Theory of Plates and Shells,
McGraw-Hill, New York.

Ugural, A.C. (1981) Stresses in plates and shells. 1. ed. USA: McGraw-Hill Book
Company, Inc., 317p.

Weeén, F.V. (1982a) Application of the boundary integral equation method to
Reissner’s plate model. International Journal for Numerical Methods in Engineering.
18:1-10.

Weeén, F.V. (1982b) Application of the Direct Boundary Element Method to Reissner’s
Plate Model. Boundary Elements in Engineering. 487-499.



70

APENDICE A
FUNCOES DE BESSEL MODIFICADAS Ko E K1

As funcdoes de Bessel modificadas de ordem inteira Ko e K; podem ser
calculadas por expansdes polinomiais, dadas por Abramowitz e Stegun (1965), sendo

Z um argumento real, conforme se segue.

1. Para0O<z<2:

7\ 2

Ky(z) = —In (%) I,(2) — 0,57721566 + 0,42278420 (2)

6

+0,23069756 @4 +0,3488590 (g)

+0,00262698 (%)8 +0,00010750 (%)10 (A.1)

12

+0,00000740 (g)

K, (z) = ;[z In (g) L(2) + 1+ 0,15443144 (%)2

4

—0,67278579 (;) —0,18156897 (;)6

(A.2)
7.8 710
—0,01919402 (E) +0,00110404 (E)
2312
— 0,00004686 (E) ]
onde
Io(z) =1+ 3,5156229 t? + 3,0899424 t* + 1,2067492 t°©
+ 02659732 t3 + 0,0360768 t1° + 0,0045813 ¢12 (A.3)
I,(2) = z[0,5 + 0,87890594 t2 + 0,51498869 t* + 0,15084934 t6 A
+0,02658733 t8 + 0,00301532 t10 + 0,00032411 £12] '
sendo
Z
t=— (A.5)
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2. Paraz>2:

1 2
Ky(z) =— [1,25331414 —0,07832358 (;)

Vzez
2\2 2\3
+0,02189568 (E) — 0,01062446 (;)
v iy (A.6)
+0,00587872 (E) — 0,00251540 (;)
2 6
+0,00053208 (E) l
1 2
K1(2) = J=—1,25331414 - 0,23498619 (E)
2\2 2\3
— 0,03655620 (E) +0,01504268 (E)
v . (A7)
— 0,00780353 (;) +0,00325614 (;)
2 6
— 0,00068245 (E) l

As derivadas das funcdes Ko e Ki em relagdo ao argumento z podem ser

obtidas pelas férmulas de recorréncia dadas por Abramowitz e Stegun (1965), sendo:

. . 2v .
e W—Dmi K, .(2) — e Dmi K,.1(2) = 7evm K,(2) (A.8)
, . 1% ,
e K (2) = e VK (2) — Ee”’” K,(z) (A.9)
eV K, _1(2) + eV K, (2) = 2 e Ky (2) (A.10)
vl ! —_ ,w+mi v Ui
e K,(z) =e K,.1(2) + ~e K,(z) (A.11)

Com a utilizac&o da férmula de Euler dada por e*® = cos6 + i sin 8, obtém-se,

das equacobes acima:

de (A.11), com v =0: K} (2) = —K,(2) (A.12)

Ko(2) = K»(2) = =2 Ky (2) (A.13)

de (A.8) e (A.10), com v =1: {
Ky(z) + K,(z) = -2 K{(2) (A.14)
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Tirando o valor K,(z) na equacéao (A.13) e substituindo em (A.14), tem-se:

Ki(2) = ~Ko(@) - Ko@) (a15)

Para fins deste texto, sdo definidas:

2 1
A = Ko@) + [k~

} ) (A.16)
B() = Ko@)+ [Ku(2) — -

As derivadas dessas expressdes em relagdo ao argumento z sdo obtidas a
seqguir.

Considerando (A.12) e (A.15) e derivando (A.16), tem-se:

2 17 2 K(z) 1
4G =K@ - K@ - 2| - [Ko(z) 22
(A.17)
1 171 1 K(z) 1
B() =K - [k - 2| -2 [Ko(z) L2
Reagrupando (A.17), obtém-se:
2 2 2
AG) = K@) = = [Ko() + Ky () = |
i , , (A.18)
B'() = K@) - - [k + S K@) -
Substituindo a primeira das equacdes (A.16) em (A.18), tem-se:
1
A'(z) = —-[zK(2) + 2 A(2)]
z (A.19)

B2 =~ [ Ky(2) + AQ)]



