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"Costumava sentir-me culpado

por passar dias inteiros ocupado com jogos,
quando era suposto fazer Matematica.

Mas depois, quando descobri os nimeros surreais,

compreendi que jogar jogos E Matematica."

Vi

John Horton Conway



RESUMO

Os conteudos mateméaticos apresentados de maneira tradicional, ja ndo se mostram
motivadores ou atrativos para os nossos alunos, ha, portanto, a necessidade de abordar
a matematica de formas alternativas. Nesse sentido, procuramos realizar uma cuidadosa
analise matematica acerca dos jogos Torre de Hand6i e Nim, além de pesquisas metodo-
l6gicas e historicas, que pudessem subsidiar o presente trabalho, o qual visa apresentar
propostas de uso didatico destes dois jogos, de modo que possam ser inseridos no con-
texto de trabalho em sala de aula, especialmente, em turmas do 6° e 7° Anos do Ensino

Fundamental.

Palavras-chave: Matematica, Jogos, Torre de Hanoi, Nim e Ensino-aprendizagem.
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ABSTRACT

Mathematical contents, presented in a traditional methodology, are not motivating or
attracting students any more, wherefore, the necessity of teaching mathematics in an al-
ternative way. In this sense, this work was constructed based on a careful mathematical
analysis upon the games "Hanoi Tower"and "Nim", in addition to methodological and histo-
rical researches, which could found this paper that aims to show proposals of didactic use
of these both games, in order to insert them in the context of classrooms, specially, in 6

and 7" year of Fundamental Education System.

Keywords: Mathematics, Games, Hanoi Tower, Nim and teaching and learning.
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Capitulo 1

Introducao

Os jogos sdo tao antigos como a humanidade. O ato de jogar desde sempre
acompanhou a civilizagdo. Em todas as civilizagbes encontramos uma pratica
ludica. Os jogos constituem uma das facetas incontornaveis da cultura humana.
(...) As razées profundas que levam a que todas as civilizagbes desenvolvam
Jjogos sdo ainda desconhecidas, mas é consensual o seu interesse cultural e

educacional. (Neto e Silva (2004)).

O jogo sempre esteve inserido na sociedade, sempre fez parte da cultura humana
e, contrariamente ao que poderiamos pensar, nao € recente 0 seu uso para fins educacio-
nais. Desde a Grécia Antiga, talvez mesmo antes, o jogo ja era utilizado como ferramenta
para o ensino, sabe-se, por exemplo, que Aristoteles sugeria seu uso como meio de imitar
atividades adultas, no intuito de preparar para a vida futura. Mas, € na atualidade que o
jogo vem, cada vez mais, ganhando espag¢o como um importante recurso didatico, capaz

de oferecer novas possibilidades ao trabalho docente, facilitando-o e modificando-o.
Mas o que o Jogo tem a oferecer de tao valioso?

Antes de tentar responder a essa pergunta, devemos nos lembrar de que as mu-
dancas em nossa sociedade estdo ocorrendo cada vez mais depressa e, naturalmente, as
metodologias de ensino-aprendizagem deveriam acompanhar tais mudancgas. Mas nao é

o que de fato ocorre.



Durante muito tempo o ato de ensinar resumiu-se a transmissédo de contetdos,
no qual o aluno tornava-se agente passivo da aprendizagem e o professor era

tido como o tnico detentor do saber.(Lima et al. (2013))

Ainda hoje, esta muito presente em nossas escolas o chamado "ensino tradicional”,
que tem o quadro como recurso totalmente preponderante, com alunos numa posigao de
passividade frente ao conhecimento, com pouca ou nenhuma atividade que vise a expe-
rimentacdo. Porém, os alunos estado, cada vez mais, respondendo a esse tradicionalismo
com desinteresse, baixa motivacao, falta de vontade de aprender, indisciplina, entre ou-
tros. Em especial, a Matematica parece causar nesses alunos uma espécie de "fobia
educacional", pois, muitos deles consideram-na como algo complexo, dificil, por vezes in-

compreensivel e, até mesmo, sem utilidade prética.

O desinteresse dos alunos na sala de aula e as dificuldades que por vezes
enfrentam em relagdo a Matematica, sdo razées mais que suficientes para que
0s professores procurem novas estratégias de ensino para os ajudar a superar 0s

seus receios e os seus obstaculos. (Mota (2009)).

Para retirar este "rétulo"que foi posto sobre a Matematica, consideramos que uma
das estratégias mais promissoras envolve a ludicidade, a brincadeira, o prazer, todos estes
materializaveis através dos Jogos. O uso dos Jogos em sala de aula permite que o aluno
passe a enxergar a Mateméatica de uma maneira mais simples e divertida e ndo mais como

o "vilao"de sua vida escolar.

Outro motivo para a introdugdo de jogos nas aulas de matematica é a possi-
bilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos de nossos alunos que

temem a matematica e sentem-se incapacitados para aprendé-la. (Borin (1996)).

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil (1998)) - Matematica

de 1998:



Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem
que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade
na elaboragdo de estratégias de resolugcdo e busca de solugbes. Propiciam a
simulagdo de situagdes problema que exigem solugbes vivas e imediatas, o que
estimula o planejamento das agbes; possibilitam a constru¢do de uma atitude
positiva perante os erros, uma vez que as situagbes sucedem-se rapidamente e
podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da acdo, sem deixar marcas

negativas.

Gerar interesse e vontade de aprender em nossos alunos é sem duvida, um dos
grandes desafios do trabalho docente. Os conteudos, quando transmitidos da maneira
tradicional, j& ndo constituem uma fonte de interesse para a maioria de nossas criangas
e jovens, é preciso de alguma forma instigar a curiosidade, despertar 0 seu desejo de

aprender, usar novas ferramentas e praticas mais atraentes e motivadoras.

Nesse sentido, 0s jogos vém despontando como uma das alternativas mais promis-
soras para o enriquecimento da pratica docente, pois, sdo capazes de provocar o aluno,
despertar seu interesse de uma forma prazerosa, quase descompromissada, levando-os a

ter vontade de aprender.

A potencialidade do jogo em despertar o interesse do aluno o transforma em ferra-
menta importantissima da pratica docente, a qual permite uma série de novas abordagens,
muito mais interessantes e atrativas, de diversos conteudos. Mas ndo € apenas o carater

motivacional que nos guia em dire¢ao a utilizagdo dos jogos como ferramenta didatica.

A participacdo em jogos de grupo também representa uma conquista cognitiva,
emocional, moral e social para o estudante e um estimulo para o desenvolvimento

de sua competéncia matematica.(Brasil (1998)).

O jogo praticado em grupo se constitui num elemento facilitador do desenvolvimento
da competéncia matematica e das relagbes interpessoais, sendo fator de socializacao,
pois, estabelece a necessidade de aceitagdo e cumprimento de regras. Sendo assim, 0
jogo € capaz de "abrir uma porta"para uma maior aproximacao professor-aluno e aluno-

aluno, ajudando a desenvolver a confianga, a cooperacao e o respeito entre as partes.



Os jogos podem contribuir para um trabalho de formagéo de atitudes - enfrentar
desafios, langar-se a busca de solugdes, desenvolvimento da critica, da intuigao,
da criacdo de estratégias e da possibilidade de altera-las quando o resultado

ndo é satisfatdrio - necessarias para aprendizagem da Matematica. (Brasil (1998))

O jogo estimula a formagéo de atitudes importantes para aprendizagem matematica
e leva o aluno a desenvolver seus proprios procedimentos para solucionar problemas. Os
Jogos sdao uma importante ferramenta na tarefa de facilitar a constru¢cao de conhecimentos,
pois, ajudam a estimular e desenvolver em nossos alunos a capacidade de pensar de uma
maneira independente. Além disso, o Jogo estimula a criatividade, promove a comunica-
¢ao entre os envolvidos favorecendo o desenvolvimento da linguagem e da cooperacao,
ajuda a desenvolver o raciocinio l6gico dedutivo e a capacidade de resolucédo de proble-

mas e é um grande fator de aumento da motiva¢ao dos alunos.

Nos jogos de estratégia (busca de procedimentos para ganhar) parte-se da
realizacdo de exemplos praticos (e ndo da repeticio de modelos de proce-
dimentos criados por outros) que levam ao desenvolvimento de habilidades
especificas para a resolugdo de problemas e os modos tipicos do pensamento

matematico.(Brasil (1998))

Os Jogos também podem auxiliar no desenvolvimento da concentragao e da aten-
cao, bem como promover uma melhora da autoconfianca e da autoestima dos alunos.
Naturalmente, ndo se pode pensar que todo e qualquer conteudo deva ser ensinado com
0 uso de jogos, mas, certamente, € uma alternativa que pode contribuir fortemente para

uma pratica docente mais dindmica e atrativa para nossos alunos.

Embora a aplicagcdo dos jogos de natureza matematica, ndo seja de modo algum
a unica forma de ensinar e consequentemente de aprender matematica, podem
dar um contributo importante para um melhor ensino e aprendizagem.(Quintas

(2009)).

Com base no exposto acima, consideramos que ao trabalharmos com o uso de jo-

gos em sala de aula, devemos estar interessados, ndo sé em introduzir ou reforgar um



conteudo especifico, mas em desenvolver no aluno aspectos relacionados a sua motiva-
¢ao, a sua criatividade, a sua socializacdo, a sua atitude diante de situagdes problema e
a sua atitude diante da matematica como um todo, ou seja, desejamos que o aluno queira

aprender, ndo por ser uma imposi¢cao, mas porque isto lhe da prazer.

Sao varias as razdes que tornam os jogos uma ferramenta didatica importantissima,
assim como, s&o varias as razdes que nos levam a acreditar que eles estdo intimamente
ligados a matematica e, por essas razdes, € que optamos por escolher este tema para a

realizacao deste trabalho.

A importancia dada aos jogos atualmente, seja como recurso pedagdgico, seja
como pura diversao, vem crescendo de forma exponencial. Dentre uma enorme quanti-
dade de jogos, ha aqueles que possuem principios e regras ligadas a matematica, e sao
dois desses jogos, fortemente envolvidos com a matematica, que receberdo toda nossa

atencao no decorrer deste trabalho, a Torre de Handi e o Nim.

Daqui por diante o presente trabalho serd desenvolvido em quatro capitulos, os

quais discorrerdo sobre o seguinte:

No capitulo 2, intitulado "Um pouco de Histéria", iniciaremos contando um pouco
sobre a relacao, ao longo dos séculos, entre jogos e matematica, no qual poderemos ob-
servar que alguns dos grandes nomes da matematica tiveram enorme apreco pelos jogos,
estudando-os e, em diversos casos, até mesmo criando-o0s. Além disso, descobriremos
que o estudo de alguns jogos culminou em avangos importantes da matematica e que,
por mais incrivel que possa parecer, ha ramos desta que se originaram a partir do estudo
e andlise de jogos. Logo apéds, nos restringiremos aos jogos que sdo o foco de nosso

trabalho, fornecendo um breve histérico dos jogos Torre de Handi e Nim.

No Capitulo 3, intitulado "A Matematica por tras dos Jogos", a Torre de Hanéi e o
Nim serédo estudados do ponto de vista matematico e, através de uma cuidadosa analise,
chegaremos a obtengao das estratégias relacionadas a esses dois jogos. No caso da Torre
de Handi estaremos interessados, inicialmente, em determinar a estratégia de resolugao
perfeita, o que sera feito através de raciocinio recursivo, e, em seguida, determinar uma
formula que nos permita calcular o numero minimo de movimentos em fungédo apenas do

nuamero de pegas no jogo, o que serd feito a partir da construgdo de uma conjectura, obtida



da anélise do numero de movimentos dos casos com uma pequena quantidade de pecas,
a qual validaremos através da indugdo matematica. No caso do Nim, selecionamos trés de
suas inumeras variantes, onde as duas primeiras podem ter suas estratégias relacionadas
a Divisao Euclidiana, ja a terceira variante, notadamente, a que oferece um grau de com-
plexidade mais elevado, faz com que se torne necessario abordar conceitos relacionados

a aritmética dos numeros naturais no sistema binario de numeragao.

O capitulo 4, intitulado "Propostas de uso didatico de Jogos Matematicos", dedica-
se, num primeiro momento, a expor de forma bastante breve as vantagens e desvantagens
do uso de jogos, bem como a apresentar uma metodologia de aplicagao a ser utilizada,
para, em seguida, iniciarmos uma abordagem de questdes praticas referentes a aplicagao
desses dois jogos em sala de aula, descrevendo suas respectivas regras, os materiais a
serem utilizados, os conteudos e/ou competéncias que se pretende desenvolver nos alunos

e oferecendo algumas sugestdes de aplicagéo.

Por fim, o capitulo 5 é destinado a apresentagcao de nossas consideragdes finais e,

a fazer uma breve andlise do que foi apresentado ao longo do trabalho.



Capitulo 2

Um pouco de Histoéria

Neste capitulo vamos procurar, de forma breve, percorrer alguns momentos histéricos
que possam comprovar que existe uma estreita relagdo entre matematica e jogos, mencio-
nando grandes nomes da matematica que dedicaram muito de seus esforgos no estudo ou
mesmo na criacdo de jogos. Conhecer alguns dos avangos da matematica, e até mesmo
novos ramos desta, que foram motivados pelo estudo dos jogos. Além disso, traremos um

breve histérico dos jogos Torre de Handi e Nim, que sdo o nosso foco neste trabalho.

2.1 Jogos ao longo da Historia

Desde a Antiguidade, o Homem, fazendo uso de pedras e outros materiais, se debru-

gava sobre jogos numéricos simples e padrdes geométricos.

O jogo mais antigo para o qual se conhecem regras € o jogo de Ur, que floresceu
na Mesopotamia. Descoberto nos anos 20 do século passado, tratava-se de uma
corrida entre dois oponentes. (...) O primeiro a concluir o seu percurso seria o

vencedor.(Neto e Silva (2004))

O "Jogo de Ur"era constituido por um tabuleiro no qual havia dois caminhos, cada
um separado do outro, e em que cada jogador possuia uma certa quantidade de pecas.
Nesse jogo eram utilizados dados tetraédricos, os quais, acredita-se, definiam quantas

casas deveriam ser percorridas no tabuleiro.



Figura 2.1: Jogo de Ur

Segundo Santos et al. (2007b), Arquimedes (aproximadamente 287 - 212 a.C.),
considerado unanimemente o maior génio cientifico da Antiguidade, estudou um puzzle
geométrico chamado Stomachion, que se tratava de um jogo semelhante ao, bastante co-

nhecido, Tangram.

Figura 2.2: Arquimedes de Siracusa

O Stomachion é formado por catorze figuras geométricas planas, sendo onze tri-
angulos (dois pares destes idénticos), dois quadrilateros e um pentagono, que podem, se

adequadamente dispostos, formar um quadrado.

Muito provavelmente Arquimedes néo foi o inventor do Stomachion, mas pesquisa-
dores acreditam que ele o tenha estudado no intuito de descobrir de quantas maneiras

distintas se poderiam unir as 14 pecas do jogo de modo a obter um quadrado.



Figura 2.3: Stomachion

Nao se sabe se Arquimedes chegou a resposta correta deste problema que para ser
solucionado necessita da utilizacdo de uma area da matematica chamada Combinatoéria.
De acordo com Santos et al. (2007b), hoje se sabe que é possivel formar 17152 quadrados

(ai estdo incluidas as permutacdes de pecas idénticas, além de rotagdes e reflexdes).

Durante a Idade Média, as classes cultas faziam uso de diversos jogos, dentre 0os
quais podemos citar o "Jogo do Moinho"que pertence a um grupo de jogos conhecidos
como "jogos de alinhamento". Sobre o "Jogo do Moinho", Neto e Silva (2004), dizem o

seguinte:

Conhecido desde o Egito antigo, s6 muito recentemente (1996), e através de
uma analise computacional que envolveu o estudo de perto de 10 bilhdes de

posicbes, se revelou empatado se os jogadores forem perfeitos...

Figura 2.4: Jogo do Moinho
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De acordo com Quintas (2009), na Idade Média alguns jogos, que possuiam regras
complexas e conceitos dificeis, tiveram sua circulagéo bastante restrita aos meios "eruditos
da sociedade", entre tais jogos pode-se citar o Rithmomachia, também chamado de "Jogo
dos Filésofos". Tratava-se de um jogo de tabuleiro de carater pedagdgico, desenvolvido

para o ensino da Aritmética e de certas relagdes numéricas, como as progressoes.

Figura 2.5: Rithmomachia (Jogo dos Fil6sofos)

No ano de 1494, na cidade de Veneza na Itdlia, foi publicada uma obra de autoria
do monge franciscano e célebre matemético italiano Luca Bartolomeo de Pacioli (1445 -
1517). Nessa obra, intitulada Summa de Arithmetica, Geometria, Proportione et Proportina-
lita (colecao de conhecimentos de aritmética, geometria, proporcao e proporcionalidade),
segundo Santos et al. (2007d), muitos conceitos matematicos aparecem impressos pela
primeira vez, incluindo também, tépicos de matematica recreativa como o problema do

jogo interrompido.
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Figura 2.6: Luca Bartolomeo de Pacioli

O problema do jogo interrompido, também conhecido como "Problema dos Pontos",

pode ser definido do seguinte modo:

Dois jogadores disputavam um prémio que seria dado a quem primeiro fizesse
seis pontos no jogo da "balla". Quando o primeiro jogador tinha cinco pontos e o
segundo tinha trés pontos, foi preciso interromper o jogo. Como dividir o prémio?

(Quintas (2009))

O "Problema dos Pontos"é de grande importancia para o estudo das probabilidades.

Segundo Bernstein (1997), em Desafio aos Deuses:

A resolugdo de como dividir as apostas em um jogo interrompido marcou o inicio
da anélise sistematica da probabilidade - a medicdo de nossa confianga em que

algo vai acontecer. Ele nos leva ao limiar da quantificagdo do risco.

Segundo Santos et al. (2007d), Luca de Pacioli também é autor de dois livros nunca
publicados que sb existem em manuscrito, 0 De Ludo Scacchorum, que tratava do jogo de
Xadrez, cujo manuscrito foi encontrado recentemente, e um livro de Mateméatica Recrea-

tiva, de nome De Viribus Quantitatis.

Segundo Quintas (2009), Girolamo Cardano (1501 - 1576), cientista, matemaético,
filosofo e meédico italiano, era um apaixonado por jogos de azar. Ele € autor de Liber de

Ludo Aleae (O Livro dos Jogos de Azar - publicado apenas em 1663), que versava sobre
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jogos de azar e no qual ele inicia um estudo simplificado, porém de enorme valor, da teoria

da probabilidade.

Figura 2.7: Girolamo Cardano

O enorme interesse de Cardano pelos jogos de azar levou-o a ser, por muitos, con-

siderado o "Pai da Teoria da Probabilidade".

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716), filosofo, cientista, matematico, diplo-
mata e bibliotecario aleméao foi um grande produtor de atividades ludicas de valor intelec-

tual. E de autoria de Leibniz a seguinte frase:

O homem atinge o maximo do engenho ao inventar jogos. (Santos et al. (2007a)).

Figura 2.8: Gottfried Wilhelm von Leibniz

A Leibniz ¢ atribuido o desenvolvimento do sistema de numeragao binario, este

muito importante na resolugao de diversos problemas em Teoria dos Jogos, como 0s jogos
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do tipo Nim.

O jogo de xadrez foi estudado por um dos maiores matematicos da historia, o suigo

Leonhard Paul Euler (1707 - 1783).

Figura 2.9: Leonhard Paul Euler

A questao estudada por Euler consistia na procura de um caminho Hamiltoniano
num tabuleiro de xadrez para o cavalo (caminho que passa uma, e somente uma vez, por

cada uma das casas do tabuleiro).

Figura 2.10: Jogo de Xadrez
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A questao colocada por Euler foi a de saber se dado um tabuleiro N x N é
possivel, ou ndo, a um cavalo, partindo de uma casa 1, passar uma s6 vez
por cada uma das restantes N2> — 1 casas. Esta tem sido uma questdo bem
estudada, com algumas publicagbes cientificas recentes, e algumas variagbes
do enunciado. Sabe-se que para tabuleiros de dimensdo N > 5 existem sempre

muitas solugbes. (Torres (2002)).

A seguir podemos ver uma solugao possivel para este problema, que é conhecido

como "Cavaleiro de Euler", em um tabuleiro tradicional 8 x 8:

Figura 2.11: Solucao para "Cavaleiro de Euler"

Conta-se que Euler foi desafiado a resolver o problema a seguir:

Suponhamos que seis regimentos fornecem seis oficiais de patentes diferentes.
Por exemplo, um general, um coronel, um capitdo, um major, um tenente e um
alferes. Sera possivel colocar os oficiais numa disposicdo quadrangular seis por
seis, para que em cada linha e cada coluna ndo haja nenhuma repeticdo de

patente nem de regimento?(Santos et al. (2007f))

Ainda de acordo com Santos et al. (2007f), na tentativa de solucionar o problema,
Euler desenvolveu o conceito de "Quadrado Latino", que é considerado um antepassado
do Sudoku. Trata-se de um arranjo quadrangular de n? objetos, onde cada linha e cada

coluna deve conter cada um dos n tipos diferentes de objetos, como podemos ver a seguir:



()
[

A

B

Figura 2.12: Quadrado Latino 3x3

Figura 2.13: Quadrado Latino 4x4

O problema proposto a Euler, segundo Santos et al. (2007f), ndo tem solucao, mas

conduziu a criagao de conceitos matematicos importantes.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), o "Principe dos Matematicos", também
demonstrava, segundo Quintas (2009), enorme interesse por jogos, sobretudo de cartas,

e fazia o tratamento estatistico em relagdo as jogadas efetuadas.

Figura 2.14: Johann Carl Friedrich Gauss

De acordo com Zeni (2007), Gauss estudou ainda o chamado "Problema das 8 Rai-

nhas", cuja formulacao era a seguinte:
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O problema das oito rainhas consiste em dispor 8 rainhas em um tabuleiro 8x8

de tal modo que elas néo se ataquem.(Zeni (2007))

O objetivo é dispor as oito rainhas de modo que elas ndo compartilhem linhas, co-
lunas e nem diagonais. A figura a seguir representa uma das 92 solugdes possiveis para

o0 "Problema das oito Rainhas".

0o -~ o B W R -

Figura 2.15: Uma solugao possivel para o "Problema das 8 Rainhas"

William Rowan Hamilton (1805 - 1865) foi um matemaético, fisico e astrobnomo ir-
landés. Embora Hamilton tenha dado contribui¢des importantes a matematica e a fisica,
segundo Quintas (2009), diz-se que a Unica publicacao pela qual recebeu diretamente di-

nheiro foi um jogo matematico chamado "Viagem pelo Mundo".

%

Figura 2.16: William Rowan Hamilton
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O jogo "Viagem pelo Mundo"consistia em passar por todos os vértices de um do-
decaedro regular, vértices esses que representavam cidades e em que se podia apenas
passar uma vez por cada vértice, circulando pelas arestas e voltando ao ponto de partida.

Por praticidade, o jogo original passou a ser comercializado em sua versao planificada.

Figura 2.17: Versao planificada do jogo "Viagem pelo Mundo"

Este jogo estava relacionado com os circuitos ou ciclos hamiltonianos (caminho em
um grafo ' ndo dirigido 2 ou ndo orientado que visita cada vértice apenas uma Unica vez,
retornando ao vértice inicial), conceito hoje basico da Teoria dos Grafos (ramo da matema-

tica que teve seu estudo iniciado por Euler).

Figura 2.18: Circuito Hamiltoniano associado ao jogo "Viagem pelo Mundo"

'Um grafo € uma estrutura definida por G = (V, E), onde V é um conjunto no-vazio de elementos
denominados vértices, e E é um conjunto de elementos denominados arestas. Uma aresta é representada

por (”Ui, Uj), onde v;, v € V.
2Um grafo G = (V, E) é chamado de grafo néo dirigido se (v;,v;) # (v;,v;), onde v;, v; € V. Em um

grafo n&o dirigido (v;,v;) e (vj,v;) representam a mesma aresta.
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John von Neumann (1903-1957), grande matematico hungaro, que deu importantes
contribui¢cdes, entre outras areas, a mecanica quantica, a cibernética e a ldgica, é conside-
rado o "Pai da Teoria dos Jogos". A partir da parceria entre Neumann e Oscar Morgenstern

a Teoria dos Jogos passou a ser aplicada na analise de problemas econémicos.

Figura 2.19: John von Neumann

Em 1928, Neumann publicou um artigo sugerindo que a Teoria dos Jogos
poderia ter aplicagdo na Economia, mas ndo sabia como fazé-la. So quando
conheceu Morgenstern em Princeton, 1938, o elo com a Economia pode ser feito.
Escreveram entdo "Teoria dos Jogos e o Comportamento Econémico"publicado

em 1944... (Costa (2007)).

As ideias de Neumann foram desenvolvidas por outro grande matematico do século

XX, John Forbes Nash Jr, nascido nos Estados Unidos em 1928.

Figura 2.20: John Forbes Nash Jr.
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John Forbes Nash Jr, matematico americano homenageado no cinema e que
ganhou em 1994 o prémio Nobel em Economia, complementa a teoria realizando
trabalhos que a tornaram pertinente a situagées em que um lado pode vencer

sem precisar, necessariamente, derrotar o adversario. (Costa (2007)).

Em 1937 nasceu John Horton Conway, matematico inglés que no final da década

de 60 alcangou fama mundial no meio matematico por seus trabalhos em Teoria de Grupos.

Figura 2.21: John Horton Conway

Conway também fora influenciado pelas ideias de John von Neumann e, criou um
jogo bastante interessante, o "Jogo da Vida". Neste jogo apenas a configuragao inicial é
definida pelo jogador, depois tudo ocorre de forma automética. Este jogo se desenvolve em
tabuleiros semelhantes aos de xadrez, porém, as dimensdes desses tabuleiros podem ser

arbitrariamente grandes. Cada casa do tabuleiro € chamada de célula e, pode ter apenas

dois estados: viva e morta.

De acordo com Santos et al. (2007c)), temos o seguinte:

As geracgOes sucedem-se segundo as seguintes leis:

1. uma célula viva permanece viva se tiver duas ou trés células vizinhas vivas (a vizi-

nhanca inclui as células a direita, a esquerda, a de cima e a de baixo bem como as

quatro diagonais);
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2. uma célula morta ganha vida se tiver trés células vizinhas vivas;

3. uma célula viva com menos de dois ou mais de trés células vizinhas vivas, morre.

Algumas configuragdes iniciais para o "Jogo da Vida":

Figura 2.22: Algumas configuracdes possiveis do "Jogo da Vida"

Ainda sobre o0 "Jogo da Vida", citamos o seguinte:

Este jogo tornou-se mundialmente famoso mercé da coluna de Martin Gardner
no Scientific American, em 1970. Em 1971 era ja motivo de capa e até langara
uma nova area matematica: os Autdmatos Celulares, que sdo estruturas
matematicas Uteis em simulagdes de processos fisicos e bioldgicos e que, a

um nivel tedrico, podem comportar-se como computadores.(Santos et al. (2007¢c))
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De acordo com Santos et al. (2007c), Conway criou Varios outros jogos € nos anos
1970 deu inicio a Teoria dos Jogos Combinatérios, que atualmente é uma area da mate-

matica muito estudada.

O exposto até aqui neste Capitulo, nos parece suficiente para gerar a convicgao de
que a matematica e os jogos estdo intimamente ligados, pois, constatamos que 0s jogos
se relacionam com diversas areas da matematica, despertando o interesse de grandes
nomes desta ciéncia e contribuindo para o seu desenvolvimento, da mesma maneira, a
matematica contribui para a compreensao e o desenvolvimento dos jogos. Nesse sentido,

compartilhamos das seguintes ideias:

O interesse dos matematicos por muitos jogos, deve-se em parte aos contetidos
matematicos que fazem parte de alguns deles e também da matematica poder
possuir caracteristicas Iudicas similares aos jogos. A descoberta e utilizagdo
de jogos contribuiu e contribui para o desenvolvimento da matematica, quer
no aspecto cientifico, quer pedagdgico, sendo também verdadeiro o fenémeno

inverso. (Quintas (2009)).

Por fim, diriamos até que, em certos casos, matematica e jogos se confundem,
como se fossem faces de uma mesma moeda e, para corroborar essa ideia, encerramos

com uma citacao retirada de Santos et al. (2007c), que diz:

Costumava sentir-me culpado por passar dias inteiros ocupado com jogos,
quando era suposto fazer Matematica. Mas depois, quando descobri os nimeros

surreais, compreendi que jogar jogos E Matematica. John Horton Conway

2.2 Breve Historico da Torre de Hanoi

O jogo Torre de Handi, sobre o qual nos aprofundaremos mais adiante, € uma criacao

do matemaético francés Frangois Edouard Anatole Lucas (1842 - 1891).
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Figura 2.23: Francois Edouard Anatole Lucas

Nesse jogo € dada uma torre com oito discos, inicialmente empilhados por tama-
nhos decrescentes em trés hastes verticais. O objetivo é transferir a torre inteira para uma
das outras hastes, movendo apenas um disco de cada vez e nunca colocando um disco

maior em cima de um menor.

Figura 2.24: As Torres de Handi

Este jogo, também chamado de torre do bramanismo ou quebra-cabeca do fim do

mundo, foi inventado por Lucas em 1883 e, segundo Watanabe (2004), incluido no ter-
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ceiro volume da sua obra Récréations Mathématiques, publicada também em 1883 . Neste

mesmo ano 0 jogo passou a ser comercializado como brinquedo com a seguinte capa:

Figura 2.25: Capa do Jogo Torre de Han6i em 1883

De acordo com Santos et al. (2007¢e), os dizeres na capa do jogo eram 0s seguintes:

"As Torres de Hanoi - Um verdadeiro puzzle dos Anamitas Jogo trazido de Tonkin

pelo Professor N.Claus (de Siam) Mandarim do colégio de Li-Sou-Stian"

Observacao:
O professor N. Claus (de Siam), mencionado na capa do jogo, na verdade, era um pseudo-
nimo de Edouard Lucas, criado por ele préprio, onde podemos notar que Claus é um

anagrama de Lucas.
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A razao pela qual a Torre de Handi é também chamada de torre do bramanismo e
quebra-cabega do fim do mundo reside no fato de Lucas ter anexado ao jogo uma historia

de uma antiga lenda hindu que dizia o seguinte:

No templo de Benares, cidade santa da India, sob a cipula que marcava o centro
do mundo, existia uma bandeja de bronze com trés agulhas de diamantes, cada
uma de um palmo de altura e da grossura do corpo de uma abelha. Durante a
Criacdo, Deus colocou 64 discos de ouro puro em uma das agulhas, o maior
deles imediatamente acima da bandeja e os demais, cada vez menores, por
cima. Esta torre foi chamada de Torre de Brahma. Dia e noite os sacerdotes
trocavam os discos de uma agulha para outra, de acordo com as leis imutaveis
de Brahma. Essa lei dizia que o sacerdote do turno ndo poderia mover mais de
um disco por vez, e que o disco fosse colocado na outra agulha, de maneira que
0 debaixo nunca fosse menor do que o de cima. Quando todos os 64 discos
tivessem sido transferidos da agulha colocada por Deus no dia da Criacdo para

outra agulha, o mundo deixaria de existir. (Machado (1992))

Mesmo se tratando apenas de uma histéria, pode ser interessante utiliza-la como
motivacao e se fazer a pergunta: Entdo, quando o mundo ira acabar? Este questionamento
foi formulado e respondido pelo proprio Edouard Lucas, também, no terceiro volume da sua

obra Récréations Mathématiques e, em breve, também o responderemos.

A Torre de Handi possui regras muito simples e aborda varios conceitos matemati-
cos, desde o simples reconhecimento de formas, ordem crescente e decrescente e conta-
gem de movimentos, passando pelo raciocinio l6gico e formulacao de estratégias e che-

gando até o raciocinio indutivo e a relacdes de recorréncia.

2.3 Breve Historico do Nim

Os jogos do tipo Nim, possuem inUmeras variantes, tantas que sequer seria possivel
mencionar todas. Esta familia de jogos, que se acredita serem de origem chinesa, sédo
praticados ha séculos, sendo que o registro escrito mais antigo que se tem conhecimento

€ de autoria de Luca Bartolomeu de Pacioli (1445 - 1517) em De Viribus Quantitatis (obra



25

que nao chegou a ser publicada, dedicada a matematica recreativa e que se pode traduzir

por "O Poder dos Numeros"), onde descreve o seguinte:

Um jogo entre dois adversérios consiste em acrescentar, a vez, um numero de
feijées, de 1 a 6, a uma pilha inicialmente vazia. Ganha quem colocar o total em

30 feijées.(Quintas (2009)).

O préprio nome Nim, ndo se sabe ao certo onde se originou, havendo suposi¢oes
de que poderia ser de origem chinesa ou de origem inglesa, tendo em vista que Nim, em

inglés arcaico, significa apanhar e que NIM de ponta cabeca é WIN (vencer).

Em 1902, pela primeira vez, foi feita uma analise matemética a respeito do Nim. O
matematico Charles L. Bouton, da Universidade de Harvard, desenvolveu uma teoria para
obtencao da estratégia vitoriosa (estratégia maxima) onde emprega conceitos matematicos

relacionados a aritmética dos niumeros naturais no sistema binario de numeragéao.

O Nim esta relacionado a Teoria dos Jogos Matematicos, campo de investigagdo da
Matematica Discreta, que vem se desenvolvendo, principalmente, nos ultimos 50 anos, dai

provém o interesse dos matematicos pelo Nim.

Na atualidade o Nim é bastante popular, sendo utilizado em testes de selecao para
empresas, tendo em vista a necessidade de se empregar o raciocinio légico-dedutivo, ou
como exercicio para programadores, ja que sua estratégia maxima é de facil programacgao

computacional.



Capitulo 3

A Matematica por tras dos Jogos

Neste Capitulo, vamos apresentar o desenvolvimento mateméatico para obtengéo das
estratégias relacionadas aos jogos Torre de Handi e Nim, evidenciando assim a riqueza
matematica que estes jogos guardam e, também oferecendo um exemplo pratico da es-

treita relacao entre a Matematica e os Jogos.

3.1 Torre de Hanoi

Esta sessao sera dedicada a Torre de Handi. Aqui chegaremos a estratégia de reso-
lucao perfeita e a formula que nos permite calcular o nUmero minimo de movimentos para

um namero n qualquer de pecas no jogo.

3.1.1 Conhecendo o jogo

O jogo Torre de Handi consiste de uma base na qual sao fixadas trés hastes verticais
idénticas (normalmente de formato cilindrico) e um numero n qualquer de pecgas de tama-
nhos diferentes (o jogo original continha 8 pecas circulares), as quais possuem um orificio

no centro, de modo que possam ser inseridas nas hastes.

As regras do jogo:

» Todas as pecas sao, inicialmente, colocadas em uma das hastes, sendo que a maior

delas fica imediatamente acima da base e as demais sédo colocadas sobre a maior

26
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em ordem decrescente de tamanho, ou seja, as pecas menores sempre ficam em

cima das maiores formando uma torre;

» O jogador devera transferir toda a torre, da haste inicial, para uma das outras has-
tes, de modo que ao final, a torre permaneca com as pec¢as maiores em baixo das

menores;
* Ao realizar esta tarefa, o jogador devera mover apenas uma unica pega por vez;

« Em momento algum, uma peca podera ser colocada sobre outra que seja menor que

ela, ou seja, nao é permitido formar torres invertidas.

Figura 3.1: Jogo Torre de Handi

Podemos observar que as regras acima descritas sdo as mesmas que aquelas con-
tidas na historia anexada ao jogo original por Lucas, com a Unica diferenga que as ane-
xadas por Lucas sao, de certo modo, mais intrigantes e despertam a curiosidade, talvez

tenha sido exatamente este o seu objetivo ao inclui-las.

3.1.2 Estudando os casos mais simples

Nosso objetivo agora é determinar uma estratégia para a resolucdo da Torre de Hanoi
com um numero n qualquer de pecas, assim como, calcular o nimero minimo de movi-

mentos que se deve realizar para chegar a solugéo do jogo.
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Para determinar uma estratégia de resolucdo, que se aplique a um numero qualquer
de pegas no jogo, e calcular o numero minimo de movimentos, precisamos compreender
muito bem a dindmica do jogo e buscar padrdes e regularidades que auxiliem em nossa
tarefa. Um bom ponto de partida é analisar os casos mais simples do jogo, ou seja, 0s

casos em que o numero n de pecas envolvidas € bastante pequeno.

De agora em diante designaremos as hastes nas quais as pecas sao inseridas por
A, B e C, sendo, respectivamente, a haste inicial (haste na qual as pegas sao inicialmente
dispostas), a haste auxiliar (haste utilizada para auxiliar na movimentacao das pecas) e a
haste final (haste para a qual se deve transferir todas as pecas da torre), as pecas serao
chamadas, da menor para a maior, de py, p2, ps3, ---, Pn € 0 NUMero total de movimentos
necessarios para mover totalmente uma torre de n pecas da haste A para a haste C sera

denotado por 7,,.

Caso 1: n = 1, ou seja, apenas uma peca.

E muito facil perceber que, se houver apenas uma peca, o jogo é resolvido com um

unico movimento. Basta mover a peca em questao, p,, da haste A para a haste C.

(1)

A B C A B C

Figura 3.2: Resolugao da Torre de Handi com apenas uma peca

A pega p; realiza um Unico movimento, logo, temos 7 = 1.

Caso 2: n = 2, ou seja, apenas duas pecas.

A resolucao deste caso é, também, muito simples, pois, basta transferir p; de A para

B, transferir p, de A para C e finalmente transferir p; de B para C.
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A B C
(1) ‘ ‘ ‘ (2) ‘ ‘ ‘ (3) ‘ ‘ ‘
A B C A B C A B C
Figura 3.3: Resolugcado da Torre de Handi com duas pecgas
A peca p- realiza 1 movimento e a pega p; realiza 2 movimentos, logo, 75 = 3.

Caso 3: n = 3, ou seja, joga-se com trés pecas.

Nao é dificil perceber que para transferir a peca p; de A para C, primeiro as pegas
p1 € po devem ser colocadas na haste B, formando uma "subtorre"de duas pecas, para, em

seqguida, serem transferidas para a haste C onde ja se encontrara ps.

‘ ‘ ‘ (1) ‘ ‘ ‘
A B C A B C
(2) ‘ ‘ ‘ (3) ‘ ‘ ‘ (4)
A B C A B C A

B C
(5) ‘ ‘ ‘ (6) ‘ ‘ ‘ (1) ‘ ‘ ‘
A B C A B C A B C

Figura 3.4: Resolucéo da Torre de Handi com trés pecas
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A peca p;3 realiza 1 movimento, a peca p, realiza 2 movimentos e a peca p, realiza

4 movimentos, logo, 15 = 7.

Neste momento ja podemos notar algo interessante. Observa-se, com exce¢édo do
caso 1 (que podemos dizer que € o caso trivial), que os casos 2 e 3 foram solucionados
de modo semelhante, pois, em ambos os casos houve a necessidade de se formar uma

"subtorre"antes de transferir a pe¢ca maior. Vamos observar mais atentamente:

No caso 2, temos a seguinte configuragéao inicial:

A B C

Figura 3.5: Configuracao inicial da Torre de Hanéi com duas pecas

Com uma rapida observagao, notamos que sé € possivel mover a pega p, de A para

C, se antes a peca p; for colocada em B, possibilitando o deslocamento de ps.

Para mover p; de A para B, basta executar um movimento simples, equivalente ao
movimento utilizado como solugdo do caso 1 (com a Unica diferenca que o0 movimento se
processa de A para B e ndo de A para C), que passaremos a denotar por S;. Quando p;
esta em B, podemos dizer que foi formada uma "subtorre"de apenas uma pecga e, nesse

momento j& podemos transferir p, de A para C.

(1) (2)

Figura 3.6: Formacao da "subtorre"em B e deslocamento de p, de A para C

Para concluir a solugédo do jogo com duas pecas, basta transferir a "subtorre”, for-

mada por p;, de B para C, repetindo a solucéo 5.
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Figura 3.7: Deslocamento da "subtorre"de B para C

Para obter a solucédo do caso 2, aplicamos a solugao S, transferimos p, de A para

C e, por fim, aplicamos novamente a solugao 5.

No caso 3, temos a seguinte configuragéao inicial:

A B C

Figura 3.8: Configuracao inicial da Torre de Handi com trés pecas

E facil notar que sb sera possivel deslocar p; de A para C, se as pegas p; € po
estiverem em B, formando uma "subtorre"de duas pegas. Entdo, antes de solucionar o
problema como um todo, devemos solucionar o "subproblema"de deslocar as pecas p;
e py de A para B, mas isto equivale a solucdo do caso 2 (com a unica diferenca que o
deslocamento serd de A para B e ndo de A para C), o qual j& sabemos resolver e, que

denotaremos por Ss.

(1) (2) (3)

A B L A B C A B L

Figura 3.9: Formacao da "subtorre"em B através da aplicagdo da solucao Ss

Apoés a formagéo da "subtorre"em B, efetuamos o deslocamento de p; de A para C.
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13 ‘ ‘ ‘ (4] ‘ ‘ ‘
A i L A i C
Figura 3.10: Deslocamento de p; de A para C

Apés transferir a pega p3 de A para C, novamente, devemos deslocar a "subtorre”,

formada pelas pecgas p; e ps, agora de B para C, aplicando para isso, mais uma vez a
(4) ‘ ‘ ‘ (5) l ‘ ‘
A Ei L A B C
(6) I | ‘ (7 ‘ ‘ i
A B C A B C

Figura 3.11: Nova aplicacao de S, para conclusao do jogo

solugao 5s.

Para obter a solugcdo do caso 3, procedemos de modo totalmente semelhante ao
utilizado no caso 2, aplicando inicialmente a solugao S;, em seguida transferindo p; de A

para C e, por fim, aplicando novamente a solugao Ss.

E natural se perguntar o porqué de se analisar estes casos, que sdo extremamente
simples, de uma maneira tdo detalhada (ou ainda melhor: por que complicar tanto algo que
parece ser tao facil?). O motivo desta analise detalhada reside no fato de que a ideia de
subdividir o problema em casos que ja sabemos resolver (com as chamadas "subtorres"),
pode ser aplicado a um numero qualquer de pecas. Vejamos entdo o caso com quatro

pecas.
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Caso 4: n = 4, ou seja, joga-se com quatro pecas

Figura 3.12: Configuragao inicial da Torre de Hano6i com quatro pegas

Podemos notar que para transferir p, de A para C precisamos primeiro colocar as
demais pecgas em B, formando uma "subtorre"de trés pecas, o que pode ser feito aplicando

a solugao S; que ja conhecemos.

BN

Figura 3.13: Aplicacédo da solucao S3 para obter uma "subtorre"de trés pecas em B

Apés a 12 aplicacao de S3, deslocamos p, de A para B e, em seguida, aplicamos,

novamente, a solugao S;.

Figura 3.14: Deslocamento de p, de A para B e nova aplicagdo da solugéo S5

Realmente, a solugdo do caso 4, 5, foi obtida procedendo de modo totalmente
semelhante ao utilizado nos casos 2 e 3, ou seja, aplicando uma solugao ja conhecida, no

caso Ss, transferindo p, de A para C e, por fim, aplicando novamente a solugao Ss.

Observa-se ainda que o numero de movimentos 7 é igual a 15. Podemos afirmar
que Ty = 15, mesmo sem contar os movimentos (como fizemos nos outros casos), porque
a solucao S, é composta por duas aplicagées da solugdo S3, que ja sabemos possuir 7

movimentos, mais 0 movimento que leva p, de A para C, ou seja, temos:
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Ty=T3+1+T3=2T3+1=2x7+1=15

Resumidamente, a analise destes quatro casos simples, nos leva ao seguinte:

» O caso em que n =1, que podemos chamar de caso trivial, tem uma solucao, deno-

tada por S;, composta de um Unico movimento, logo, 7} = 1.

« O caso em que n = 2, tem uma solucao, denotada por S5, composta pela aplicagao
da solugcao 57, seguida pelo movimento da pegca maior, p,, € uma nova aplicacao da

solucdo S7, 0 que nos leva a seguinte expressao para o nimero de movimentos:

T2:T1+1+T1:2T1+1:2X1+1:3

« O caso em que n = 3, tem uma solucao, denotada por S3, composta pela aplicacao
da solugdo 5, seguida pelo movimento da pega maior, ps, € uma nova aplicagéo da

solucao S,, 0 que nos leva a seguinte expressao para o numero de movimentos:

T3:TQ+1+T2:2T2+1:2X3+1:7

» O caso em que n = 4, tem uma solugdo, denotada por S;, composta pela aplicagao
da solugao 53, seguida pelo movimento da pega maior, p4, € uma nova aplicacao da

solucdo S3, 0 que nos leva a seguinte expressao para o nimero de movimentos:

O estudo destes quatro casos, com numero bastante reduzido de pecas no jogo,
ja nos permite observar alguns padrdes e regularidades, que podem ser utilizados para

chegar a conclusdes mais abrangentes.

3.1.3 Estudando o caso geral

Na sessao anterior, analisamos o jogo Torre de Hanéi com uma, duas, trés e quatro
pecas. Para cada um dos quatro casos determinamos uma solucao possivel e seus res-
pectivos nimeros de movimentos. Além disso, criamos uma estratégia de resolugcao que
faz uso de solugbes mais simples (com menor niumero de pegas) para resolver 0s casos

um pouco mais complexos (com maior numero de pegas).
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Com base no que foi descrito na sessao anterior, teremos como objetivo desta ses-

sao responder as trés perguntas seguintes:

* A estratégia criada para resolver os casos mais simples, pode ser aplicada a valores

maiores ou mesmo a um valor n qualquer de pecas?

» A solucdo que tal estratégia determina €, de fato, a que utiliza o menor niumero

possivel de movimentos?

« Como determinar o numero minimo de movimentos para um numero n qualquer de
pecas, sem precisar contar cada um deles e sem conhecer a solugédo para n — 1

pecas?

Respondendo a 1? pergunta:

Para responder a primeira pergunta, suponhamos uma torre com um namero n qual-
quer de pegas e, suponhamos ainda, que ja tenhamos resolvido o caso com uma pega a

menos, ou seja, nds sabemos resolver o caso com n — 1 pegas.

Nosso objetivo é determinar uma solugao para o jogo, que denotaremos por S,,, a

partir da solucéo ja conhecida, S,,_1.

A

(==}

c

Figura 3.15: Configuracao inicial da Torre de Handi com n pegas

Da mesma forma que nos casos mais simples, vistos anteriormente, é facil perceber
que sé é possivel transferir a peca maior, p,,, da haste inicial, A, para a haste final, C, se as
demais pegas, p1, p2, -.., Pn_1, €Stiverem na haste auxiliar, B, formando uma "subtorre"de

n — 1 pecgas.

Como ja sabemos resolver o0 caso com n— 1 pegas, ou seja, conhecemos a solugao

S,_1, 0 que temos a fazer é aplicar a solugédo S,,_; (com a unica diferenca que o desloca-
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mento se processara de A para B e ndo de A para C), formando uma "subtorre"na haste B,

para, em seguida, transferir p,, de A para C.

o
=

Figura 3.16: Aplicacédo da solucéo S,,_; e deslocamento de p,, de A para C

Apos transferir p,, de A para C, basta aplicar, novamente, a solugéo S,,_; para des-

locar a "subtorre"de B para C.

A B c

Figura 3.17: Nova aplicacdo da solucdo 5, _; deslocando a "subtorre"de B para C

Mostramos assim, que a solugao .S,, é obtida através da aplicacao da solugéo S,,_1,
formando uma "subtorre"em B, seguida do deslocamento de p,, de A para C e de uma nova

aplicagao de S,,_1, agora, deslocando a "subtorre"de B para C.

Observacao:
E se ndo soubéssemos resolver o caso com n — 1 pegas, ou seja, se ndo conhecéssemos

a solugédo S,,_1?

Essa € a pergunta que poderia ser feita pelo leitor. Para respondé-la, lembremos
que, ao estudarmos os casos mais simples, a solugéo para o caso com n = 4 foi obtida a
partir do caso com n = 3 e vimos que o caso com n = 3 poderia ter sido obtido a partir
do caso com n = 2 e este a partir do caso com n = 1, da mesma forma poderiamos obter
a solucao para o caso com 5 pecas a partir da solugdo do caso com 4 pecas (que ja se
conhece), a solucao para 6 pecas a partir do de 5 pecas e assim por diante, ou seja, basta

repetir este processo para determinar a solugéo para qualquer nimero de pegas.
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Pelo exposto acima, percebemos que a solugao S, é obtida através de um raciocinio
recursivo, ou seja, o problema como um todo é reduzido, a cada etapa, em subproblemas

similares cada vez menores e, portanto, mais simples de se resolver.

Concluimos que a resposta para a primeira das trés perguntas é SIM, podemos re-
solver o jogo Torre de Handi, com um numero n qualquer de pecas, utilizando a estratégia
formulada para os casos mais simples. Além disso, agora sabemos que tal estratégia se

baseia em um raciocinio recursivo.

Respondendo a 2° pergunta:

Sera que, realmente, a estratégia de resolugcdo que estamos utilizando, é a que

resolve 0 jogo com o menor numero de movimentos possivel?

Para responder essa segunda pergunta, primeiramente, observemos que, de acordo
com a estratégia que desenvolvemos, o numero de movimentos necessarios para solucio-
nar um jogo com n pecas, esta diretamente ligado ao nimero de movimentos necessarios

para solucionar o jogo com n — 1 pecas.

Denotaremos, daqui em diante, o nUumero minimo de movimentos necessarios para

solucionar um jogo com n pecgas por M,,.

De fato, de acordo com nossa estratégia, para resolver um jogo com n pecas,
precisamos inicialmente mover uma "subtorre"com n — 1 pec¢as da haste A para a haste B,
0 que pode feito com M,,_; movimentos, em seguida, deslocamos a maior peca, p,, de A
para C, o que demanda mais 1 movimento e, por fim, transferimos a "subtorre"com n — 1
pecas de B para C, novamente com M,,_; movimentos. Entdo, o nimero de movimentos

que utilizamos para chegar a solugao é:

Mn—l +1+ Mn—l = 2Mn—1 +1

Nao temos certeza se este é o nUmero minimo de movimentos possivel para o jogo

com n pecgas, entdo, tudo que podemos afirmar até o momento é que:

Mn S Mn—l —+ ]. -+ Mn—l - 2Mn_1 + 1 (31)
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A questao neste instante é a seguinte:
Sera possivel solucionar o jogo em um numero ainda menor de movimentos?

Veremos que a resposta € NAO. Para isso analisemos os seguintes pontos:

« Para mover a peca maior, p,, da haste A para a haste C, é necessario que todas
as demais pecas, p1, po,..., Pn_1, €Stejam na haste B (se estivessem em A, p, nao
poderia sair, pois haveria outras pecgas sobre ela, e se estivessem em C, p, néo
poderia entrar, pois ndo pode ficar sobre pecas menores que ela prépria), formando

uma "subtorre"de n — 1 pecas;

* O numero minimo de movimentos para transferir uma torre de n — 1 pegas de A para

B é denotado por M,,_1;
« Para mover p,, de A para C é necessario 1 movimento;

» Por fim, é necessario mover a "subtorre"que se encontra em B para C e, sabemos
que, para mover uma torre de n — 1 pecas é necessario fazer no minimo M,,_; mo-

vimentos.

Pelo exposto acima, concluimos que o nUmero de movimentos é no minimo:

Mn—l + 1 + Mn—l - 2-2\471—1 + 1

Portanto, temos:

My, > My 1+ 1+ M, 1 =2M, 1 +1 (3.2)

Desta maneira, de (3.1) e (3.2), temos:

M, =2M,_, +1 (3.3)

Podemos agora, afirmar que a estratégia que utilizamos, de fato, soluciona o jogo

com o menor numero de movimentos possivel, respondendo assim, a segunda pergunta.
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Como calcular o niumero minimo de movimentos (para n pegas) sem precisar conta-

los e sem conhecer a solugao anterior (para n — 1 pecgas)?

Para responder esta pergunta, partimos do resultado que obtemos acima, ou seja,

partimos da expresséo (3.3), que € chamada de equacao de recorréncia.

Uma equacgao de recorréncia possibilita calcular valores desejados a partir do co-

nhecimento de valores anteriores, em nosso caso, sabemos que, com uma pega 0 jogo é

resolvido com apenas um movimento, ou seja, My = 1. A partir do valor de M, e utilizando

a equacao de recorréncia, construimos a seguinte tabela 3.1:

Quantidade de pecas Equacdes de Recorréncia Numero Minimo de Movimentos
n=1 M, =1 M, =1
n=2 My =2M;+1=2x1+1 My =3
n=3 Ms=2M;+1=2x3+1 Ms; =7
n =4 My=2Ms5+1=2x7+1 My =15
n=>5 Ms=2M,+1=2x15+1 M5 =31
n==~6 Mg =2M;+1=2x31+1 Mg = 63
n="17 M; =2Mg+1=2x63+1 M, =127
n=3~8 Mg =2M;4+1=2x127+1 Mg = 255
n=>9 My =2Mg+1=2x255+1 My =511
n =10 My =2Myg+1=2x511+1 Mo = 1023

Tabela 3.1: Numero Minimo de Movimentos

Observando o numero minimo de movimentos em cada caso, podemos notar que

todos os resultados sdo poténcias de dois, diminuidas de uma unidade. Tal observacao

pode nos levar a formular uma conjectura como vista na tabela 3.2:

Dizemos que M, = 2" — 1 é uma férmula fechada, pois, diferente da equacéao de

recorréncia, ndo depende de solucdes anteriores.
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Quantidade de pecas | Numeros Minimo de Movimentos | Reorganizando os dados
1 M, =1 M, =2 —1
2 My=3 My=22—-1
3 M; =17 My =23 -1
4 My =15 M, =2*-1
5 Ms =31 Ms=2°—1
6 Mg = 63 Mg=20—-1
n M, =2"—1 M, =2"—1

Tabela 3.2: Formula para Obter o Numero Minimo de Movimentos

Aparentemente ja temos a resposta para a terceira pergunta, porém, nada nos ga-
rante que a férmula que encontramos é valida para qualquer valor de n, tudo que sabemos
€ que ela é valida para alguns valores de n, que como podemos ver sao ainda bastante

pequenos. Precisamos, entao, verificar se a férmula € valida para qualquer valor n natural.
Para provar a validade de nossa férmula recorreremos a indugao (ver A.6).

Inicialmente, fagamos trés observagoes:

1. Queremos mostrar que a férmula M, = 2" — 1 é, de fato, verdadeira e expressa o
namero minimo de movimentos necessarios para solucionar a Torre de Handi com n

pegas;

2. Sabemos que o numero minimo de movimentos € dado pela equacéao de recorréncia

M, =2M,_, + 1,

3. A partir dos dois primeiros pontos observados, notamos que, mostrar que M, =

2™ — 1 equivale a mostrar que 2M,, | +1=2" —1.

Vamos a prova:

» A férmula M, = 2" — 1 é,claramente, valida para n = 1, pois, temos:

M=2"-1=1
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» Suponhamos que a féormula M, = 2" — 1 é valida para qualquer natural n (hipétese

indutiva)
* Provemos que a férmula é verdadeira para n + 1, ou seja, mostremos que:

My =2"1 -1

A equagéo de recorréncia M,, = 2M,,_; + 1 nos garante que vale:

M,y = 2M, + 1 (3.4)

Nossa hipétese indutiva é M,, = 2" — 1, logo, de (3.4), temos:

My =2(2" —1)+1 (3.5)

Reescrevendo o segundo membro da expressao (3.5), temos:

202" — 1) +1=2x2"-2x1+1=2"" -1 (3.6)

De (3.4), (3.5) e (3.6), obtemos:

My =2""1—1

Com isso, concluimos que, de fato, a formula M, = 2" — 1 é verdadeira e, com
ela é possivel determinar o nimero minimo de movimentos para solucionar o jogo Torre de
Hand6i com uma quantidade qualquer de pecas, bastando para isso conhecer o valor de n.

Assim, esta respondida a nossa terceira pergunta.

3.1.4 Quando o mundo acabara?

Entdo, quando o mundo acabara?

Esta foi a pergunta deixada ao fim da sessao que trazia um breve histérico sobre a

Torre de Handi e, a qual prometemos responder.

E claro que nao acreditamos que o mundo ira acabar, pelo menos néo por enquanto,
mas, de acordo com a lenda vinculada ao jogo Torre de Handi, o fim do mundo chegaria
quando os monges do templo de Benares concluissem o jogo, transferindo os 64 discos

de ouro de uma das agulhas de diamante para outra.



42

A lenda nao nos diz quando eles comecaram a realizar a tarefa, nem o quao velozes

eles sdo em sua realizagao, entdo, fagamos nossas proprias estimativas:

Imaginemos que eles s&o especialistas no jogo e consigam realizar um movimento
a cada segundo, uma estimativa bastante otimista (ou pessimista dependendo do ponto de

vista);

Como a lenda menciona que a torre de Bhrama existe desde a criacdo, suponhamos
(claro que por absurdo) que eles realizam a tarefa desde o surgimento da Terra, ou seja, a

aproximadamente 5 bilhdes de anos.

Com estas estimativas fica dificil imaginar que eles ainda nao tenham terminado o jogo,

entdo vejamos quanto tempo os monges levariam para resolver o jogo nestas condigdes.

Nés ja sabemos que o numero minimo de movimentos é dado pela formula M,, =

2™ —1, portanto, para resolver o jogo com 64 pecgas, 0 numero minimo de movimentos sera:

Mgy = 25 — 1 = 18.446.744.073.709.551.615

Como supomos que € realizado um movimento a cada segundo, bastam alguns
célculos (ver A.5.2) para concluirmos que os monges demorariam cerca de 585 bilhdes de
anos para realizar a tarefa, ou seja, se, por acaso, 0 mundo acabar, nao sera por causa da

Torre de Hanbi.

3.2 Nim

Esta sesséo sera dedicada ao jogo de Nim, ou melhor, aos jogos do "tipo Nim". Aqui
iremos analisar trés dentre as suas inUmeras variantes e obter suas respectivas estratégias
vitoriosas (estratégia maxima).

3.2.1 Caracteristicas do Nim

Os jogos do tipo Nim, que podem ser considerados como uma familia de jogos com

inimeras variantes, sdo resumidamente caracterizados da seguinte forma:

» Ha dois jogadores ou duas equipes;
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* Nao ha informacao escondida, ambos os jogadores tém acesso a toda informacao
contida no jogo (em um jogo de baralho, por exemplo, h&a informagdes escondidas,

pois ndo se conhece as cartas do adversario);

* Nao é um jogo de sorte, o acaso nao tem influéncia no jogo (em um jogo de cara ou

coroa, por exemplo, a sorte possui influéncia);
» Os jogadores se alternam na realizacao das jogadas;

* lgualdade de acesso, ou seja, ambos os jogadores tém as mesmas possibilidades
de movimento (cada um a sua vez) ndo havendo distingdes tais como ocorre, por

exemplo, no xadrez com pecgas pretas e brancas;

* O jogo sempre termina, independentemente de como € jogado, em um numero finito

de jogadas e elegendo um vencedor, ou seja, nao existe a possibilidade de empate.

O Nim caracteriza-se por exigir dos jogadores o0 uso do raciocinio l6gico-dedutivo.
Na tentativa de criar uma estratégia vitoriosa, o jogador é levado a construir um modelo
que represente a solugédo da situagao-problema apresentada, esse modelo, se bem es-
truturado, pode levar a construcao da chamada "estratégia maxima", estratégia na qual o
adversario nao possui possibilidade de vitoria. Para atingir tal estratégia, o jogador devera,
segundo Grando (2000), construir habilidades de resolugdo de problemas, explorar o raci-
ocinio hipotético-dedutivo, generalizar solugbes e procedimentos, observar regularidades

e descrever os resultados através de um modelo matematico.

3.2.2 Estratégia Maxima - Variante |

A descricdo do jogo:

Dispbe-se sobre uma mesa um certo numero N de palitos. Estipula-se que cada
Jjogador, na sua vez, possa retirar, no minimo, 1 palito e, no maximo, n palitos,
comn > 1. Supbe-se, ainda, que nem N nem N — 1 sejam mdultiplos de n + 1.

Perde o jogador que retirar o dltimo palito.(Hefez (2011))
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Para compreender melhor o problema, vamos iniciar com dois exemplos, atribuindo
diferentes valores para N e n, determinando estratégias de vitoria, para em seguida gene-

ralizarmos tais estratégias, obtendo a estratégia maxima.

Exemplo 1:

Suponhamos N = 15 e n = 3, ou seja, 0 jogo se inicia com 15 palitos e cada jogador

poderd retirar, em sua vez, 1, 2 ou 3 palitos.

Figura 3.18: Variante | - Configuracgao inicial com 15 palitos

Encontrando a estratégia vencedora:

Sejam A e B os jogadores a disputar a partida, suponhamos que o jogador A é
aquele que fard o primeiro movimento. Fagcamos uma analise do fim para o comec¢o do

jogo para determinar a estratégia que conduzira o jogador A a vitéria:

1. Sabe-se que o perdedor é aquele que retira o ultimo palito, portanto, A devera deixar

1 palito para B e assim garantir a vitoria;

2. Para que A possa deixar exatamente 1 palito para B € necessario que B tenha dei-
xado sobre a mesa 2, 3 ou 4 palitos (se B deixa 2 palitos A retira 1, se B deixa 3

palitos A retira 2 e se B deixa 4 palitos A retira 3);

3. Para garantir que B deixara 2, 3 ou 4 palitos, basta que A deixe 5 palitos sobre a

mesa (se B retira 1 sobram 4, se B retira 2 sobram 3 e se B retira 3 sobram 2);

4. Para que A possa deixar exatamente 5 palitos para B é necessario que B tenha
deixado sobre a mesa 6, 7 ou 8 palitos (se B deixa 6 palitos A retira 1, se B deixa 7

palitos A retira 2 e se B deixa 8 palitos A retira 3);
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5. Para garantir que B deixara 6, 7 ou 8 palitos, basta que A deixe 9 palitos sobre a

mesa (se B retira 1 sobram 8, se B retira 2 sobram 7 e se B retira 3 sobram 6);

6. Para que A possa deixar exatamente 9 palitos para B € necessario que B tenha
deixado sobre a mesa 10, 11 ou 12 palitos (se B deixa 10 palitos A retira 1, se B

deixa 11 palitos A retira 2 e se B deixa 12 palitos A retira 3);

7. Para garantir que B deixara 10, 11 ou 12 palitos, basta que A deixe 13 palitos sobre

a mesa (se B retira 1 sobram 12, se B retira 2 sobram 11 e se B retira 3 sobram 10);

8. Para deixar 13 palitos sobre a mesa, basta que A retire 2 palitos em sua primeira

jogada e assim possa garantir a vitoria.

Observacao:

E comum designar as posicdes (quantidades de palitos) que dio a vitéria ao jogador
que as deixou para o adversario por posigdes P (do inglés previous) e as demais posigoes

por posicoes N (do inglés next).

llustrando a situacao:

er b ) ¥ 4 ¥ LYJ
etapa 4 etapa 3

eapal etapa 2 etapa 3

Figura 3.19: Variante | - Etapas para vitoria no exemplo 1

» Etapa 1 - O jogador A retira 2 palitos;

» Etapas 2, 3 e 4 - Apés a retirada de B, A retira palitos de modo que a soma da jogada

de B com a sua prépria jogada resulte na retirada de 4 palitos;

» Etapa 5 - Resta apenas um palito para B retirar. O jogador A vence.
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Dizemos que séo posicées P: 1,5,9 e 13.

Exemplo 2:

Suponhamos N = 23 e n = 5, ou seja, 0 jogo se inicia com 23 palitos e cada jogador

podera retirar, em sua vez, 1, 2, 3, 4 ou 5 palitos.

Figura 3.20: Variante | - Configuracao inicial com 23 palitos

Encontrando a estratégia vencedora:

De modo semelhante ao exemplo 1, sejam A e B os jogadores a disputar a partida,

suponhamos que o jogador A é aquele que fara o primeiro movimento. Facamos a analise:

1. A devera deixar 1 palito para B e assim garantir a vitoria;

2. Para que A possa deixar exatamente 1 palito para B € necessario que B tenha dei-

xado sobre a mesa 2, 3, 4, 5 ou 6 palitos;

3. Para garantir que B deixara 2, 3, 4, 5 ou 6 palitos, basta que A deixe 7 palitos sobre

a mesa;

4. Para que A possa deixar exatamente 7 palitos para B é necessario que B tenha

deixado sobre a mesa 8, 9, 10, 11 ou 12 palitos;

5. Para garantir que B deixara 8, 9, 10, 11 ou 12 palitos, basta que A deixe 13 palitos

sobre a mesa;

6. Para que A possa deixar exatamente 13 palitos para B € necessario que B tenha

deixado sobre a mesa 14, 15, 16, 17 ou 18 palitos;

7. Para garantir que B deixara 14, 15, 16, 17 ou 18 palitos, basta que A deixe 19 palitos

sobre a mesa;
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8. Para deixar 19 palitos sobre a mesa, basta que A retire 4 palitos em sua primeira

jogada e assim possa garantir a vitoria.

llustrando a situagao:

A A A A
¥ Y Y Y |

atapa 1 atapa 2 atapa 3 =tapa 4 atapa 3

Figura 3.21: Variante | - Etapas para vitéria no exemplo 2

» Etapa 1 - O jogador A retira 4 palitos;

» Etapas 2, 3 e 4 - Apés a retirada de B, A retira palitos de modo que a soma da jogada

de B com a sua propria jogada resulte na retirada de 6 palitos;

» Etapa 5 - Resta apenas um palito para B retirar. O jogador A vence.

Dizemos que séo posi¢cées P:1,7,13 e 19.

Generalizando e determinando a estratégia maxima:

Apo6s analisarmos estes dois exemplos, podemos notar um padrao:

* Os palitos sdo separados em grupos de n + 1 palitos;

» Os palitos restantes sdo separados em dois grupos, um de apenas 1 palito (o palito
que deve ser deixado para que o adversario perca o0 jogo) e outro com os demais

palitos que restaram;

A primeira jogada do jogador A é sempre a de retirar os "demais palitos restantes”, ou

seja, apods separar os N palitos iniciais em grupos de n + 1 palitos, dentre os que nao
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fizerem parte de nenhum desses grupos o jogador A deixa apenas um palito sobre a

mesa.

Seja k o numero de grupos com n + 1 palitos, ou seja, o quociente da Divisdo
Euclidiana de N por n + 1. Seja r o numero de palitos que nao pertencem a nenhum dos k
grupos, ou seja, o resto da Divisdo Euclidiana de N por n + 1. Observamos que o numero

de palitos no inicio do jogo (N) pode ser representado da seguinte forma:

N=kn+1)+r

Assim, como r é o resto da Divisdo Euclidiana de N por n + 1, é facil notar que a
primeira jogada a ser efetuada pelo jogador A devera ser retirar r— 1 palitos. Dai em diante,
basta que o jogador A "complete"a jogada do jogador B de modo a formar grupos de n + 1

palitos.

llustrando a situagao:

A A I\ A A
f ¥ ¥ ¥ Yoo
Grupeds  Grupo de Grupo de Gruopede  Grupode Grupo de
r—1palitos, n+ 1palites n+1palifos n+1palilos n+1 palites |1 palite
. S
“‘-\'I/-r”

k prupes de n + 1 palitos

kin+1)+r

Figura 3.22: Variante | - Etapas para vitéria no caso geral
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» Na primeira jogada, apdés realizar mentalmente a divisdo de N por n+1, determinando
o valor de r, o jogador A retira r — 1 palitos;

» Da segunda jogada em diante o jogador A "completa"a jogada do jogador B de modo

que a soma de suas jogadas resulte em n + 1 palitos;

» Resta 1 palito para que o jogador B retire. O jogador A vence.

As posicoes P sao:

Ll14+n+1),1+2(n+1),1+3n+1),..,1+k(n+1)

Observacao 1:

Pode ser observado na descri¢cao desta variante do jogo de Nim que nao se permite
que nem N nem N — 1 sejam multiplos de n + 1, logo, necessariamente teremos r > 1
e consequentemente ndo ha a possibilidade de a estratégia maxima ser utilizada pelo
jogador B. Caso ndo houvesse esta restricao, as configuracoes iniciais que favoreceriam o

jogador B, seriam da forma:

N=kn+1)+r
onder=1

Se o resto da Divis&do Euclidiana de N por n + 1 for igual a 1, a estratégia maxima pode

ser utilizada apenas pelo jogador B.

Observacao 2:

O caso em que o resto r é nulo € favoravel ao jogador A, pois bastaria que em sua
primeira jogada ele "desmontasse"um dos grupos de n+ 1 palitos de modo a deixar apenas

1 palito desse grupo, ou seja, ele deveria retirar exatamente n palitos.

3.2.3 Estratégia Maxima - Variante Il

A descricao do jogo:
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Dispbe-se sobre uma mesa um certo numero N de palitos e estipula-se que cada
jJogador, na sua vez, possa retirar, no minimo, 1 palito e, no maximo, um namero
n pré-fixado de palitos, comn > 1. Supbe-se, ainda, que N nao seja multiplo de

n + 1. Ganha o jogador que retirar o ultimo palito.(Hefez (2011))

Assim como foi feito na Variante |, vamos iniciar com dois exemplos, determinando

estratégias de vitdria, para em seguida generalizarmos tais estratégias.

Exemplo 1:

Suponhamos N = 13 e n = 3, ou seja, 0 jogo se inicia com 13 palitos e cada jogador

poderd retirar, em sua vez, 1, 2 ou 3 palitos.

Figura 3.23: Variante Il - Configuracao inicial com 13 palitos

Encontrando a estratégia vencedora:

Sejam A e B os jogadores a disputar a partida, suponhamos que o jogador A é
aquele que fara o primeiro movimento. Facamos uma analise do fim para o comec¢o do

jogo para determinar a estratégia que conduzira o jogador A a vitéria:

1. Sabe-se que o vencedor é aquele que retira o ultimo palito, portanto, A devera "obri-

gar"B a deixar 1, 2 ou 3 palitos sobre a mesa, para assim garantir a vitoria;

2. Para garantir que B deixara 1, 2 ou 3 palitos, basta que A deixe 4 palitos sobre a

mesa (se B retira 1 sobram 3, se B retira 2 sobram 2 e se B retira 3 sobra 1);

3. Para que A possa deixar exatamente 4 palitos para B é necessario que B tenha
deixado sobre a mesa 5, 6 ou 7 palitos (se B deixa 5 palitos A retira 1, se B deixa 6

palitos A retira 2 e se B deixa 7 palitos A retira 3);
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4. Para garantir que B deixara 5, 6 ou 7 palitos, basta que A deixe 8 palitos sobre a

mesa (se B retira 1 sobram 7, se B retira 2 sobram 6 e se B retira 3 sobram 5);

5. Para que A possa deixar exatamente 8 palitos para B é necessario que B tenha
deixado sobre a mesa 9, 10 ou 11 palitos (se B deixa 9 palitos A retira 1, se B deixa

10 palitos A retira 2 e se B deixa 11 palitos A retira 3);

6. Para garantir que B deixara 9, 10 ou 11 palitos, basta que A deixe 12 palitos sobre a

mesa (se B retira 1 sobram 11, se B retira 2 sobram 10 e se B retira 3 sobram 9);

7. Para deixar 12 palitos sobre a mesa, basta que A retire 1 palito em sua primeira

jogada e assim possa garantir a vitoria.

llustrando a situagao:

LFJLVA“T’ATI

etapa 1 etapa 2 etapa 3 etapa 4

Figura 3.24: Variante Il - Etapas para vitéria no exemplo 1

» Etapa 1 - O jogador A retira 1 palito;

» Etapas 2, 3 e 4 - ApOs a retirada de B, A retira palitos de modo que a soma da jogada
de B com a sua prépria jogada resulte na retirada de 4 palitos garantindo assim a

vitoria;

As posicdes P sdo: 0,4,8¢e 12.
Exemplo 2:

Suponhamos N =25 e n = 6, ou seja, 0 jogo se inicia com 25 palitos e cada jogador

poderd retirar, em sua vez, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 palitos.
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Figura 3.25: Variante Il - Configuragao inicial com 25 palitos

Encontrando a estratégia vencedora:

Do mesmo modo que foi feito no exemplo 1, sejam A e B os dois jogadores a dis-
putar esta partida, suponhamos também que o jogador A é aquele que fard o primeiro
movimento, logo, naturalmente, o jogador B é o segundo a efetuar jogadas. Facamos

agora a analise:
1. Sabe-se que o vencedor é aquele que retira o ultimo palito, portanto, A devera "obri-
gar"B a deixar 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 palitos sobre a mesa, para assim garantir a vitéria;

2. Para garantir que B deixara 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 palitos, basta que A deixe 7 palitos

sobre a mesa;

3. Para que A possa deixar exatamente 7 palitos para B é necessario que B tenha

deixado sobre a mesa 8, 9, 10, 11, 12 ou 13 palitos;

4. Para garantir que B deixara 8, 9, 10, 11, 12 ou 13 palitos, basta que A deixe 14 palitos

sobre a mesa;

5. Para que A possa deixar exatamente 14 palitos para B é necessario que B tenha

deixado sobre a mesa 15, 16, 17, 18, 19 ou 20 palitos;

6. Para garantir que B deixara 15, 16, 17, 18, 19 ou 20 palitos, basta que A deixe 21

palitos sobre a mesa;

7. Para deixar 21 palitos sobre a mesa, basta que A retire 4 palitos em sua primeira

jogada e assim possa garantir a vitéria.

llustrando a situagao:
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S

A A
¥ Y ¥ Y
stapa | etapa stapa 3 stapa 4

Figura 3.26: Variante Il - Etapas para vitoria no exemplo 2

» Etapa 1 - O jogador A retira 4 palitos;

» Etapas 2, 3 e 4 - ApOs a retirada de B, A retira palitos de modo que a soma da jogada
de B com a sua prépria jogada resulte na retirada de 7 palitos garantindo assim a

vitoria;

As posicbes P sdo: 0,7, 14 e 21.
Generalizando e determinando a estratégia maxima:

Assim como na Variante |, apés analisarmos estes dois exemplos, podemos notar

um padrao:

» Os palitos sdo separados em grupos de n + 1 palitos e mais um grupo com os palitos

que sobram;

» A primeira jogada do jogador A é sempre a de retirar os "palitos que sobram", ou
seja, apds separar os N palitos iniciais em grupos de n + 1 palitos, o jogador A retira

os palitos que nao ficaram em nenhum desses grupos de n + 1 palitos.

Seja k o numero de grupos com n + 1 palitos, ou seja, o quociente da Divisdo
Euclidiana de N por n + 1. Seja r o numero de palitos que nao pertencem a nenhum dos k
grupos, ou seja, o resto da Divisdo Euclidiana de N por n + 1. Observamos que o0 numero

de palitos no inicio do jogo (N) pode ser representado da seguinte forma:
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N=kn+1)+r

Assim, como r € o resto da Divisdo Euclidiana de N por n + 1, é facil notar que a pri-
meira jogada a ser efetuada pelo jogador A devera ser retirar r palitos. Dai em diante, basta

que o jogador A "complete"a jogada do jogador B de modo a formar grupos de n+ 1 palitos.

llustando a situacéo:

A A I A
Y ¥ ¥ [ ¥
Grupo de Grupo de Grupo de Grupo de Grupo de
t palifos 1"1*1:_ | mlitos n+ 1 palitos n+ 1 palitos n+1 palites

A
YT
k grupos de n + 1 palitos

En+1)+r

Figura 3.27: Variante Il - Etapas para vitoria no caso geral

» Na primeira jogada, apés realizar mentalmente a divisdo de N por n + 1, determinando

o valor de r, o jogador A retira r palitos;

» Da segunda jogada em diante o jogador A "completa"a jogada do jogador B de modo

que a soma de suas jogadas resulte em n + 1 palitos garantindo assim a vitoria;

As posicoes P sao:

O,n+1,2(n+1),3(n+1),....k(n+1)
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Observacao:

Pode ser observado na descricdo desta variante do jogo de Nim que nao se permite
que N seja multiplo de n + 1, logo, necessariamente teremos » > 1 e consequentemente
nao ha a possibilidade de a estratégia maxima ser utilizada pelo jogador B. Caso nao
houvesse esta restricao, as configuragdes iniciais que favoreceriam o jogador B, seriam da

forma:

N=kn+1)+r

onder=0

Se o resto da Divisdo Euclidiana de N por n + 1 for igual a 0, a estratégia maxima

pode ser utilizada apenas pelo jogador B.

3.2.4 Estratégia Maxima - Variante lll

A descri¢ao do jogo:

Dispbe-se sobre uma mesa n fileiras de palitos, onde as fileiras de numero 1, 2,
..., N possuem, respectivamente, 1, x», ..., x,, palitos. Cada jogador, em sua vez, devera
escolher uma das n fileiras e dela retirar no minimo 1 palito e no maximo toda a fileira. Sera

0 vencedor aquele que retirar o ultimo palito.

Dependendo do numero n de fileiras e das quantidades z1, x», ..., x,, de palitos por
fileira, esta variante do jogo de Nim pode apresentar desde configuracées extremamente
simples até configuragdes bastante complexas, as quais exigem, além do raciocinio légico-
dedutivo, a utilizacdo de uma teoria matematica bastante interessante. Vamos iniciar nosso
estudo apresentando uma sequéncia de exemplos, em ordem crescente de complexidade,
e posteriormente introduziremos a teoria a qual nos referimos no momento em que ela se

apresentar conveniente para a obtencao da estratégia vitoriosa.
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Estudo dos casos mais simples

Como foi feito nas duas Variantes do jogo de Nim tratadas anteriormente, consi-
deraremos que o jogador a efetuar a primeira jogada serd chamado de jogador A e seu
adversario de jogador B, além disso, o estudo sera dividido em casos de acordo com o

valor de n.

Caso 1: n =1, ou seja, apenas uma fileira de palitos.

Rapidamente percebe-se que este caso néo oferece dificuldade, tendo em vista que
0 jogador A certamente vencera o jogo, pois, independentemente do niumero de palitos,

basta que ele retire todos os palitos de uma Unica vez.

Figura 3.28: Variante Il - Apenas uma fileira

A Unica posicao P (posigao que da a vitoria aquele que a deixou para o adversario)
€ 0, portanto, em seu 1° movimento, o jogador A, simplesmente, retira todos os palitos e

vence a partida.

Caso 2: n = 2, ou seja, duas fileiras de palitos.

Neste caso a estratégia vitoriosa é bastante simples (desde que suponhamos z; #
Z2), POis basta que o jogador A iguale o numero de palitos em ambas as fileiras e em se-
guida copie a jogada do adversario, ou seja, a quantidade de palitos que o jogador B retirar

de uma fileira serd também retirada da outra fileira pelo jogador A.

Exemplo 1:

Suponhamos x; = 3 e x, = 4.
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A partida se inicia com 3 palitos na 12 fileira e 4 palitos na 2°.

Figura 3.29: Variante Il - Duas fileiras (3 e 4 palitos)

Em sua primeira jogada, o jogador A retira 1 palito da 22 fileira.

Figura 3.30: Variante lll - Retiradas com duas fileiras (3 e 3 palitos)

O jogador B, em seu primeiro lance, opta por retirar 1 palito da 12 fileira e o jogador

A responde retirando, novamente, 1 palito da 22 fileira, igualando-a com a 12 fileira.

Figura 3.31: Variante Ill - Retiradas com duas fileiras (2 e 2 palitos)

Sabendo que retirar uma fileira inteira daria a vitéria ao adversério, o jogador B
decide, retirar 1 palito da 22 fileira. O jogador A retira 1 palito da 1? fileira, novamente,

igualando-as.

Figura 3.32: Variante Il - Retiradas com duas fileiras (1 e 1 palitos)

Sem chances de vencer, B retira 1 palito da 12 fileira e deixa o ultimo palito para que

|

Figura 3.33: Variante Il - Retiradas com duas fileiras (0 e 1 palito)

A confirme sua vitéria.

A estratégia utilizada acima pelo jogador A pode ser estendida para quaisquer va-

lores de z; e x5 (lembrando-se da Unica restricdo de que x; # x3), pois, devido aos
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simples fatos de a quantidade de palitos ser finita e a cada jogada essa quantidade obri-
gatoriamente se reduzir, em algum momento o jogador B deixard uma das fileiras vazias e
bastara ao jogador A igualar a outra fileira, como ocorreu no caso em que r; = 3 € x5 = 4,

vencendo 0 jogo.

As posicdes P, no caso de duas fileiras, sdo da forma z; = xs.

Observacgao:

Se iniciarmos o jogo com x; = x5 a estratégia vitoriosa pertencera ao jogador B,
pois, apos a jogada de A sera ele que terd a oportunidade de igualar as quantidades de

palitos nas duas fileiras.
Caso 3: n = 3, ou seja, trés fileiras de palitos.

O caso do jogo de Nim com 3 fileiras ndo é tdo simples quanto os ja apresentados,
embora possamos encontrar algumas configuracdes de facil andlise. Vejamos algumas

delas:

Exemplo 1:
Suponhamos =1 # x5 = x3. Digamos vy =3 exy =123 =4

O jogo se inicia com 3 palitos na 12 fileira e 4 palitos na 3% e 42 fileiras.

mo Mmoo

Figura 3.34: Variante Ill - Trés fileiras (3, 4 e 4 palitos)

O jogador A retira toda a 1?2 fileira em sua primeira jogada.

i m

Figura 3.35: Variante Il - Retiradas com trés fileiras (0, 4 e 4 palitos)

Apoés a retirada da 12 fileira observa-se que restam duas fileiras com igual quanti-
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dade de palitos, portanto, basta ao jogador A proceder como no caso do jogo com apenas

duas fileiras, copiando as jogadas do jogador B e assim garantindo a vitoria.

Nota-se que qualquer configuragéo inicial (com n = 3) que possua duas ou trés fi-
leiras com igual quantidade de palitos é bastante simples, tendo em vista que ela se reduz
facilmente ao caso de duas fileiras, bastando para isso que o jogador A retire todos os
palitos de uma das fileiras, deixando para o jogador B duas fileiras com igual quantidade

de palitos.

Exemplo 2:
Suponhamos x1 = 1,25, =2 € x3 = 4.

A pequena quantidade de palitos permite uma analise relativamente simples:

O jogador A nao pode iniciar eliminando totalmente nenhuma das trés fileiras, pois
neste caso o jogador B teria a oportunidade de igualar as duas fileiras restantes (ver

caso com n = 2) e facilmente venceria 0 jogo;

» O jogador A nao pode iniciar igualando duas fileiras, pois neste caso o jogador B reti-
raria a outra fileira e, mais uma vez, restariam duas fileiras com a mesma quantidade

de palitos para o jogador A o que fatalmente o levaria a derrota;

» Para cumprir as duas condi¢des anteriores, a unica possibilidade para o jogador A é

retirar 1 palito da 32 fileira;

» Apds o movimento correto de A (retirar 1 palito da 32 fileira), qualquer movimento de
B levaria ou na eliminagao de uma fileira inteira ou em igualar duas das fileiras, o que

deixaria o jogador A em vantagem para chegar a vitéria.

0 m

Figura 3.36: Variante IIl - Trés fileiras (1, 2 e 4 palitos)

Para dirimir quaisquer duvidas, observemos as possibilidades envolvidas mais de-

talhadamente:
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 Possibilidade 1: se A retira toda a 12 fileira, B poderd retirar dois palitos da 32 fileira

e, assim, ficar em vantagem;

pnm — o -

Figura 3.37: Variante Ill - Possibilidade 1

 Possibilidade 2: se A retira toda a 2° fileira, B podera retirar trés palitos da 32 fileira e

ficar em vantagem;

P —rm -1t

Figura 3.38: Variante Ill - Possibilidade 2

 Possibilidade 3: se A retira toda a 3? fileira, B podera retirar um palito da 22 fileira e

ficar em vantagem;

pamm— 0 -1

Figura 3.39: Variante Ill - Possibilidade 3

* Possibilidade 4: se A retira um palito da 22 fileira, igualando-a com a 12 fileira, B po-

dera retirar toda a 3? fileira e ficar em vantagem;

pom—ormm—11

Figura 3.40: Variante IIl - Possibilidade 4

 Possibilidade 5: se A retira dois palitos da 3? fileira, igualando-a com a 22 fileira, B

poderd retirar toda a 12 fileira e ficar em vantagem;
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Tnm —tnn—mn

Figura 3.41: Variante IIl - Possibilidade 5

 Possibilidade 6: se A retira trés palitos da 3? fileira, igualando-a com a 12 fileira, B

poderd retirar toda a 22 fileira e ficar em vantagem;

tnm— -1l

Figura 3.42: Variante Ill - Possibilidade 6

 Possibilidade 7: A Unica jogada que da a vantagem ao jogador A é a retirada de um
palito da 3? fileira, deixando a configuracdo z; = 1, zo = 2 e x3 = 3, assim, o jogador

B nao terd nenhuma jogada favoravel, como poderemos observar a seguir.

T omm

Figura 3.43: Variante IIl - Possibilidade 7

+ Possibilidade 7A: se B retirar um palito da 22 fileira, A retira toda a 32 fileira;

pnm—1rm—1l

Figura 3.44: Variante Ill - Possibilidade 7A

 Possibilidade 7B: se B retirar um palito da 32 fileira, A retira toda 1?2 fileira;

fmm—-tnn—aun

Figura 3.45: Variante Ill - Possibilidade 7B
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» Possibilidade 7C: se B retirar dois palitos da 32 fileira, A retira toda 22 fileira;

Tnm—tmt -1l

Figura 3.46: Variante Ill - Possibilidade 7C

 Possibilidade 7D: se B retirar toda 12 fileira, A retira um palito da 32 fileira;

rm—-nm—1ann

Figura 3.47: Variante Ill - Possibilidade 7D

 Possibilidade 7E: se B retirar toda 22 fileira, A retira dois palitos da 3? fileira;

Tnm— rm— 1t

Figura 3.48: Variante IIl - Possibilidade 7E

 Possibilidade 7F: se B retirar toda 3? fileira, A retira um palito da 22 fileira;

rom—-am—1It

Figura 3.49: Variante lll - Possibilidade 7F

Apés o jogador A retirar um palito da 3? fileira, todas as configuracbes que podem
ser obtidas pelo jogador B sdo favoraveis ao jogador A e, portanto, este esta de posse da

estratégia vencedora.

Se representarmos as quantidades de palitos em cada fileira como a tripla ordenada
(r1, 79, x3), as posicdes P neste exemplo serdo: (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (0,2,2) e
(1,2,3).
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No exemplo acima, ndo é dificil para o jogador A obter uma estratégia vencedora
devido ao numero reduzido de palitos, porém, se a quantidade de palitos for aumentada um
pouco mais a obtengdo de tal estratégia torna-se bastante trabalhosa, exigindo, por parte
do jogador, uma analise detalhada de todas as possibilidades envolvidas, o que despende-
ria um grande tempo e esforco. Assim, parece haver a necessidade de outra abordagem
da situacao, para que se possa obter as estratégias vencedoras de uma forma mais sim-

ples e direta.

A Teoria de Bouton

O matematico Charles L. Bouton desenvolveu um método simples e pratico para de-
terminar a estratégia maxima no jogo de Nim, mas para compreender esse método vamos
precisar, inicialmente, falar sobre os Numeros Naturais no Sistema de Numeracao Binario

e, em seguida, introduzir uma nova operagao nos naturais, a "Soma Nim".

Um pouco sobre o Sistema de Numeracao Binario

Desde muito cedo nos habituamos ao Sistema de Numeragao Decimal Posicional,
pois, € ele que utilizamos em nosso cotidiano. Como sabemos, o sistema é dito decimal
porque sao utilizados dez simbolos, chamados algarismos, na escrita dos numeros, sao
eles: 1, 2, 3, 4,5,6,7, 8,9, 0. Sabe-se também que a posicdo ocupada por cada
simbolo dentro do numero interfere em seu valor, por esse motivo, o sistema é chamado

de posicional.

Dada a sua natureza posicional, sabemos que, por exemplo, os nimeros 345 e 543
sao diferentes. Na verdade, pode-se dizer que 345 e 543 é uma forma resumida de se

escrever esses nUmeros, pois:

345 =100 x 3+ 10 x4+ 1 x 5= (10)> x 3+ (10)" x 4+ (10)° x 5

543 =100 x 5+ 10 x 4 + 1 x 3 = (10)> x 5+ (10)" x 4+ (10)° x 3

Dizemos que nosso sistema é de base 10, pois, qualquer numero pode ser escrito

como soma de multiplos de poténcias distintas de 10.
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Embora o sistema decimal se destaque por ser universalmente difundido e utilizado,
ele ndo é o unico sistema de numeracgao posicional importante, em computacao, por exem-
plo, € indispensavel o uso do sistema binario, sobre o qual falaremos agora devido a sua

relagcdo com o jogo de Nim.

O Sistema de Numeracgao Binario utiliza apenas os algarismos 1 e 0 para represen-
tar qualquer nimero e, assim como no sistema decimal, a posicao também é relevante. No
sistema binario pode-se escrever qualquer numero como soma de multiplos de poténcias

distintas de 2, portanto, trata-se de um sistema de base 2.

Para representar no sistema binario um nimero que esté inicialmente representado
no sistema decimal, devemos primeiramente escrevé-lo como soma de multiplos de potén-
cias distintas de 2 (as poténcias devem estar em ordem decrescente) e, em seguida, tomar

os fatores 0 e 1 que aparecem multiplicando essas poténcias, na ordem em que estao.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1:

Representar os numeros 3 e 6 na base 2.

3=2x14+1x1=2'x1+2"x1

Trés escrito na base 10 equivale a onze escrito na base 2.

3= (1),

6=4x14+2x1=22x14+2'x1+2°%0

Seis escrito na base 10 equivale a cento e dez escrito na base 2.

6 = (110),

Exemplo 2:

Representar os numeros 10 e 22 na base 2:
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10=8x144x04+2x1+1x0=22x1+22%x0+2"x1+2°%0

Dez escrito na base 10 equivale a mil e dez escrito na base 2.

10 = (1010),

22=16x1+8x04+4x1+2x1+1x0

= 1 4+2x0+22x1+2'x1+2°%0

Vinte e dois escrito na base 10 equivale a dez mil cento e dez escrito na base 2.

6 = (10110),

De modo geral, a representacao na base 2 de um numero natural k qualquer, inici-

almente, escrito na base 10, pode ser obtida do seguinte modo:

Sejam k e n numeros naturais e a; € {0,1},i =0,1,...,n.

» Escrevemos k como soma de multiplos de poténcias distintas de 2 (na base 10);

k=a,2" + apm-12"Y + .+ @922 + 412" + ap2°

» Escrevemos cada a; que surge na decomposi¢cao na ordem em que aparecem;

(k)2 = ApQ(n-1) * * * A201040

Para escrever na base 10 um namero que, inicialmente, estava escrito na base 2,

basta proceder de forma inversa ao exposto acima.

Exemplo 3:

Representar o numero binério 101 na base 10:

22 x14+2'x04+22x1=4x14+42x0+1x1=5
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Cento e um escrito na base 2 equivale a cinco na base 10. (101), =5

Exemplo 4:

Representar o nimero binario 11011 na base 10:

%1 4+2x14+22%x0+2'%x14+2°%x1=16+8+0+2+1=27

Onze mil e onze escrito na base 2 equivale a vinte e sete na base 10. (11011), = 27

Exemplo 5:

Representar os dez primeiros naturais em base 2:

Base 10 | Soma de multiplos de ponténcias distintas de 2 | Base 2
1 20 %1 1
2 21 x14+2°%x0 10
3 2l x14+2°x1 11
4 22x14+2x0+2°%0 100
5 22x14+28x0+2°%x1 101
6 22x14+28x1+2°%0 110
7 22x14+2tx1+2°%x1 111
8 B Xx1+22x0+2'x0+2°%x0 1000
9 2 x1+22x0+2'x04+2°x1 1001
10 2 x1+22x0+2'x14+2°%0 1010

Tabela 3.3: Os dez primeiros naturais em base 2

Sabendo representar os naturais em base 2, podemos prosseguir e compreender

como funciona esta nova operacgao, criada por Bouton, que hoje se conhece por Soma Nim.

Soma Nim: uma nova operacao

A estratégia maxima no jogo de Nim pode ser obtida utilizando-se uma nova operagao
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nos naturais denominada Soma Nim (ver A.7.1). A Soma Nim de dois ou mais numeros

naturais ny, ny, ns, - - -, Ny Sera representada da seguinte maneira:

nl@nQ@ng@---@nk

Para determinar a Soma Nim de dois ou mais numeros naturais vamos proceder da

seguinte forma:

» Escrevemos os niumeros em notacao binaria;

» Dispomos os numeros (em notacéao binaria) como se féssemos aplicar o algoritmo da
adicao usual, ou seja, colocamos "unidade sobre unidade", "dezena sobre dezena",

"centena sobre centena"e assim por diante;

» Efetuamos, separadamente, a soma de todos os algarismos das unidades, de todos

os algarismos das dezenas, de todos os algarismos das centenas e assim por diante;

+ Verificamos se as somas descritas acima resultam em numeros pares ou impares,
colocando, na posi¢ao onde ficaria o resultado, o numero 0 (zero) em caso de soma

par € o nimero 1 (um) em caso de soma impar.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1:

Determinar a Soma Nim de 3 e 5.

5= (101),
11
101
110

Figura 3.50: Soma Nimde 3 e 5

Asisim, temos: 3 ® 5 = (110); = 6
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Exemplo 2: Determinar a Soma Nim de 2, 4 e 6.

2 = (10),

4 = (100),

6 = (110),
10
100
110
000

Figura 3.51: Soma Nimde 2,4 e 6

Assim, temos: 2© 4@ 6 = (000); =0

Exemplo 3:

Determinar a Soma Nimde 1,7, 9, e 12.

1= (1)

7= (111),

9 = (1001),

12 = (1100),

1

111
1001
110D
011

Figura 3.52: Soma Nimde 1,7,9e 12

Assim, temos: 1 7@ 9@ 12 = (11), =3

Esta nova operacao é importante para a determinacao da estratégia maxima no jogo

de Nim porque Bouton foi capaz de caracterizar as posi¢coes P (posicées que dao a vitoria
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ao jogador que as deixar para o adversario) do jogo de acordo com o valor da soma Nim

das quantidades de objetos (em nosso caso palitos) em cada fileira.

A Soma Nim nula e a estratégia maxima

Determinar a estratégia maxima no jogo de Nim torna-se, relativamente, simples se

considerarmos as seguintes constata¢des de Bouton (ver A.7.2):

« A Soma Nim ao fim do jogo é nula, ou seja, 0 jogo termina com zero objetos sobre a

mesa e, zero objetos equivale a uma Soma Nim igual a zero;

» O jogador que encontra, sobre a mesa, uma quantidade de objetos cuja Soma Nim
¢é diferente de zero, sempre, podera, com um movimento adequado, fazer com que a

Soma Nim da quantidade de objetos restantes se torne zero;

» O jogador que encontra, sobre a mesa, uma quantidade de objetos cuja Soma Nim é
igual a zero, independentemente do movimento que realizar, deixara uma quantidade

de objetos cuja Soma Nim sera, necessariamente, diferente de zero.

Vejamos, na pratica, como utilizar a Soma Nim para determinar a estratégia maxima

no jogo de Nim.

Exemplo 1:
Consideremos a configuragao inicial comn = 3,21 = 1,20 = 2 € x3 = 4.

Esta configuracao inicial ja foi vista anteriormente e, de antemao, conhecemos a estra-
tégia maxima, em particular, sabemos que a 1? jogada deve ser a retirada de 1 palito da 32

fileira. Verifiquemos que ao utilizar a Soma Nim chegamos a mesma conclusao:

Escrevemos as quantidades em notacgao binaria:

1= (1)2, 2= (10)2 ed= (100)2

Efetuamos a Soma Nim:
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1 1
10 2
100 4

111 7

Figura 3.53: Soma Nimde 1,2e 4

Nota-se que néo se trata de uma posicao P, pois, a Soma Nim né&o é nula.

Determina-se uma Soma Nim nula que possa ser obtida a partir da Soma Nim an-

terior:
1 1
10 2
11 3
00 0

Figura 3.54: Soma Nimde 1,2 e 3

Observou-se que a unica possibilidade de obter uma posicao P seria a retirada de
1 palito da 3? fileira.

Podemos notar que, a partir da configuragdo atual, o proximo jogador (jogador B),
independentemente de seu movimento, ndo podera obter outra posicdo P, como ja era de

se esperar. Digamos, entdo, que ele tenha optado por também retirar 1 palito da 3? fileira,
deixando uma configuragdo correspondente a:

1 1

[

10
10

01 1

[

Figura 3.55: Soma Nimde 1,2e 2

E facil perceber que a préxima posicdo P sera obtida retirando-se o palito da 12

fileira, o que resulta na seguinte Soma Nim:
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10 2
10 2
00 0

Figura 3.56: Soma Nimde 2 e 2

Novamente, o jogador B ndo tem possibilidade de obter uma nova posigao P a partir
da posicao atual, mas digamos que ele decida retirar 1 palito da 2? fileira, chegando ao

seguinte:

[
L=J
(=)

[
[
Laa

Figura 3.57: Soma Nim 2 e 1

Ao jogador A basta retirar 1 palito da 12 fileira, para mais uma vez obter uma nova

posicao P.

Figura 3.58: Soma Nimde 1 e 1

A essa altura, o jogador B se vé obrigado a deixar apenas um palito para o jogador

A, que vencera o jogo.

Exemplo 2:
Consideremos a configuragao inicialcomn = 3,21 = 5,20 =7 e x3 = 9.

Esta configuracdo inicial, claramente, é mais complexa que qualquer outra vista
anteriormente. Determinar a estratégia maxima fazendo uso apenas do raciocinio l6gico

seria bastante trabalhoso. Utilizando a Soma Nim teriamos:

Escrevemos as quantidades em notacao binaria:
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5= (101)y, 7= (111)3 € 9 = (1001)
Efetuamos a Soma Nim:

101 3
111
1001 o
1011 11

Figura 3.59: Soma Nimde 5,7e 9

Nota-se que nao se trata de uma posicao P, pois, a Soma Nim néo € nula e, portanto,

o 1° a jogar (jogador A) € aquele que esta em vantagem.

Determina-se uma Soma Nim nula a partir da Soma Nim anterior:

101 5
111 7

10 2
000 0

Figura 3.60: Soma Nimde 5,7 e 2

O jogador A retira 7 palitos da 3? fileira obtendo uma Soma Nim nula.

Qualquer retirada do jogador B resultara em uma Soma Nim nao nula. Digamos,

entdo, que ele tenha optado por retirar 3 palitos da 22 fileira, obtendo o seguinte:

(=]

101
100 4
10

011

[}

Lad

Figura 3.61: Soma Nimde 5,4 e 2

E facil perceber que a préxima posicao P seré obtida retirando-se um palito da 32
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fileira, 0 que resulta na seguinte Soma Nim:

101
100
1

0

':l‘l—' de [}

Figura 3.62: Soma Nimde 5,4 e 1

Novamente, o jogador B ndo tem possibilidade de obter uma nova posicao P a partir

da posicao atual, mas digamos que ele decida retirar 1 palito da 2?2 fileira, chegando ao

seguinte:

111 7

Figura 3.63: Soma Nimde 5,3 e 1

Ao jogador A basta retirar 3 palitos da 1? fileira, para obter uma nova posicao P.

b

10
11
1 1

00 0

Laa

Figura 3.64: Soma Nimde 2,3 e 1

Nesse momento podemos notar que a configuracéo atual € idéntica (a nao ser pela
ordem das fileiras) a configuragdo obtida pelo jogador A no inicio do exemplo anterior e,

portanto, basta que o jogador A proceda da mesma maneira e, assim chegue a vitoria.

Independentemente do namero de fileiras e da quantidade de palitos em cada fi-

leira, podemos utilizar a Soma Nim para determinar a estratégia maxima e assim chegar
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facilmente a vitoria.

Exemplo 3:
Vejamos a configuragdo inicialcomn = 5,21 = 6,22 = 8,23 = 9,24 = 12 € x5 = 15.

Escrevemos as quantidades em notacgao binaria:

6 = (110),, 8 = (1000)2, 9 = (1001),, 12 = (1100), € 15 = (1111),

Efetuamos a Soma Nim:

110 6
1o 3
1001 O
1100 12
1111 15
0100 4

Figura 3.65: Soma Nimde 6, 8,9, 12¢e 15

Nota-se imediatamente que nao se trata de uma posicao P, pois, a Soma Nim nao

€ nula e, portanto, o 1° a jogar (jogador A) é aquele que iniciara esta nova partida em

vantagem.

Determina-se uma Soma Nim nula a partir da Soma Nim anterior:

10 2
1 OoCe0 3
1001 o
1 100 12
1111 15
LR O

Figura 3.66: Soma Nimde 2, 8,9, 12e 15

O jogador A retira 4 palitos da 12 fileira (note que neste caso ele poderia retirar 4

palitos de qualquer uma das outras fileiras) obtendo uma Soma Nim nula.
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Qualquer retirada do jogador B resultara em uma Soma Nim n&o nula. Digamos,

entdo, que ele tenha optado por retirar 5 palitos da 32 fileira, obtendo o seguinte:

10 2
L0 3
100 4
1100 12
1111 15
1101 13

Figura 3.67: Soma Nimde 2, 8,4, 12¢e 15

E facil perceber que a préxima posicdo P pode ser obtida retirando-se 13 palitos da

52 fileira (ha outras opg¢odes, verifique!), o que resulta na seguinte Soma Nim:

10 2
100 3
100 4
1100 12
10 2
On0ed 0

Figura 3.68: Soma Nimde 2, 8,4, 12e 2

Novamente, o jogador B ndo tem possibilidade de obter uma nova posigao P a partir
da posigao atual, mas digamos que ele decida retirar 3 palitos da 2? fileira, chegando ao

seqguinte:

10 2
101 ]
10 4

1100 12

10 2

1101 13

Figura 3.69: Soma Nimde 2, 5,4, 12¢e 2
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Observando a nova configuragcdo da Soma Nim, o jogador A retira 11 palitos da 42

fileira, e assim obtém novamente uma posigao P.

10 2
101 3
10D 4

1 1

10 2

Oe by 0

Figura 3.70: Soma Nimde 2,5,4,1e2

Suponhamos que desta vez o jogador B decidiu retirar 2 palitos da 3? fileira, dessa

forma chegamos a seguinte configuragdo de Soma Nim.

10 2
101 3
10 2

1 1
10 2
110 i

Figura 3.71: Soma Nimde 2,5,2,1e 2

Para retornar a uma posicao P, desta vez, basta que o jogador A apenas retire 2

palitos da 22 fileira, obtendo a configuragéao abaixo:

[

10
11
10

1 1
10
OO o

Lad

[

[

Figura 3.72: Soma Nimde 2, 3,2,1e2
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Digamos que o jogador B opte por retirar 1 palito da 22 fileira. Desta maneira, a nova

configuragdo da Soma Nim sera:

o]

10
10
10

1 1
10
01 1

o]

o]

o]

Figura 3.73: Soma Nimde 2,2,2,1e2

Ao observar a configuracdo da Soma Nim, o jogador A pode perceber facilmente

que deve eliminar a 42 fileira, obtendo o seguinte:

10 2
10 2
10 2
10 2
O 0

Figura 3.74: Soma Nimde 2,2,2e 2

Como todas as fileiras agora possuem apenas dois palitos, o jogador B se vé com

apenas duas opgoes:

* Retirar 2 palitos ou 1 palito de qualquer fileira;

» Retirar 2 palitos daria a vitéria ao jogador A, pois, este iria retirar outros 2 palitos,

deixando duas fileiras idénticas, caso que ja analisamos.

Retirar 1 palito parece ser a melhor opcao, digamos que da 12 fileira. Neste caso

chegamos a seguinte configuracao:
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1 1
10 2
10 2
10 2
11 3

Figura 3.75: Soma Nimde 1,2,2e 2

Daqui em diante fica facil perceber (mesmo sem utilizar a Soma Nim) quais séo as

jogadas que darao a vitéria ao jogador A.

A analise desses trés exemplos nos mostra a praticidade do método de Bouton, que
pode ser utilizado com qualquer numero de fileiras, inclusive nos casos de uma e duas

fileiras que ja haviam sido tratados anteriormente.

Concluimos que a estratégia maxima consiste em, a cada jogada, sempre deixar
quantidades de palitos, ao seu adversario, que possuam Soma Nim nula, desta maneira

ele ndo terd possibilidade de vitéria.



Capitulo 4

Propostas de uso didatico de Jogos

Matematicos

Neste capitulo vamos apresentar propostas de uso didatico, em sala de aula, de al-
gumas variantes da familia dos jogos Nim e do jogo Torre de Handi. O capitulo estara
subdividido em trés sessdes, nas quais discorreremos, respectivamente, sobre:

+ As vantagens e desvantagens do uso de jogos em ambito educacional;

» A metodologia a ser utilizada quando da pratica em sala de aula;

» A aplicagdo em si, descrevendo regras, materiais a serem empregados e 0s conteu-

dos e/ou competéncias especificas que se desejam trabalhar com cada jogo.

4.1 Vantagens e Desvantagens do uso de jogos em am-

bito educacional

A presente sessao é totalmente destinada a apresentar o conjunto das principais van-
tagens e desvantagens da utilizagdo de jogos no contexto de ensino-aprendizagem. Se-

gundo Grando (2000), sao elas:

Vantagens

» Fixacao de conceitos ja aprendidos de uma forma motivadora para o aluno;

79
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* Introdugéo e desenvolvimento de conceitos de dificil compreenséo;

» Desenvolvimento de estratégias de resolugao de problemas (desafio dos jogos);
» Aprender a tomar decisdes e saber avalia-las;

+ Significacao para conceitos aparentemente incompreensiveis;

» Propicia o relacionamento de diferentes disciplinas (interdisciplinaridade);

» O jogo requer a participacéo ativa do aluno na construcdo do seu préprio conheci-

mento;

» O jogo favorece a socializacdo entre alunos e a conscientizagdo do trabalho em

equipe;
+ A utilizacao de jogos é um fator de motivacao para os alunos;

» Dentre outras coisas, 0 jogo favorece o desenvolvimento da criatividade, de senso
critico, da participagédo, da competicao "sadia", da observagao, das varias formas de

uso da linguagem e do resgate do prazer em aprender;

* As atividades em jogos podem ser utilizadas para reforgar ou recuperar habilidades

de que os alunos necessitem. Util no trabalho com alunos de diferentes niveis;

+ As atividades com jogos permitem ao professor identificar, diagnosticar alguns erros

de aprendizagem, as atitudes e as dificuldades dos alunos.

Desvantagens

» Quando os jogos sao mal utilizados, existe o perigo de dar ao jogo um carater pura-
mente aleatério, tornando-se um "apéndice"em sala de aula. Os alunos jogam e se

sentem motivados apenas pelo jogo, sem saber porque jogam;

+ O tempo gasto com as atividades de jogo em sala de aula é maior e, se o professor
nao estiver preparado, pode existir um sacrificio de outros conteudos pela falta de

tempo;

* A coercao do professor, exigindo que o aluno jogue, mesmo que ele ndo queira,

destruindo a voluntariedade pertencente a natureza do jogo;
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+ As falsas concepcdes de que devem ensinar todos os conceitos através dos jogos.
Entdo, as aulas, em geral, transformam-se em verdadeiros cassinos, também sem

sentido algum para o aluno;

» A perda de "ludicidade"do jogo pela interferéncia constante do professor, destruindo

a esséncia do jogo;

+ A dificuldade de acesso e disponibilidade de materiais e recursos sobre o0 uso de

j0gos no ensino, que possam vir a subsidiar o trabalho docente.

Ainda segundo Grando (2000), as vantagens e desvantagens acima expostas ...de-
vem ser refletidas e assumidas pelos educadores, ao se proporem a desenvolver um tra-

balho pedagdgico, com o0s jogos.

Com base nas vantagens e desvantagens do uso dos jogos em sala de aula apre-
sentadas por Grando, podemos concluir que a eficacia dos jogos como facilitador no pro-
cesso de ensino-aprendizagem depende de como eles serdo utilizados, pois, por mais
poderosa que nos possa parecer esta ferramenta que temos em maos, muito pouco ela

sera util se ndo soubermos como usa-la.

4.2 Metodologia

Consideramos que, a principio, a utilizacdo do jogo em sala de aula depende de uma
selecdo prévia, baseada no nivel de desenvolvimento e de maturidade da turma e dos
objetivos especificos tracados pelo professor, tais como introduzir ou reforcar determinado

conteudo ou sanar dificuldades anteriormente identificadas.

Apoés selecionar o jogo que melhor se adapte ao momento em questao, € hora de
levar o0 jogo a sala de aula e iniciar sua aplicacdo na pratica, o que pode, de modo geral,

ser feito de acordo com o esquema sugerido a seguir, que foi baseado em Grando (2000):

+ Conhecendo o material e as regras:
O aluno tem o seu primeiro contato com o material do jogo. Neste momento, em
muitos casos, € comum que eles brinquem com o material e até finjam que estao
efetuando jogadas, provavelmente, fazendo compara¢gdées com outros jogos ja co-

nhecidos, em seguida, o professor apresenta-lhes as regras do jogo, o que pode ser



82

feito de varias formas, como, por exemplo, através de uma simples leitura ou mesmo

da simulacéo de algumas jogadas ou até de partidas inteiras dependendo do jogo;

Aprendendo a jogar:

Acreditamos que, na maioria dos casos, € necessario que o aluno jogue, ao me-
nos algumas vezes, de forma totalmente descompromissada, como uma brincadeira,
para que possa internalizar as regras e desenvolver algum entendimento dos meca-

nismos do jogo;

Jogando e conversando sobre o jogo:

Ao perceber que os alunos ja assimilaram os mecanismos basicos do jogo, é hora
do professor fazer questionamentos e observacdes que os auxiliem a analisar suas
jogadas mais cuidadosamente, ajudando-os a identificar as possibilidades de joga-
das, fazer previsdes ou reconhecer jogadas feitas de forma "errada". A intengéo é
instiga-los de modo que iniciem a formulacédo de procedimentos e estratégias que

possam, de alguma maneira, estar relacionados a conceitos matematicos.

Observacao:

Em muitos casos, é extremamente importante que o aluno faga o registro dos pontos
marcados, dos célculos efetuados ou mesmo de cada jogada realizada durante al-
gumas partidas, pois, o registro facilita a percepcao de padrdes e regularidades, que
ajudam na formulagao de estratégias, além disso, o registro em si ja € uma forma de

levar o aluno a fazer uso da linguagem matematica;

Resolvendo problemas de jogo:

A apresentacao escrita de situacdes-problemas, relativas a momentos do jogo, leva
o aluno a uma andlise mais detalhada sobre situagcbes especificas que podem ser
presenciadas nas partidas, ajudando-o a aperfeicoar suas estratégias ou a formular
novos procedimentos, além disso, possibilita que o professor conduza o aluno, de
maneira mais direta, em direcao aos conceitos matematicos que devem ser trabalha-

dos;
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» Aplicando o que aprendeu:
Por fim, sugerimos que o aluno volte a jogar, agora de forma bem mais racional, uti-
lizando as estratégias e procedimentos formulados anteriormente e sendo capaz de
maximizar suas possibilidades de vitéria através da aplicacdo dos conceitos mate-

maticos que estejam relacionados com o jogo.

Apés todo o processo de aplicacao, é importante que o professor realize uma ana-
lise do jogo utilizado, verificando se as expectativas foram atingidas, ou seja, se foram
geradas ou consolidadas as aprendizagens que se havia previsto e se ha pontos da pra-
tica de aplicacdo ou mesmo de regras do jogo que devam ser revistas ou adaptadas. Para
tanto se deve estar atento a aspectos tais como a motivagdo dos alunos, a vontade de
aprender, as duvidas apresentadas, as estratégias e procedimentos formulados, o compor-

tamento da turma durante o jogo e a apresentacédo de solugdes.

E de grande relevancia que o professor auxilie o aluno que ndo conseguir superar
determinadas dificuldades, para que este ndo perca o interesse pelo jogo, mas € impor-
tante salientar que os alunos devem formular seus préprios procedimentos e estratégias, o
que ocorrera, em cada caso, num momento diferente, ou seja, consideramos que nao se

deve fornecer ao aluno solugées prontas.

Nunca se ensine a alguém aquilo que cada um é capaz de descobrir por si

proprio. (Nabais apud Candeias (2007)).

Um ultimo ponto que queremos abordar € a importancia do refor¢co positivo, ou
seja, do incentivo através do elogio. A motivagdo do aluno é fundamental para a efica-
cia do trabalho envolvendo jogos e, uma forma de manté-lo motivado, € mostrar que o
seu desenvolvimento esta sendo percebido, elogiando seus avangos e reforgcando atitudes

positivas.
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4.3 Aplicacao

Nesta sessao, vamos abordar certas questdes praticas referentes a aplicacao, em sala
de aula, de algumas variantes da familia dos jogos Nim e do jogo Torre de Handi, descre-
vendo suas regras e seus objetivos, apontando os conceitos matematicos que se deseja
trabalhar com os alunos em cada jogo e exibindo os materiais necessarios a sua utilizagao

e/ou construgao.

4.3.1 Nim

O Nim, como ja mencionado anteriormente, constitui-se numa familia de jogos com
inimeras variantes, algumas extremamente simples com estratégias de facil compreensao
e/ou deducédo, bem como outras bastante complexas em suas estratégias de vitéria, as
quais, como vimos no capitulo anterior, podem exigir a compreensao e utilizagdo de teo-

rias matematicas relativamente complexas em sua resolugao.

Como o intuito do trabalho é apresentar jogos que possam ser inseridos no contexto
dos dois primeiros anos do 2° Segmento do Ensino Fundamental, ndo faz sentido propor a
utilizacao de variagdes do Nim que exijam o uso de ferramentas matematicas que estejam
além da compreensdo dos alunos desta faixa de ensino. Sendo assim, selecionamos ape-
nas algumas variantes que, acreditamos, estejam em consonéncia com os conteudos e/ou

com o nivel de maturidade matematica dos discentes em questao.

Observacgao:

Os jogos do tipo Nim sao os que apresentam maior facilidade na aquisicao de mate-
riais para sua pratica, pois, podem ser utilizados varios tipos de objetos, tais como feijoes,
palitos de fésforos, pedrinhas ou mesmo riscos ou bolinhas desenhadas em papel ou no
proprio quadro, entre outros. Como acreditamos ser importante atrair a aten¢do do aluno
(terefa nem sempre facil), o material proposto para o uso em sala de aula sado os palitos
de picolé coloridos, pois, acreditamos serem visualmente mais atrativos que, por exemplo,

feijoes ou palitos de fésforo (opinidao do autor).
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Nim (Variante II)

Para este primeiro jogo, vamos utilizar regras semelhantes as apresentadas na ses-

sdo 3.2.3, onde o jogo foi chamado de Variante Il.

Descricao basica do jogo:
* Numero de participantes: dois jogadores;

» Material utilizado: uma quantidade N de palitos dispostos em forma de fileira sobre

uma mesa;
» Objetivo do jogo: ser aquele que retira o Ultimo (ou os ultimos) palito da fileira;
* Regras do jogo:

1. Joga-se de forma alternada;

2. Cada jogador, em sua vez, deve retirar no minimo 1 e no maximo n (quantidade

pré determinada) palitos.
O que se pretende desenvolver no aluno:

» Observacao de padrdes: dada a simplicidade do jogo, ap6s jogar algumas poucas
vezes, espera-se que o aluno perceba alguns padrées que o conduzam a boas jo-
gadas, e ao notar que isto lhe tras vantagens, aumentando suas chances de vitéria,
acreditamos que o aluno passara a buscar novos padrées, iniciando e/ou reforgando
a aquisicao deste habito extremamente Gtil na resolugéo de diversos tipos de proble-

mas;

+ Raciocinio légico dedutivo: a reflexdo para encontrar os padrdes e determinar as
boas jogadas leva o aluno a construir esquemas mentais que acabam por exercitar
sua capacidade de raciocinio l6gico dedutivo, capacidade esta, que como sabemos,

€ indispensavel para um entendimento eficaz do conhecimento matematico;

» Reforcar o conceito de Multiplo: apds observar os padrdes e refletir sobre as boas
jogadas o aluno é conduzido, sozinho ou com o auxilio do professor, a utilizar o con-
ceito de multiplo para determinar as boas jogadas, pois, tal conceito esta diretamente

ligado a formulacao da estratégia vencedora.
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Observacao:

Claramente, também se pode relacionar esta variante ao conceito de divisdo, mais
especificamente, a ideia de resto, que, como ficou claro no capitulo anterior, € muito util
para se determinar a primeira jogada a ser efetuada. Porém, nossa experiéncia evidenciou
que, em um primeiro momento, os alunos tém maior facilidade em relacionar o jogo ao
conceito de multiplo (pois percebem que os valores das boas jogadas acabam por formar
sequéncias de multiplos), por esta razdo consideramos que talvez seja mais indicado uti-
lizar outra variante (que abordaremos adiante) para trabalhar conceitos relacionados mais

diretamente a divisao.

Sugestoes de aplicacao:

1. Acreditamos que 0 momento mais propicio para uma primeira utilizacao desta vari-
ante do Nim, seja apos se ter trabalhado com conteudos relacionados ao conceito de
multiplo, para que o aluno tenha mais facilidade em relaciona-lo com o jogo e assim

tenha a oportunidade de exercita-lo dentro de um contexto;

2. No intuito de facilitar a percepg¢ao de padrdes pelos alunos, pode ser interessante
pedir que eles anotem suas jogadas numa folha especifica para registros do jogo, a

qual pode ser confeccionada pelo professor (sugestdes em A.3) ou por eles préprios;

3. Consideramos ser favoravel ao andamento da aula, em termos de organizacao, a
separacao dos alunos em pequenos grupos de até quatro componentes, pois, entre

outros fatores, facilita a anotagao de jogadas proposta acima;

4. Uma pratica que também pode ser utilizada é dar ao jogador (ou equipe) perdedor
da rodada anterior, o direito de decidir quem iniciara a rodada seguinte, pois, dar ao
vencedor este beneficio pode ser pouco motivador, principalmente, no caso deste
ja ter encontrado uma estratégia de vitéria (o perdedor ficard desmotivado por néao
conseguir vencer em momento algum e, o vencedor, pelo jogo nao mais constituir um

desafio);

5. Dar a cada grupo a quantidade exata de palitos com as quais eles irdo jogar, embora

possa ser um pouco trabalhoso, pode ser Gtil em termos de organizacao;
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6. Julgamos ser mais proveitoso iniciar com quantidades pequenas de palitos (ndo mais
que 15), pois, parece facilitar a observagao de padrbes e, de acordo com a evolugao
de cada grupo, aumentar esse numero pouco a pouco. Posteriormente, pode ser
interessante variar o valor de n (quantidade maxima que pode ser retirada na vez
de cada jogador), a qual, também acreditamos que deva ser iniciada com valores

pequenos (2 ou 3);

7. Instigar a curiosidade e motivar os alunos costuma ser bastante proveitoso. Algumas
perguntas e dicas em momentos oportunos podem vir a ajudar muito, assim como
parabenizar por uma boa jogada ou elogiar alguma descoberta ou um comentario

feito por eles.

Nim (Variante I)

Para este jogo, vamos utilizar regras semelhantes as apresentadas na sessao 3.2.2,
onde o jogo foi chamado de Variante I. O leitor ira perceber que a semelhanga com a vari-

acao do Nim apresentada imediatamente acima é extremamente grande.

Descricao basica do jogo:

* Numero de participantes: dois jogadores;

» Material utilizado: uma quantidade N de palitos dispostos em forma de fileira sobre

uma mesa;

» Objetivo do jogo: deixar o ultimo palito para que o adversario retire, ou seja, aquele

que retira o ultimo palito € o perdedor;
* Regras do jogo:

1. Joga-se de forma alternada;

2. Cada jogador, em sua vez, deve retirar no minimo 1 e no maximo n (quantidade

pré determinada) palitos.
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O que se pretende desenvolver no aluno:

» Observacao de padrdes: dada a simplicidade do jogo, ap6s jogar algumas poucas
vezes, espera-se que o aluno perceba alguns padrdes que o conduzam a boas joga-
das, e ao notar que isto lhe tras vantagens, o aluno passa a buscar novos padrées,

iniciando a aquisi¢cao deste habito;

» Raciocinio l6gico dedutivo: a reflexdo para encontrar os padrées e determinar as

boas jogadas ajuda a exercitar esta capacidade tdo importante;

» Reforcar conceitos relacionados a Divisao: ap6s observar os padroes e refletir sobre
as boas jogadas o aluno é conduzido, sozinho ou com o auxilio do professor, a utilizar

o conceito de resto de uma divisao para determinar a primeira jogada a ser efetuada.

Sugestoes de aplicacao:

1. Acreditamos que 0 momento mais propicio para uma primeira utilizacao desta va-
riante do Nim, seja apds se ter trabalhado, ou quando se deseje reforgar, conteu-
dos relacionados a operacao de divisdo, para que o aluno tenha mais facilidade em
relaciona-lo com o jogo e assim tenha a oportunidade de exercita-lo dentro de um

contexto;

2. Dada a extrema semelhanga entre esta variante do Nim e a apresentada anterior-
mente, é importante levar o aluno a buscar similaridades que o ajudem a solucionar

0 jogo atual, reconhecer relagoes e fazer analogias é sempre Util;

Observacgao:

Para ndo tornar a leitura excessivamente repetitiva, ndo enumeraremos as demais
sugestodes, pois estas sdo totalmente idénticas as de numeros 2, 3, 4, 5, 6 e 7, ja listadas

na Variante anterior do Nim.

Nim (Variante lll - simplificada)

Para este jogo, vamos utilizar regras semelhantes as apresentadas na sesséo 3.2.4,

onde o jogo foi chamado de Variante Ill. Como o leitor deve recordar, mostramos que esta
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variante do Nim pode apresentar graus de complexidade bastante diferentes, portanto, para
adequar o nivel de complexidade ao publico alvo de nosso trabalho, iremos nos restringir
a utilizacao dos casos com apenas duas fileiras de palitos ou aos casos de trés ou quatro

fileiras com um nimero extremamente reduzido de palitos por fileira.

Descricao basica do jogo:

» Numero de participantes: dois jogadores;

» Material utilizado: n fileiras de palitos, com quantidades x1, s, ..., x,, de palitos em

cada fileira, todas dispostas lado a lado sobre uma mesa;
+ Objetivo do jogo: ser aquele que retira o ltimo (ou os ultimos) palito;
* Regras do jogo:

1. Joga-se de forma alternada;

2. Cada jogador, em sua vez, deve retirar no minimo 1 palito € no maximo uma

fileira inteira de palitos.

O que se pretende desenvolver no aluno:

» Observacao de padrdes: apos jogar algumas poucas vezes, especialmente no caso
com apenas duas fileiras, espera-se que o aluno perceba alguns padrdes que o
conduzem a boas jogadas, e que, ao notar que isto |he trds vantagens, o aluno
passe a buscar novos padrdes, ganhando assim um incentivo para aquisi¢cdo deste

habito;

» Raciocinio légico dedutivo: a reflexdo para encontrar os padrdes e determinar as
boas jogadas ajuda a exercitar esta capacidade tao importante, que é a principal
motivacao para o uso desta variante, ja que ela ndo esta, ao menos num primeiro

momento, diretamente ligada a nenhum conteudo especifico;

Sugestoes de aplicacao:

Observacao: Nao parece haver, a principio, um momento mais ou menos adequado
a aplicacao desta variante do Nim, no mais, as sugestdes sao totalmente idénticas as de

nameros 3, 4, 5 e 7 da variante Il e, por esta razado, ndo serao listadas.
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Jogo das Correntes

Esta é uma das diversas variagées do jogo de Nim que ndo se baseiam na retirada
de objetos. O Jogo das Correntes desenrola-se em um tabuleiro e utiliza uma Unica peca.
Como podemos notar, o jogo é visualmente muito diferente das demais variacées do jogo
de Nim até aqui tratadas, porém, o leitor ird perceber que a formulagdo de uma estratégia
de vitoria guarda grandes semelhangas com as variagées do Nim apresentadas anterior-

mente.

Figura 4.1: Jogo das Correntes

Descricao basica do jogo:

« Numero de participantes: dois jogadores;

» Material utilizado: um tabuleiro com N casas e uma peca (algo como uma tampinha

de garrafa, por exemplo);
» Objetivo do jogo: ser aquele que coloca a peca na ultima casa do tabuleiro;
* Regras do jogo:

1. Joga-se de forma alternada;

2. Cada jogador, em sua vez, deve avangar com a pega no minimo uma e no ma-

ximo n (quantidade pré-determinada) casas no tabuleiro.
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O que se pretende desenvolver no aluno:

» Observacao de padrbes: apds jogar algumas vezes, espera-se que o aluno perceba
alguns padrdes que o conduzam a boas jogadas, e que, ao notar que isto lhe tras

vantagens, passe a buscar novos padroées, iniciando a aquisicdo deste habito;

» Construcao de analogias: dada a similaridade estratégica do Jogo das Correntes
com as duas primeiras variantes tratadas nesta sessao, apés jogar algumas poucas
vezes, espera-se que o aluno perceba algumas semelhangas que o levem a fazer
analogias com as variantes citadas e que isso o0 conduza a, com maior frequéncia,
construir esquemas de comparacgao entre algo que lhe é desconhecido e algo a que

ja esteja habituado;

» Raciocinio l6gico dedutivo: a reflexdo para encontrar os padrées e determinar as

boas jogadas ajuda a exercitar esta capacidade tdo importante;

» Reforcar conceitos relacionados a Divisao e/ou ao conceito de Multiplo: ap6s obser-
var os padrdes e perceber as semelhancgas entre o Jogo das Correntes e as variantes
| e ll, o aluno é conduzido, sozinho ou com o auxilio do professor, a utilizar o con-
ceito de resto de uma divisdo para determinar a primeira jogada a ser efetuada e/ou

o conceito de multiplo, determinando as boas jogadas.

Sugestoes de aplicacao:

. Acreditamos que 0 momento mais propicio para uma primeira utilizagdo do Jogo das
Correntes, seja apds se ter trabalhado, ou quando se deseje reforgar, conteddos
relacionados a operacao de divisdo e/ou ao conceito de multiplo, para que o aluno
tenha mais facilidade em relaciona-los com o jogo e assim tenha a oportunidade de

exercita-los dentro de um contexto;

. Embora o tabuleiro ndo tenha, originalmente, uma numeragao, consideramos propi-
cio para percepcgao de regularidades e padrdes, bem como a comparagao com outras

variantes do Nim, que o tabuleiro seja numerado;

Dada a extrema semelhancga entre o Jogo das Correntes e outras variantes do Nim,
€ importante levar o aluno a buscar similaridades que o ajudem a solucionar o jogo

atual, reconhecendo relagdes e fazendo analogias;
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Observacao:

Novamente, daqui em diante, as sugestoes sao idénticas as de numeros 2, 3,4 e 7,

referentes a variante Il e ndo serao listadas.

Algumas sugestdes de atividades escritas, que buscam guiar o aluno na formulacao
de suas estratégias e a relaciona-las com conceitos matematicos, podem ser encontradas

no Apéndice (ver A.5.3).

4.3.2 Torre de Hanoi

Como foi mencionado anteriormente, o jogo Torre de Handi foi criado em 1883, pelo
matematico francés Edouard Lucas e, embora possua regras muito simples, aborda varios
conceitos matematicos, podendo ser utilizado desde os primeiros anos de escolaridade até

o Ensino Superior (para Ensino Superior ver Barros (2011)).

Figura 4.2: Torre de Handi

Por ser um jogo bastante conhecido e utilizado, a Torre de Hano6i frequentemente é
encontrada no acervo de jogos da propria escola, mas, mesmo que nao seja este o caso,
nao € dificil confecciona-lo. Uma versao bastante simples e de facil confeccéo é a desen-
volvida pelo professor Alexandre Costa (ver Costa (2010)), cujo processo de construcao

transcrevemos a seguir:
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Construcao da torre

» Sobre um pedaco retangular de papelao toma-se um dos cantos e desenha-se com
o auxilio da régua um quadrado de 8x8 cm, ao lado desse quadrado desenha-se
outro de 7x7 cm, prosseguimos desenhando quadrados cada vez menores com a

diferenca de 1 cm do anterior até obtermos 6 quadrados;

» Os quadrados serao as pecgas que substituirdo os discos e devem ser enumerados
de 1 a 6 da menor para a maior; em seguida recortamos esses quadrados que em-

pilhados do maior para o menor formando uma torre de 6 pegas;

Figura 4.3: Protétipo da Torre de Handi

Apéds a confecgdo das pecgas o professor disponibiliza uma folha onde as pecas se-

rao posicionadas, ela fara o papel das hastes.

TORRE DE HANOI

Professor Alexandre Costa

Figura 4.4: Folha que serve de base para a Torre de Handéi
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E claro que ha vérias outras formas de se confeccionar a Torre de Handi, porém,
a vantagem do método do professor Alexandre Costa reside em sua simplicidade, que
possibilita que alunos de 6° e 7° anos do Ensino Fundamental efetuem a construgao sem

grandes dificuldades.

Observacao:

Em nossa pratica o método acima apresentado nao foi utilizado, pois, ja haviamos

confeccionado as Torres de outra maneira, a qual descreveremos no Apéndice (ver A.1).

Descricao basica do jogo:

» NUumero de participantes: um jogador;

» Material utilizado: trés hastes, uma base para fixar as hastes e um numero n de
pecas de tamanhos distintos, que possuam um orificio no centro para que possam

ser inseridas nas hastes;

» Objetivo do jogo: transferir, de uma das hastes (haste inicial) para uma das outras
(haste final), uma torre formada pelas n pecas, de modo que as pecas estejam, ao
fim da tarefa, na mesma ordem de tamanho que no inicio (com as maiores em baixo

das menores);
* Regras do jogo:

1. E permitido mover apenas uma peca por vez;

2. Nao é permitido que uma peca fique sobre uma outra que seja menor que ela

propria.

O que se pretende desenvolver no aluno:

» Observacao de padrbes: apds jogar algumas vezes, espera-se que o aluno perceba
alguns padrdes na sequéncia de movimentos das pecas, que irdo ajuda-lo a solucio-

nar o jogo. Deseja-se assim reforgar a aquisicao deste habito;
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» Construcao de analogias: o aluno podera perceber sozinho ou com ajuda do profes-
sor, que a resolugéao do jogo com um numero pequeno de pegas da pistas importan-
tes para a resolugdo com quantidades maiores de pecgas €, esta percepgao podera

leva-lo a fazer comparagdes e construir analogias;

» Raciocinio légico dedutivo: a procura por padrées e a reflexao para construcao de
comparacoes e analogias leva o aluno a exercitar sua capacidade de raciocinio l6gico

dedutivo;

» Reforcar a potenciacdo: o aluno podera fazer uso da potenciacao (poténcias de 2)

para realizar o calculo do numero minimo de movimentos num jogo com n pecas.

Sugestoes de aplicacao:

. Acreditamos que 0 momento mais propicio para uma primeira utilizagdo da Torre
de Handi, seja apo6s se ter trabalhado, ou quando se deseje reforcar, conteudos
relacionados a potenciagéo, isso devido ao fato de que a férmula que permite calcular
0 numero minimo de movimentos (M,, = 2" — 1, onde M, representa o numero
minimo de movimentos num jogo com n pecas), esta diretamente relacionada ao

célculo de poténcias de 2.

. A deducgédo da formula, pelos alunos, ndo é muito facil e quase sempre exige auxilio
do professor, chamando atencao para os valores ja obtidos e dando dicas (confesso
que na minha experiéncia, por varias vezes, acabei por fornecer a férmula, atitude

esta que, agora tenho certeza, deve ser evitada);

. No intuito de facilitar a percepcao de padrdes pelos alunos, pode ser interessante
pedir que eles registrem suas jogadas numa folha com esta finalidade, a qual pode

ser confeccionada pelo professor (sugestdo em A.2) ou por eles préprios;

Consideramos ser favoravel ao andamento da aula, em termos de organizacao, a
separacao dos alunos em pequenos grupos de até quatro componentes (temos pre-
feréncia por grupos de 3), pois, entre outros fatores, facilita a anotacao das jogadas

proposta acima e favorece a comunicagéao e as discug¢des entre os alunos;

Embora alguns alunos reclamem, por considerarem excessivamente facil, pedir que

eles registrem o numero de movimentos com uma e duas pegas no jogo € muito
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importante no caso de se pretender que eles cheguem a férmula para o nimero

minimo de movimentos;

6. Instigar a curiosidade e motivar os alunos costuma ser proveitoso. Algumas pergun-
tas e dicas em momentos oportunos podem ajudar, assim como parabenizar por uma

boa jogada ou elogiar alguma descoberta ou um comentario feito por eles.

7. Alenda que envolve o fim do mundo, anexada ao jogo original por seu criador Edou-
ard Lucas, pode ser um ponto de partida interessante para uma primeira apresenta-

cao do jogo aos alunos por despertar a curiosidade.

Algumas sugestdes de atividades escritas, que buscam guiar o aluno na formulagao
de suas estratégias e a relaciona-las com conceitos matematicos, podem ser encontradas

no Apéndice (ver A.5.1).



Capitulo 5

Conclusao

E inegavel que diversos jogos estdo diretamente ligados & matemaética, especifica-
mente, os jogos Torre de Hanoi e Nim se mostraram matematicamente ricos em vérios
niveis, inclusive no ambito do trabalho com turmas de 6° e 7° Ano do Ensino Fundamen-
tal. Nesse nivel, a Torre Hanéi possibilita o desenvolvimento de um trabalho que, além
de abordar questdes inerentes ao desenvolvimento do raciocinio légico, percepgéao de pa-
drdes, criacao de analogias, entre outros, se relaciona com a potenciagao, conteudo este
de grande importancia, tendo em vista que € pré-requisito no tratamento de diversos outros
assuntos e, naturalmente, acompanhara o aluno em toda sua vida escolar. J& o jogo de
Nim, permite uma abordagem interessante sobre o conceito de multiplo e também pode

ser relacionado a divisao euclidiana.

H& muitos outros jogos, que, da mesma maneira que a Torre de Handi e o Nim,
podem se mostrar matematicamente ricos e, que também permitem abordagens bastante
atrativas em varios niveis de escolaridade. Alguns jogos, com 0s quais tivemos contato
durante a pesquisa, nos pareceram tao interessantes em termos de aplicacdo em turmas
de Ensino Fundamental que mereceriam varias paginas de estudo posteriormente, mas,
por enquanto, podemos apenas mencionar alguns deles, tais como "O Salto de R&", que
pode ser trabalhado desde os Anos Iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Superior
(ver Barros (2011)) e que nos parece extremamente interessante no que tange ao desen-
volvimento do raciocinio légico, o "E estica-lo"e o "Ge-O-P4"que trabalham contetidos de
Geometria, como perimetro e area e propriedades dos quadrilateros, através do uso do Ge-
oplano e os jogos de Trilhas, entre eles a "Trilha do Resto"que trabalha de forma divertida

o calculo mental e conteldos relacionados a Divisdo como os Critérios de Divisibilidade.
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Através deste trabalho, buscamos mostrar que os jogos estao ligados ndo apenas a
diversado e ao entretenimento, mas também a historia do proéprio homem, a educagéo e, é

claro, a matematica.

Ao percorrermos alguns momentos da histéria dos jogos, ficou evidente a sua rela-
cdo com a matematica. Muitos jogos foram estudados por grandes matematicos, alguns
foram criados por eles, outros foram fontes de inspira¢do para o desenvolvimento da pro-
pria matematica e até motivaram o surgimento de novos ramos desta ciéncia. Se os jogos
foram fonte de inspiracdo e motivacao para algumas das mentes mais brilhantes de todos

os tempos, por que ndo poderiam ser, também, para nossas criangas e jovens?

Quando fizemos a analise matematica da Torre de Hanoi e do Nim, tivemos um
exemplo pratico, muito claro, da relagdo que a matematica e os jogos podem ter entre si.
Vimos o quanto a matematica é importante para se determinar estratégias de resolucéo e
vitoria nestes dois jogos e tivemos a oportunidade de abordar alguns tépicos da matemética

de uma forma diferente e interessante.

Nossa pesquisa nos levou a descobrir os "pontos fortes"do trabalho com jogos e
a conhecer as vantagens de se usar esse instrumento em sala de aula, mas também
nos alertou sobre algumas desvantagens que podem se apresentar em nossa pratica, em
especial, se nao forem tomados certos cuidados e se nao houver um planejamento pré-
vio adequado. Buscamos oferecer uma proposta metodolégica que possa oferecer algum
subsidio ao trabalho docente e, finalmente, apresentamos uma proposta de uso da Torre
de Handi e do Nim que se adéqua ao Segundo Segmento do Ensino Fundamental, em
especial, ao 6° e ao 7° Ano, explicitando suas regras e os materiais necessarios a sua pra-
tica, destacando alguns dos conteudos que se poderiam trabalhar e, por fim, oferecendo
algumas sugestoes de aplicacao baseadas na propria pesquisa que fora realizada ou em

nossa pratica em sala de aula.

Ao se propor a utilizar jogos, o professor deve planejar a sua pratica de acordo com
0s objetivos tracados, pois, 0s jogos, quando bem utilizados, se mostram extremamente
eficientes na tarefa de motivar, de despertar a curiosidade, de fomentar o desejo do saber,
enfim, eles sdo uma ferramenta poderosa para ajudar o professor a trazer de volta a sala

de aula o prazer de aprender.

O jogo sempre acompanhou a humanidade em sua caminhada ao longo da histéria.

O jogo é interior ao Homem, faz parte de sua natureza. Desde a antiguidade que o jogo,
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além de simples diversédo, é também ferramenta de ensino, mas, é atualmente, que os
jogos, em especial, agueles que chamamos jogos matematicos, estdo, cada vez mais, se
mostrando um instrumento de grande importancia para este fim, o nobre e indispensavel

fim de ensinar.



Referéncias Bibliograficas

Barros, R. J. A. D. R. (2011). A utilizag&o de jogos concretos na aprendizagem de indugao
finita no Ensino Superior. Tese de Mestrado, Universidade Federal Rural de Pernam-

buco.

Bernstein, P. L. (1997). Desafio aos Deuses. Elsevier Editora Ltda, Rio de Janeiro, 23°

edicao.

Borin, J. (1996). Jogos e resolucao de problemas: uma estratégia para as aulas de Mate-

matica. CAEM-IME/USP, 2007, Sao Paulo, 62 edicao.

Brasil (1998). Parametros curriculares nacionais : Matematica - Secretaria de Educagéao
Fundamental. Terceiro e Quarto Ciclo do Ensino Fundamental. Relatério Técnico, Minis-

tério da Educacgao- Secretaria de Ensino Fundamental, DF, Brasil.

Candeias, R. P. C. B. B. (2007). Contributo para a Histéria das Inovagées no Ensino da
Matematica no Primario: Jodo Anténio Nabais e o Ensino da Matematica no Colégio
Vasco da Gama. Tese de Mestrado, Universidade de Lisboa, Faculdade de Ciéncias,

Portugal.

Costa, A. D. (2010). Torre de Handoi, uma Proposta de Atividade para o Ensino Médio. Tese

de Mestrado, Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do Sul.

Costa, C. D. S. (2007). Teoria dos Jogos e a Relacéo entre o 'Teorema Minimax’ de John

von Neumann e o ’Equilibrio de Nash’ de John Nash.

Estrela, R. A. P. (2012). Jogos combinatdrios e jogos de soma nula. Tese de Mestrado,

Universidade de Aveiro, Aveiro-Portugal.

Grando, R. C. (2000). O Conhecimento Matematico e o Uso de Jogos na Sala de Aula. Tese

de Doutorado, Universidade Estadual de Campinas - Faculdade de Educacao, Brasil.

100



101

Hefez, A. (2011). Elementos de Aritmética. SBM, Rio de Janeiro, 22 edigéo.

Lima, E. L., Carvalho, P. C. P., Wagner, E., e Morgado, A. C. (2006). A Matematica do
Ensino Médio, volume 1 da Colecdo do Professor de Matematica. SBM, Rio de Janeiro,
9° edicao.

Lima, M. D.C. F.D., Silva, V. V. S. D., e e Silva, M. E. L. (2013). Jogos educativos no ambito

educacional: um estudo sobre o uso dos jogos no Projeto MAIS da Rede Municipal do

Recife.

Machado, N. J. (1992). Matematica e Educagdo: alegorias, tecnologias e temas afins,

volume 2 da Colecdo Questdes da Nossa Epoca. Cortez Editora, Sdo Paulo, 12 edicéo.

Mota, P. C. C. L. D. M. (2009). Jogos no Ensino da Matematica. Tese de Mestrado,

Universidade Portucalense Infante D. Henrique, Porto, Portugal.

Neto, J. P. e Silva, J. N. (2004). Jogos Matematicos, Jogos Abstractos - O Prazer da

Matematica. Gradiva, Lisboa, 12 edicéo.

Quintas, A. D. B. N. (2009). A Aprendizagem da Matematica Através dos Jogos. Tese de

Mestrado, Universidade Portucalense Infante D. Henrique, Porto, Portugal.

Santos, C. P. D., Neto, J. P, e Silva, J. N. (2007a). A Aritmética Bindria + Jogo Asiatico

‘Go’, volume 4 da Colecgdo Jogos com Histdria.

Santos, C. P. D., Neto, J. P., e Silva, J. N. (2007b). A Geometria + Puzzle 'Stomachion’,

volume 6 da Colecgcdo Jogos com Historia. Publico e Visao.

Santos, C. P. D., Neto, J. P., e Silva, J. N. (2007c). As Somas Nim + Jogo "Ouri’, volume 3

da Colecgao Jogos com Histdria. Publico e Visao.

Santos, C. P. D., Neto, J. P, e Silva, J. N. (2007d). Matematica Recreativa + Puzzle Anéis

Chineses, volume 7 da Colecgdo Jogos com Histdria. Publico e Viséo.

Santos, C. P. D., Neto, J. P., e Silva, J. N. (2007e). Os Fractais + Pluzzle 'Torre de Hand/’,

volume 5 da Colecgdo Jogos com Histdria. Publico e Visao.

Santos, C. P. D., Neto, J. P., e Silva, J. N. (2007f). Os Quadrados Latinos + Puzzle Hexa-

gono Magico, volume 10 da Colecgdo Jogos com Histdria. Publico e Viséo.



102

Silva, E. M. D. e Savioli, A. M. P. D. D. (2012). O conceito de indugao finita na compreensao
de estudantes de um curso de matematica. Alexandria Revista de Educagdo em Ciéncia

e Tecnologia, 5:127—148.
Torres, D. F. M. (2002). Cavaleiro de Euler. Cadernos de Matematica.

Watanabe, R. (2004). Uma lenda: Torre de Handi. Explorando o Ensino da Matematica,
Volume Il, pag. 132—135. Ministério da Educacéo, Secretaria de Educagéao Basica, Brasil,

Brasilia.

Zeni, J. R. D. R. (2007). Trés Jogos para o Ensino e Aprendizagem de Numeros e Opera-

¢bes no Ensino Fundamental. Pesquisa e Extengao.



Apéndice A

Apéndice

A.1 Sugestao de confeccao para o jogo Torre de Handéi

Em nossa pratica, inicialmente, a Torre de Handi foi confeccionada com pecgas e base
em EVA preto de aproximadamente 0,8 cm de espessura e hastes de madeira com base
quadrada de aresta de aproximadamente 1,4 cm e cerca de 14 cm de altura. Atualmente,
por considerarmos favoravel atrair o maximo possivel a atencao dos alunos, estamos efe-
tuando a confecgao do jogo com EVA colorido, visando torna-lo visualmente mais interes-

sante.

Naturalmente, o primeiro passo € a aquisicdo do material. Sugerimos que se tenha
especial cuidado para que as hastes de madeira ndo deixem farpas, ja que o material sera

usado com criangas.

Figura A.1: Hastes para a Torre de Handi
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Ja de posse do material, usamos um estilete para efetuar os devidos cortes no EVA,
obtendo as partes do jogo no formato desejado (optamos por quadrados, pois, nos pareceu

mais econémico e facil recortar neste formato).

Em nossa pratica utilizamos as seguintes medidas:

p1 = 4em

P = bem

p3 = 6cm

Py = T7,5cm
ps = 9em

pe = 10, bcm
pr = 12cm
ps = 13, bcm

Base = 30cm

Figura A.2: Pecas para a Torre de Hanoi

No centro de cada pega, recorta-se um quadrado com arestas de medidas alguns
milimetros maiores que as arestas das hastes (em nosso caso recortamos com cerca de
1,7 cm), para que ndo haja dificuldades em colocar ou retirar as pegas das hastes durante

0 jogo.

Por fim, perfuramos a base em trés pontos para encaixar as hastes, um deles com o
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centro a 7 cm da borda mais préxima e centralizado em relacdo a duas das outras bordas,
e 0s outros dois com o centro a 7 cm de duas bordas (como se estivessem, cada um, sobre

uma diagonal da base), como mostra a figura:

Figura A.3: Base para a Torre de Handi

Agora basta encaixar as pecgas e formar a Torre de Hanoi.

Figura A.4: Jogo Torre de Handi
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A.2 Sugestao de folha de registros para o jogo Torre de

Hanoi
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I
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Figura A.5: Torre de Handi - Modelo de Folha de Registros
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Figura A.6: Torre de Handi - Modelo de Folha de Registros preenchida

Observacao:

E normal que os alunos tenham dificuldade em preencher corretamente a tabela,

em especial, para valores grandes. O auxilio do professor é muito importante.
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A.3 Sugestao de folha de registro para o jogo de Nim (Va-

riantes | e ll)
As folhas de registros sugeridas ndao sao, em hipétese alguma, indispensaveis, visto
que os préprios alunos poderiam organizar o registro das jogadas em uma folha branca

ou de caderno, porém, em termos de organizacao acreditamos que elas possam ajudar a

tornar a compreensao dos registros mais facil.

A.3.1 Sugestao de folha de registro (tipo 1)

& i 5 a0 15 13 5 1
LELCEEEEEEEEEEEERTEEFE PP T
35 E1H 25 20 15 1 5 1
ARRRRRRRR RN RTRRR R
& 1 i a 15 bl 5 1
NRRRRRRRR RN RTRRR R
£} 3 5 20 15 1 5 1
NATRRRARRRNRRATR AR ATR RN
i 20 15

a5 25 i 1 5 1
NRRRRRRRR RN RTRRR R

Figura A.7: Nim - Folha de Registros (tipo 1)

Como podemos ver a seguir, nesse primeiro tipo de folha de registros, a quantidade
de "palitos"em cada sequéncia de registros pode ser facilmente alterada, adequando-se a

quantidade real de palitos utilizados a cada partida.
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Figura A.8: Nim - Folha de Registros (tipo 1) - modificada

A.3.2 Sugestao de folha de registro (tipo 2)

Neste segundo tipo de folha de registro, fica a critério do professor o uso de uma unica

faixa para anotar as jogadas de varias partidas, como no exemplo a seguir.

Fatiradzz NG.E_
palitog
Jomdor A | Jomdor B 10
1 -— bl
— 1 7
3 -— 4
- 1
E] —
X — 10
1 — 5
- 1 4
1 -— 3
- 3 [}]
e X 10
2 — ]
1 — 4

Figura A.9: Nim - Folha de Registros (tipo 2) - exemplo de preenchimento
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Jogzdor B

Jogadan A

Togatar B

Figura A.10:

Nim - Folha de Registros (tipo 2)
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A.4 Sobre a nossa pratica

Neste trabalho ja falamos sobre as razdes que nos levaram a defender o uso dos jogos
em sala de aula, sobre a grande relagéo deles com a matematica, sobre os diversos benefi-
cios e vantagens que eles podem trazer a nossa pratica, sobre as possiveis desvantagens
que podem surgir pelo seu uso inadequado, entre outros pontos também abordados. A
maior parte do que foi apresentado é baseado na pesquisa que realizamos, mas, certa-
mente nao teriamos escolhido falar a respeito de jogos neste trabalho se nao houvesse

ocorrido um contato prévio com eles.

s

Nossa experiéncia, diferente do que se possa imaginar, ndo é "recheada de acer-
tos", até porque todo o embasamento tedrico que poderia nos ajudar a "desviar das fa-
lhas"s6 comecgou a ser adquirido com o inicio da pesquisa, 0 que ocorreu a hdo muito
tempo, ou seja, boa parte das desvantagens que foram apresentadas na sessao 4.2 fo-
ram vivenciadas na pratica por nés, pois, utilizamos varios jogos seguindo apenas a nossa
intuicdo, experimentando de uma maneira e depois de outra e muitas vezes sem ter um

objetivo consolidado.

Muitos erros foram cometidos, hora davamos respostas ao invés de "dar as pergun-
tas", hora faziamos perguntas dificeis demais, as vezes tentdvamos usar um jogo e sO
depois percebiamos que o material nao seria suficiente. Houve vezes que tentamos "obri-
gar"os alunos a jogar e outras em que os deixamos "soltos demais"e, mesmo com tudo

isso, ainda escolhemos "defender"o uso dos jogos.
A pergunta é: Por qué?

A resposta ndo esta na introducéo deste trabalho, ndo estd nos PCNs ou nos li-
vros de pedagogia, a resposta esta na sala de aula. A resposta esta no quanto nossos
alunos gostavam quando a aula tinha momentos com jogos, em perceber que a aula de
matematica ja nao era a mais "odiada", em ver que alguns daqueles alunos que mais pare-
ciam "estar viajando em outro mundo"enquanto explicAvamos a matéria agora prestavam
atencao e tentavam aprender e em ver que varios daqueles que nao participavam das au-
las agora comegavam a demonstrar um pouco de interesse e alguns até buscavam ajudar

outros colegas.

N&o queremos passar a falsa impressao de que 0s jogos sdo "a solucao de nos-

sos problemas", até porque, nem todos os alunos se sentiam motivados ou se tornavam
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mais participativos com o uso dos jogos (e mesmo que fosse este o caso, ndo € possi-
vel utiliza-los em todas as aulas), sempre havia aqueles que ndo conseguiamos atingir
como gostariamos. Para esses alunos, acreditamos que existam outras "ferramentas"que
talvez tenham um melhor resultado, infelizmente, por varias vezes nao encontramos tal

"ferramenta”.

O que podemos afirmar, ndo devido somente a pesquisa, mas principalmente devido
ao que vivenciamos, € que a motivacao, a vontade de aprender e a participagao dos alunos
nas aulas, na maioria dos casos, sofre uma melhora e mesmo com todos 0s equivocos que
ainda possamos vir a cometer, acreditamos que vale a pena fazer uso de jogos na sala de

aula.
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A.5 Sugestoes de atividades

As atividades propostas a seguir representam apenas alguns dos possiveis exemplos
de exercicios escritos que podem de alguma maneira se relacionar com os jogos Torre de
Handi e Nim. Nestas atividades tentamos oferecer alguns questionamentos que possam
auxiliar os alunos a refletirem a respeito das estratégias que estao utilizando e/ou ajuda-
los a formular novas estratégias, além disso, ha também exercicios voltados para a relagao

que alguns conteudos matematicos tém com esses dois jogos.

Naturalmente, o professor que se propor a aplica-los, ndo s6 pode, como deve
altera-los de acordo com as suas necessidades e objetivos, bem como criar outros exerci-

cios e atividades que possam se adequar melhor ao trabalho com seus alunos.

Devemos ressaltar que as atividades escritas aqui propostas, até a conclusao do
presente trabalho, ainda ndo haviam sido aplicadas em sala de aula devido a dificuldades
relacionadas a disponibilidade de tempo para estruturar adequadamente sua aplicagéo,

portanto, nao é possivel relatar se haveria eficacia em sua utilizagao.

A.5.1 Atividades relacionadas a Torre de Hanoi

Atividade 1:

Na atividade a seguir, buscamos levar o aluno a fazer uma reflexdo que possa
auxilid-lo a desenvolver uma estratégia basica (ou a adquirir maior entendimento de uma
estratégia ja desenvolvida) para a resolugédo da Torre de Hanoi com um numero pequeno
de pecas, esperando que ele possa estender a estratégia desenvolvida para quantidades

maiores de pecas.

Pode ser interesante que ele esteja em contato com o jogo enquanto responde as

questoes.
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Torre de Hanai - Atividade |

1-Responda:

a) No jogo com 2 pecas, quantos movimentos vocé usou para transferir a torre? E pos-

sivel mover essa torre com menos movimentos?

b) Para mover a peca maior da haste inicial para a haste final, o que vocé fez com a

outra peca?

c) No jogo com 3 pecas, quantos movimentos vocé usou para transferir a torre? E pos-

sivel mover essa torre com menos movimentos?

d) Para mover a pega maior da haste inicial para a haste final, 0 que vocé fez com as

outras pecas?

e) No jogo com 4 pecas, quantos movimentos vocé usou para transferir a torre? E pos-

sivel mover essa torre com menos movimentos?

f) Para mover a peca maior da haste inicial para a haste final, o que vocé fez com as

outras pecas? Explique o motivo:

g) Em cada um dos casos acima vocé agiu de forma parecida? Se a resposta for "sim",
quer dizer que vocé ja comega a ter uma estratégia para resolver o jogo. Explique sua

estratégia.
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Atividade 2:

Nesta segunda atividade que iremos propor, a intencao € fazer com que o aluno
passe a relacionar o niumero minimo de movimentos para solucionar o jogo com as po-
téncias de base 2. Naturalmente, a potenciacéo ja deve ter sido apresentada aos alunos

antes da aplicacao desta atividade.

Acreditamos que a maioria dos alunos consigua preencher a tabela de calculos sem
grandes dificuldades, assim como as trés primeiras linhas da tabela de movimentos. Ja a
quarta linha da tabela de movimentos é a que acreditamos que possa oferecer alguns
problemas, ja que com 4 pecas no jogo, ndo é raro que os alunos utilizem mais de 15
movimentos para transferir a torre, neste caso, certamente alguns deles irdo precisar do

auxilio do professor e precisardo fazer algumas tentativas extras.

No jogo com 5 pecas, certamente, na maioria dos casos, serdo necessarias algu-
mas tentativas (talvez varias), sendo muito importante o incentivo e o auxilio do professor

para que nao ocorra a falta de motivacao.

Acreditamos que a troca de ideias entre os alunos possa vir a ajudar, sendo a sepa-

ragao em pequenos grupos uma possibilidade a ser considerada.
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Torre de Handi - Atividade Il

1-Complete as duas tabelas a seguir e, em seguida, responda:

Numero de pecas |Numero de movimentos que voce usou

1
2
3
1

Figura A.11: Numero de movimentos

Valor de n |Calculo da poténcia
1 2 =
2 22 =
3 2% =
1 2 =

Figura A.12: Calculo de poténcias

a) Observando os numeros de movimentos para resolver o jogo e o resultado dos cal-

culos das poténcias de base 2, vocé notou algum padrdo? Se notou, qual?

b) Vocé acha que esse padrdo também pode ocorrer com quantidades maiores de pe-

cas?

c) Se o padrao continuar a existir, com 5 pecgas no jogo, quantos movimentos seriam

necessarios?

2-Jogue com 5 pegas, tentando ndo errar e contando os movimentos. Veja se vocé

consegue obter o valor que havia calculado no item c) do exercicio anterior.
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Atividade 3:

Nesta atividade, a ideia € tentar fazer com que o aluno consolide a relagao entre o
namero minimo de movimentos e as poténcias de base 2, a qual iniciamos na atividade
anterior. Além disso, 0 niumero de movimentos das pecas de cada tamanho mostram
padrées interessantes, também relacionados as poténcias de base 2, que poderao ser

observados pelos alunos a partir do preenchimento dos valores iniciais da tabela.

Embora possa haver um ou outro aluno que tenha adquirido dominio suficiente da
estratégia de resolucdo da Torre de Handi a ponto de conseguir realizar, sem erros, a
transferéncia das torres com 7 ou 8 pecgas, acreditamos que a grande maioria ndo tera
tamanha concentracao, logo, a ideia para preencher a tabela, é a de leva-los a perceber
os padroes, efetuando a movimentacdo da torre apenas até 6 pecas e deixar que eles

deduzam o restante das jogadas até completarem a tabela totalmente.

Em especial para as torres de 5 e de 6 pecas, pode ser que alguns alunos, mesmo
com as "dicas"do professor, ndo consiguam completar a movimentagao sem cometer erros.
Nesses casos, o professor mostrar-lhes a resolu¢ao para que contem os movimentos pode

ser uma alternativa a se pensar.
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Torre de Hanai - Atividade Il

1-Sabendo que P1 é peca menor, P2 é a segunda menor, P3 é a terceira menor e assim

por diante, até P8 que é a peca maior, preencha a tabela de movimentos a seguir.

----W

Figura A.13: Tabela de Movimentos

Vocé deve ter observado um padrdo nos numeros de movimentos de cada pega. Que

padrao € esse?

2-Complete a tabela a seguir, compare-a com a tabela acima e responda:

Valor de n | Valor de 2"
n=1 2! =
n=2 22 =
n=3 23 =
n=4 24 =
n=>5 25 =
n==6 20 =
n="7 27 =
n=3_8 28 =

Tabela A.1: Célculo de poténcias

Quanto é 2°? Qual sera o niumero de movimentos no jogo com 9 pegas?
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Atividade 4:

Esta € a ultima atividade proposta relacionada a Torre de Handi. Ela se inicia com
um nivel de dificuldade baixo, mas que se torna rapidamente maior, por esse motivo, acre-
ditamos que se deva refletir a respeito do grau de desenvolvimento da turma e, dependendo
do caso, talvez seja interessante modificar alguns valores para que o possivel excesso de

dificuldade nao gere desmotivacgéao.

Os obijetivos nesta atividade sado desenvolver a habilidade de calculo de poténcias
de base 2 (utilizando a férmula para o calculo do nimero minimo de movimentos M, =
2™ — 1), trabalhar o algoritmo da divisdo, com especial atengédo para importancia do resto,
(através das conversdes de segundos em minutos, horas, etc) e desenvolver a capacidade

de resolucao de problemas e de raciocinio logico.

Consideramos que o uso de calculadora possa ser bastante util nos casos dos "de-
safios 1 e 2", porém, no caso do "desafio dos desafios", calculadoras comuns ndo com-
portam a quantidade de algarismos do numero referente a quantidade de movimentos,
portanto, se o professor quiser aplicar este ultimo desafio (acreditamos que os demais

exercicios ja cumpram com nossos objetivos), devera estar atento a isso.
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Torre de Hanoi - Atividade IV

Vocé se lembra da lenda sobre a Torre de Hanoi que contamos outro dia? Bom,
ela dizia que os monges de um antigo templo na india receberam uma ordem divina para
transferir 64 discos de ouro de uma estaca de diamante para uma outra, tudo seguindo as

regras da Torre de Handi, e que quando eles terminassem a tarefa, o mundo acabaria.

E claro que ndo acreditamos que essa lenda seja verdadeira, mas hoje, vamos

tentar descobrir se essa tarefa seria muito demorada ou nao...

Vamos fazer de conta que os monges conseguem fazer um movimento a cada se-
gundo e calcular quanto tempo eles levam para resolver o jogo com algumas quantidades

de pecas diferentes. Vamos comecgar com poucas pegas...

a) Quanto tempo eles levariam para resolver o0 jogo com 3 pegas? (Responda em

segundos)

b) Quanto tempo eles levariam para resolver o jogo com 5 pecas? (Responda em

segundos)

¢) Quanto tempo eles levariam para resolver 0 jogo com 6 pegcas? (Responda em

minutos e segundos)

d) Quanto tempo eles levariam para resolver o jogo com 8 pecas? (Responda em

minutos e segundos)

e) Quanto tempo eles levariam para resolver o jogo com 12 pecas? (Responda em

horas, minutos e segundos)
Preparado para os desafios?

Desafio 1: Quanto tempo eles levariam para resolver o jogo com 18 pecas? (Responda

em dias, horas, minutos e segundos)

Desafio 2: Quanto tempo eles levariam para resolver o jogo com 26 pecgas? (Responda

em anos, dias, horas, minutos e segundos) Considere que 1 ano tem exatamente 365 dias.

Desafio dos desafios: Quanto tempo eles levariam para resolver o jogo como esta na

lenda, ou seja, com 64 pecgas?
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A.5.2 Em quanto tempo o mundo acabaria?

A atividade anterior nos remete a lenda associada a Torre de Hanéi, que fala do fim do
mundo, e também aos calculos que nos fizeram concluir que os monges levariam cerca de
585 bilhdes de anos (de acordo com as suposi¢oes feitas na sessao 3.4) para solucionar
a torre com 64 pecas. O raciocinio utilizado pelos alunos para resolver a atividade anterior
pode ser semelhante ao usado por nés para determinar o referido periodo de tempo. A

seguir detalhamos como procedemos:

Como, de acordo com a formula para o numero minimo de movimentos, o jogo com
64 pecas necessita de um total de Mg, = 264 —1 = 18.446.744.073.709.551.615 movimentos
€ nos supomos que seria realizado um movimento a cada segundo, naturalmente, o tempo

gasto na ardua tarefa seria de 18.446.744.073.709.551.615 segundos.

Porém, o valor obtido acima, quando dado em segundos, ndo nos fornece uma
ideia clara do quanto a tarefa é demorada, entado, lembrando que 60 segundos equi-
valem a 1 minuto, que 60 minutos equivalem a 1 hora e que 24 horas equivalem a 1
dia e, portanto, em 1 dia ha 60 x 60 x 24 = 86.400 segundos, efetuamos a diviséo de

18.446.744.073.709.551.615 por 86.400 e obtemos o seguinte:

18.446.744.073.709.551.615 = 86.400 x 213.503.982.334.601 4 25.215 (A1)

Agora temos que a tarefa € realizada em 213.503.982.334.601 dias e 25.215 segun-
dos. Considerando que um ano tenha exatamente 365 dias (embora ndo seja este o verda-
deiro valor, por praticidade, optamos por ele) e efetuando a divisao de 213.503.982.334.601
por 365, obtemos:

213.503.982.334.601 = 365 x 584.942.417.355 + 26 (A.2)

Assim chegamos a 584.942.417.355 anos, 26 dias e 25.215 segundos. Como
25.215 = 3600 x 7 + 15, o tempo gasto pelos monges seria de 584.942.417.355 anos,

26 dias, 7 horas e 15 segundos, 0 que aproximamos para cerca de 585 bilhdes de anos.
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A.5.3 Atividades relacionadas ao Nim

Atividade 1:

Nesta primeira atividade tentamos levar o aluno a refletir sobre a melhor estratégia a
ser seguida colocando-o em algumas situagdes de jogo bastante simples, onde ele devera

optar pela melhor jogada a ser realizada.

Em seguida, pedimos que eles se coloquem no lugar de seu adversério, fazendo a
jogada que viria ap0s a sua propria, esperando assim que eles possam perceber eventuais

falhas em sua estratégia inicial e, consequentemente, corrigi-las.

Atividade 2:

A segunda atividade tem semelhangas com a primeira, pois, num primeiro momento
tenta levar o aluno a pensar se existe ou ndo uma maneira de sempre vencer, em seguida,
0 objetivo seria colocar 0 aluno em uma situacao de jogo, bastante simples, e através de
algumas perguntas e dicas conseguir guid-lo em direcdo a formulagdo de uma estratégia
de vitoria e, por fim, sugerimos que seja promovida a discussao de ideias entre os alunos e
a aplicacao das estratégias em uma situacao real de jogo, para que eles possam confirmar

a eficiéncia de suas estratégias ou descobrir falhas e tentar corrigi-las.

Atividade 3:

A terceira atividade é idéntica a segunda, salvo pequenas alteragdes, em especial o
aumento da quantidade de palitos. Porém, ao fim esperamos que o aluno ja consiga fazer

uma primeira relagcado com o conceito de mdultiplo.

Assim como na segunda atividade, acreditamos que seja interessante levar os alu-

nos a discutirem suas estratégias e jogarem para testa-las.
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Nim - Atividade |

1- Imagine que vocé esta no meio de uma partida do Jogo de Nim, onde vence aquele

que retirar o ultimo palito. Leia com atencao e responda:

a) Vocé pode retirar 1 ou 2 palitos e seu adversario deixou 4 palitos. Quantos palitos

vocé retira e por qual motivo?

b) Vocé pode retirar 1 ou 2 palitos e seu adversario deixou 5 palitos. Quantos palitos

vocé retira e por qual motivo?

c) Vocé pode retirar 1 ou 2 palitos e seu adversario deixou 6 palitos. Quantos palitos

vocé retira e por qual motivo?

d) Vocé pode retirar 1 ou 2 palitos e seu adversario deixou 7 palitos. Quantos palitos

vocé retira e por qual motivo?

2- Volte ao exercicio anterior e agora se coloque no lugar do seu adversario. Diga

quantos palitos ele deveria retirar e o motivo.

Por exemplo, se na letra "a"vocé disse que iria retirar 2 palitos, entdo sobrariam os

outros 2. O que seu adversario deveria fazer em seguida?
a) Quantos palitos vocé disse que iria retirar na letra a) e quantos sobrariam?
O que seu adversario deve fazer e por qual motivo?
b) Quantos palitos vocé disse que iria retirar na letra b) e quantos sobrariam?
O que seu adversario deve fazer e por qual motivo?
¢) Quantos palitos vocé disse que iria retirar na letra c) e quantos sobrariam?
O que seu adversario deve fazer e por qual motivo?
d) Quantos palitos vocé disse que iria retirar na letra d) e quantos sobrariam?
O que seu adversario deve fazer e por qual motivo?

e) Em quais itens do exercicio 1 vocé acha que pode ter jogado errado e por qual

motivo?
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Nim - Atividade Il

1- Vocé acha que no Jogo de Nim a vitéria depende mais da sorte ou da estratégia?

Vocé acredita que pode haver uma estratégia que faga vencer sempre?

2- Imagine que vocé esta no meio de uma partida do Jogo de Nim, onde vence aquele
que retirar o ultimo palito. O jogo comeca com 10 palitos, vocé é o primeiro a jogar e pode

retirar 1 ou 2 palitos. Sera que vocé consegue achar uma estratégia para vencer sempre?

a) Se vocé deixar 1 palito, quem vence? Por qué?

b) Se vocé deixar 2 palitos, quem vence? Por qué?

c) Se vocé deixar 3 palitos, quem vence? Por qué?

Dica 2: Faga de conta que agora o seu objetivo é deixar 3 palitos na mesa.

d) Se vocé deixar 4 palitos, quem vence? Por qué?

e) Se vocé deixar 5 palitos, quem vence? Por qué?

f) Se vocé deixar 6 palitos, quem vence? Por qué?

Dica 3: Faca de conta que agora o seu objetivo € deixar 6 palitos na mesa e conclua a

sua estratégia.

3- Ja conseguiu uma estratégia para vencer sempre? Se a resposta € sim, forme uma

dupla com um colega para comparar suas estratégias. Elas sdo parecidas ou iguais?

4- Esta na hora de vocés testarem suas estratégias. Procurem outra dupla e os desafie

para algumas partidas.
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Nim - Atividade IlI

1- Vocé esta no meio de uma partida do Jogo de Nim, onde vence aquele que retirar o
ultimo palito. O jogo comega com 18 palitos, vocé é o primeiro a jogar € pode retirar 1, 2
ou 3 palitos. Sera que vocé consegue achar uma estratégia para vencer sempre?

a) Se vocé deixar 1, 2 ou 3 palitos, quem vence? Por qué?

b) Se vocé deixar 4 palitos, quem vence? Por qué?

Dica 1: Faca de conta que agora o seu objetivo é deixar 4 palitos na mesa.

c) Se vocé deixar 5 palitos, quem vence? Por qué?

d) Se vocé deixar 6 palitos, quem vence? Por qué?

e) Se vocé deixar 7 palitos, quem vence? Por qué?

f) Se vocé deixar 8 palitos, quem vence? Por qué?

Dica 2: Agora o seu objetivo é deixar 8 palitos na mesa e conclua a sua estratégia.

2- Seguindo as regras do exercicio anterior, é claro que, para poder vencer, na ultima

jogada vocé ndo deve deixar palito algum na mesa, ou seja, 0 (zero) palitos.

a) Na pendultima jogada, quantos palitos vocé deve deixar?

b) E na antependultima jogada, quantos palitos vocé deve deixar?

c) E na jogada anterior? E na primeira jogada?

d) Escreva as quantidades de palitos que devem ser deixadas para o adversario em

ordem crescente. O que vocé consegue observar?
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A.6 O Teorema de Inducao

Todo conteudo da presente sessao foi retirado, exceto algumas poucas adaptagoes, de

Lima et al. (2006) e Silva e Savioli (2012).

Como sabemos, N € um conjunto, cujos elementos sdo chamados de nimeros na-
turais. A esséncia da caracterizacdo de N reside na palavra "sucessor". Intuitivamente,
quando n,n> € N, dizer que n’ é o sucessor de n significa que n’ vem logo depois de n,
nao havendo outros numeros naturais entre n e n’. Evidentemente, esta explicacdo ape-
nas substitui "sucessor"por "logo depois", portanto ndo é uma definicdo. O termo primitivo
"sucessor'nao é definido explicitamente. Seu uso e suas propriedades sédo regidos por

ni

algumas regras, conhecidas como "axiomas de Peano"'. Tudo o que se sabe sobre os

numeros naturais pode ser demonstrado como consequéncia desses axiomas.

Em linguagem comum, os "axiomas de Peano"podem ser descritos da seguinte

forma:

A) Todo numero natural possui um Unico sucessor, que também € um namero natural.

B) Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes. (Ou ainda: numeros

que tém o mesmo sucessor sao iguais.)

C) Existe um Unico numero natural que ndo é sucessor de nenhum outro. Este numero

€ representado pelo simbolo 1 e chamado de "niumero um".

D) Se um conjunto de numeros naturais contém o numero 1 e, além disso, contém o
sucessor de cada um de seus elementos, entdo esse conjunto coincide com /N, isto €,

contém todos os nimeros naturais.

Utilizando a linguagem matematica e considerando N o conjunto dos numeros na-

turais, os axiomas de Peano sio:

"Notavel sintese, feita pelo matematico italiano Giussepe Peano (1858-1932), capaz de descrever concisa

e precisamente o conjunto dos nimeros naturais a partir de quatro fatos basicos.
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a) existe uma fungdo s : N — N, que associa a cadan € N um elemento s(n) € N,

chamado sucessor de n;
b) a fungdo s : N — N é€ injetiva;
c) existe um Unico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) para todo n € N;

d) Se um subconjunto X C N étalquel € Nes(X) C X (istoé,n € X = s(n) € X),
entdo X = N.

A partir dos axiomas de Peano podemos enunciar "O Principio de Indugao Finita",
que é um eficiente instrumento para a demonstracédo de fatos referentes aos numeros na-

turais.

Principio de Inducao Finita (Teorema):

Seja P(n) uma proposigdo envolvendo um nimero natural n e suponha que:
a) P(1) é verdadeira;
b) Vk € N, P(k) verdadeira =— P(k + 1) verdadeira.

Entdo P(n) é verdadeira para todon € N.

Demonstracao:

Consideremos o seguinte subconjunto de N, A = {n € N/P(n)verdadeira}. Ob-
servemos que 1 € A, pois P(1) é verdadeira e decorre do item a) do teorema. Além disso,
para todo n € A, P(n) verdadeira implica P(n + 1) verdadeira, que deriva do item b) do
teorema, implicando que n+1 € A. E, portanto, em decorréncia do axioma d), concluimos

que A= N.



127

A.7 A Soma Nim e o Teorema de Bouton

Nesta sessao, inicialmente, definiremos a Soma Nim e veremos que esta goza das
propriedades associativa, comutativa, elemento neutro e que cada nimero € o inverso de
si mesmo, além de mostrarmos que € vélida a Lei do Corte. Em seguida, apresentaremos

o Teorema de Bouton e sua demonstragao.

Todo conteddo desta sessao, salvo pequenas adaptagdes, foi retirado de Estrela

(2012).

A.7.1 A Soma Nim

Definicao:

Se z € IN, podemos escrevé-lo na forma x = 2"x,, + 2™ 'a,,_1 + ... + 221 + 20, onde
z; € {0,1}, paracadai € {0, 1,2, ...,m}. Logo, denotaremos por z = (2, Tp—_1, .-, L1, To),

onde cada z; é chamado digito, para i € {0,1,2,...,m}.

Dados = = (T, Tim—1,--,21,%0) € Y = (Ym, Ym—1,---»Y1,%0) € IN, definimos a Soma
Nim de x e y, denotada por z & y, como 0 NUMero z = (zy,, Zm_1, .-, 21, 20), OnNde z; =
;i +2 Y, paracada: = 0,1,2,....,n. Além disso, a soma dos digitos obedece a 0 +, 0 = 0,

1491=0e0+21=14+5,0=1.

Propriedades da Soma Nim:

1- Associativa: Para quaisquer z,y,z € IN: (x®y)Dz=2® (y ® 2)
2- Comutativa: Para quaisquerz,y € IN: 2 dy=y D x

3- Elemento Neutro: Para qualquerx € IN: x 0 =«

4- Elemento Inverso: Para qualquerx € IN: x & x =0

5- Corte ou Cancelamento: Para quaisquer z,y,z €e N: c dy=2Qy =2
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1- Dados inteiros x, y e z quaisquer tais que = = (T, .., Z0)2, ¥ = (Ym, -~ Y0)2 €

2 = (Zm, ..., 20)2, €NtAO:

z® (WP 2) = (Tm,20)2D ((Yms -, Y0)2 D (Zm, - 20)2)
= (Tmy oy 0)2 D (Ym +2 Zmy - Yo +2 20)2
= (Tm +2 (Ym +2 Zm), - To +2 (Yo +2 20))2
= ((#m +2 Ym) +2 2m; -, (To T2 Yo) +2 20)2
= (Tm +2 Yms - To +2Y0)2 D (2, -, 20)2
= ((Tm, - 20)2 D (Ym, - Y0))2 D (Zm; -, 20)2

=(r0y)D®z

2- Dados inteiros x e y quaisquer tais que = = (T, ..., %0)2 € Y = (Ym, ---, Yo )2, ENtAO:

TDY = (Tm,-s20)2 D (Yms -, Y0)2
= (T +2 ym, ..., 20 42 Yo )2
= (Ym 2 2m, ..., y0 +2 20)2
= (Ym, -2 Y0)2 D (T, -, To)2

3- Dado um inteiro x qualquer tal que = = (z,,, ..., Zo)2, €Nta0:

rd0= (.’L’m, ...,x(])Q D (O, ...,0)2
= (iCm +2 0,...,1’0 +2 0)2
= (.Tm,...,l’o)g

=X



4- Dado um inteiro x qualquer tal que = = (x,,,

TR = (T, ey T0)2 D (Tpny -y To)2

= (Tp, +2 Ty, .., To +2 To)2

5- Dados inteiros x, y e z quaisquer, entao:
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.., To)2, €Ntao:

rhy=z0ye (rdy) by=(2dy)dy pordefinicho de Soma Nim

Srd(ydy) =2@ (ydy) pelaassociatividade da Soma Nim

Srd0=260 por definicdo de inverso de um elemento

S =z por definicdo de elemento neutro

A.7.2 O Teorema de Bouton

Inicialmente, lembremos que uma configuragdo de pecas que permite ao jogador que a

de N posicao (do inglés next).

Lema 1.

deixou vencer o jogo independentemente das jogadas que o adversario faga, é chamada

de P posicéo (do inglés previous) e, uma configuragdo que ndo € P posig¢ado, € chamada

Seja (p1, pa,...pn) # (0,0,...,0) uma configuragéo tal que p; © p2 ® ... ® p, = 0.

nao nula.

Demonstacao:

Entao, qualquer jogada nessa configuracao, origina uma configuragdo onde a Soma Nim é

Seja (p1,p2,.--pn) # (0,0,...,0). Seja ainda (q¢1,¢2, .-, ¢,) a configuragdo obtida
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apos uma jogada e suponhamos que a jogada é feita sobre a k-ésima pilha. Entéao p; = ¢;,

para todo ¢ # k, e g, < pr. Logo a Soma Nim da configuragao obtida é:

G DPPD.. D, =p1D... DPr—1 D qx D pr+1 D ... D py
=p1D ... OPr-1 D (¢ © i D pr) S o1 D ... B pn
=1 D ... CPe1 PPk DPrt1 D ... D0n) D (qr D i)
=0 (g D pr)

=q®pr #0

Lema 2.

Seja (p1,p2, .-, 0n) # (0,0, ...,0) uma configuragdo tal que p; & ps & ... & p,, # 0.
Entdo existe, pelo menos, uma jogada nessa configuragdo que origina uma configuragcéao

onde a Soma Nim é nula.

Demonstacao:

Seja (p1,p2, .-, 0n) # (0,0, ...,0) uma configuragao tal que p; & ps & ... ® p,, # 0.

Sejaainda s = p; G ps @ ...  p, € suponhamos que s = (S, Sm—1, -+, S1, S0 )2-

Consideremos d tal que s; = 1 e se s, = 1 entdo d < k, isto é, d é o digito 1 mais
a esquerda da representacgéo binaria de s. Escolha-se um j tal que o d-ésimo digito de p;
€ também 1. Repare-se que j existe uma vez que o digito s, € a Soma Nim dos d-ésimos
digitos de cada p;. Defina-se ¢; = s®p;. Entdo ¢; < p;. De fato, todos o digitos a esquerda
de d s&o os mesmos em p; e g; € sdo nulos. Além disso, o d-ésimo digito (em ¢;) diminui
de 1 para 0. Ao retirar p; — ¢; pegas da pilha j obtemos uma configuragéo que anula a
Soma Nim. Note-se que se (¢1, ¢2, --., ¢,) for a configuragao obtida apds essa jogada entéo

¢ = pi,paratodoi # j,q; =s®p; e
hPRB. B =s®p; D¢ =5®p;®(s®p;) =0.

A demonstracao anterior permite-nos estabelecer uma regra pratica para a determi-

nacédo de uma P posigao:

Na tabela com a configuragdo em sistema binario escolhemos a coluna mais signi-
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cante (ou seja, a coluna mais esquerda) com um nuamero impar de digitos 1 e eliminamos
pecas de uma das pilhas correspondentes a esses digitos, de modo a que a soma de cada

coluna seja 0.

O préximo resultado estabelece uma caracterizagcao para as P posigdes de um jogo
de Nim.

Teorema de Bouton:

A configuragao (py, pa, ..., p,) € uma P posigdo se, e somente se,

p1 @ p2 @ p, = 0.

Demonstracao:

Qualquer configuracédo ou é P posicédo ou € N posicao. Seja P o conjunto de todas
as configuragdes com Soma Nim nula e seja N o conjunto de todas as configura¢des cuja

Soma Nim é ndo nula. Entao:

a) A posicao terminal pertence a P.

De fato, sendo a posigao terminal (0,0, ...,0) entdo 0 G0 & ... ® 0 = 0.

b) Mostremos que, dada uma configuragdo de P, qualquer jogada nessa configuracao

transforma-a numa configuracao de N.

Seja entdo (p1,pe, ..., pn) € P. Sem perda de generalidade, suponhamos que sdo
retiradas pecas da primeira pilha e obtemos a configuragéo (pj, pa, ..., Pn).- S€ p1 @ ps &
B Dy =0=p &ps B ... 0 p,, entdo, pela lei do corte, p; = pj, 0 que é absurdo. Logo
(py, D2, -, Pn) # 0 €, portanto, (p}, pa2, ..., Pn) € N.

c) Resta mostrar que, dada uma configuracao de N, existe sempre uma jogada que a

transforma numa configuragéo de P.

Tal como foi feito na demonstracado do Lema 2, na tabela da Soma Nim, escolha-se

a coluna mais significante com um numero impar de digitos iguais a 1.

Escolha-se uma pilha onde apareca um digito 1 nessa coluna e seja zy 0 numero
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de pecas dessa pilha e mude-se esse digito 1 para o digito 0; mudemos também todos
os digitos de z, nas colunas onde o nimero de digitos 1 é impar. E facil observar que
0 numero de pecas dessa pilha ficou inferior a zy, 0 que mostra que passamos de uma

configuracdo de N para uma de P.

Estas trés condicbes mostram que uma configuragdo € P posigao se e sé se a sua

Soma Nim é nula.
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