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RESUMO

O presente trabalho foi elaborado com o intuito de fazer uma analise sobre a forma
como vem sendo dirigido o ensino de Sequéncias e Séries aos alunos do Ensino Médio,
principalmente, nas escolas da rede publica. Nesta pesquisa, foram considerados como
instrumento de pesquisa todos os livros didaticos de Ensino Médio adotados em duas es-
colas especificas: Colégio Estadual Dr. Feliciano Sodré e Colégio Municipal Pedro Adami,
assim como outros que, também, fazem parte do acervo das bibliotecas dessas escolas.
Posteriormente, apresentaremos uma proposta para introduzir o conceito de Sequéncias e
Séries como um desdobramento de conteudos ja adquiridos pelo aluno, em séries anteri-
ores, tais como Fung¢do, embora seja um conteddo novo para o aluno, este ira ser capaz
de estabelecer relagdo com outros assuntos aparentemente desconexos, mas que podem
ser ou serdo desmascarados. Uma referéncia histérica foi feita para mostrar que muita das
formulas e os conceito matematicos utilizados atualmente, sdo o resultado de uma longa

evolugdo historica, fruto de muitas pesquisas e estudos com validade pratica.

Palavras-chave: Ensino, livro didatico , sequéncias, séries.
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ABSTRACT

This work was done in order to make an analysis on how the teaching of Sequences
and Series to high school students, especially in public schoolshas been directed. In this
research, were considered as a research tool for all high school textbooks adopted in two
specific schools: State College Dr. Feliciano Sodré and College Hall Pedro Adami, as well
as others who also are part of the collections of the libraries of these schools. Subsequen-
tly, we will present a proposal to introduce the concept of Sequences and Series as an
offshoot of content already acquired by the student in the previous series, such as function,
although a new content to the student, this will be able to establish links with other subjects
seemingly unrelated but that can or will be unmasked. A historical reference was made to
show that many of the formulas and mathematical concepts used today are the result of a

long historical evolution,the result of many researches and studies with practical validity.

Keywords: Teaching, textbook, sequences, series.
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Introducao

Nas escolas publicas e privadas do Brasil, para a maioria dos professores de Matema-
tica, o referencial ao ensinar esta voltado Unica e exclusivamente ao livro didatico (Livro-
Texto). A razado desse fendmeno pode estar ligada a ausénsia de recursos e materiais
didaticos da escola, a ma formagéao do profissional, a falta de capacitagdo, ou, simples-
mente, a desmotivacao e ao cansacgo, devido a uma excessiva rotina de trabalho. Sao por
alguns destes motivos, que o professor acaba se apoiando unicamente nesse recurso, pois
o livro didatico, geralmente, oferta uma quantidade de conteudos ja prontos que facilitam
seu trabalho. Na maioria dos casos, o docente faz seu planejamento de aula seguindo os
capitulos do livro-texto, e dessa forma, acaba omitindo conceitos importantes e/ou repe-

tindo os erros que alguns livros trazem.

Quando se trata do ensino de sequéncias e séries, em particular, as progressoes arit-
méticas (P.A.) e as progressdes geométricas (P.G.), algumas indagagdes sao inevitaveis,

por exemplo:

* Nos livros didaticos, é introduzido o conceito de sequéncia e série?

» Os conhecimentos adquiridos anteriormente pelos alunos sdo levados em conside-

racao?

» Ha uma preocupacao, por parte do autor, em apresentar a origem das ideias funda-

mentais presentes na histéria?
A linguagem utilizada é compreensivel ao aluno?
+ O autor inicia o estudo do conteudo com problemas e questdes motivadoras?

+ O autor utiliza imagens visuais para ilustrar os conceitos?



Para responder a essas perguntas foi feito um levantamento para analise dos livros-
textos do Ensino Médio, com edi¢ces que variam do ano de 1998 a 2012, e que fazem
parte do acervo das bibliotecas das escolas: Colégio Estadual Dr. Feliciano Sodré e Colé-
gio Municipal Pedro Adami, situadas respectivamente no municipio Sao Pedro da Aldeia e
Macaé, ambas no estado do Rio de Janeiro. Na analise feita nestes livros, foi observado
um processo de adequagdo dos contetdos aos respectivos anos escolares seguindo as
orientagdes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs (1998)). Embora isso seja um
grande avancgo, ainda ha a relutancia dos educadores em abandonar os métodos de en-
sino, que incluem a memorizagdo desnecessaria de férmulas, o que acarreta mais davidas

para os alunos.
A respeito disso uma citagao retirada de (Lima et al. (2006)), diz:

“Nao encha a cabecga de seus alunos com casos particulares desnecessa-
rios. Isso sé serve para obscurecer as ideias gerais e acaba dificultando

as coisas.”

Este trabalho tem como objetivo mostrar como o ensino de Sequéncias e Séries vem
sendo abordado, desde 1998, além da influéncia dos PCN’s e do Curriculo Minimo do
Estado de Rio de Janeiro (CMERJ (2013)) e as mudancas do material didatico oferecido
para os alunos do Ensino Médio. Em seguida apresentamos uma proposta para introduzir
o conceito de Sequéncias, na 2 série do Ensino Médio, partindo do conhecimento de
funcdes, ja adquirido pelo alunado na 1 série do Ensino Médio. Para complementar,
propomos diversas atividades que podem ser desenvolvidas em sala de aula para motivar

a descoberta, a construgao dos conceitos e a dedugao de férmulas.
Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1, fazemos um histérico cronolégico sobre o estudo de sequéncias e séries,

e as contribuigbes para o seu desenvolvimento, de modo a estimular a aprendizagem.

No capitulo 2, apresentamos uma breve analise sobre como vem sendo abordados os
conceitos de sequéncias e séries em varios livros que sdo usados no Ensino Médio, no
municipio de Sdo Pedro da Aldeia e Macaé (RJ), e as mudancas na abordagem que se

observam desde 1998.

No Capitulo 3, apresentamos uma proposta para introduzir os conceitos de sequéncias

numeéricas e séries para alunos da 2“ série do Ensino Médio, partindo da definicao de



fungéo.

No Capitulo 4, apresentamos atividades aplicadas aos alunos da 2¢ série do Ensino
Médio da Escola Estadual Dr. Feliciano Sodré, os objetivos a serem alcangados em seu

desenvolvimento e um breve comentario sobre as atividades realizadas.
No Capitulo 5, fazemos as consideragdes finais.

Este trabalho também contém um Apéndice, onde o leitor encontra as solucdes relativas

as atividades propostas no Capitulo 4.



Capitulo 1

Fundamentacao Historica

As sequéncias numeéricas estdo relacionadas aos processos de contagem e ao desen-
volvimento dos sistemas de numeragdo. Por essa razdo, encontramos problemas envol-

vendo varios tipos de padrdes e sequéncias em documentos de civilizagdes antigas.

O povo babilénico (em torno de 2000 a.C) utilizava tabuas de calculo nas quais era
comum encontrar sequéncias de quadrados e cubos de numeros inteiros. Nessa mesma
época, 0s egipcios empregavam sequéncias numéricas para decompor fragdbes em somas
de outras fracbes, como mostram os registros encontrados no papiro de Rhind ou Ahmes

(cerca de 1650 a.C.).

Para exemplificar as sequéncias que apareciam nas tabuas babilénicas, Boyer (1994)

escreve que:

[...] Numa tableta a progressao geométrica 1 +2+22 4 ... +29 é somada e
em outra a soma da série de quadrados 12 + 22 4+ 3% + ... + 102 é achada.
Perguntamo-nos se os babilénios conheciam as féormulas gerais para a
soma de uma progressao geométrica e a soma dos n primeiros quadrados
perfeitos. E possivel que sim, e conjeturou-se que teriam percebido que
a soma dos n primeiros cubos perfeitos € igual ao quadrado da soma dos
n primeiros inteiros. No entanto, deve-se ter em mente que as tabletas
mesopotamicas se assemelham aos proprios papiros egipcios em que s6

sao dados casos especificos, sem formulagbes gerais.

Muitos outros povos contribuiram ao estudo das sequéncias numéricas, entre eles os

chineses, os hindus e os arabes. Porém, foram os gregos os responsaveis por diver-

4



sos exemplos de sequéncias numéricas notaveis, por exemplo, aquelas que envolviam os
nuameros figurados, estudadas pela escola Pitagorica durante o século VI a.C. Conforme
Gundlach (1992), os casos especiais dos numeros figurados eram os niumeros poligonais,
nameros cuja representagcao geométrica assumia a forma de varios poligonos. Os nimeros
poligonais mais simples s&o os triangulares e os quadrados. Os nimeros {1; 3; 6; 10;...}
chamados de numeros triangulares, correspondem a distribuigdo de pontos em um plano

na forma de triangulos, conforme a Figura 1.1. Estes representam as somas sucessivas

1
dos numeros de contagem consecutivos, istoé 1 +2+3+ ... +n = @
10 15 21
3 6 - ...
1 - L N . * 0

1 1+2 1+2+43 1+2+3+4 1+243+445 1+243+445+46

Figura 1.1: Nameros Triangulares.

Os ntmeros quadrados 1, 4, 9,..., n? correspondem & distribuicdo de pontos num

plano, de modo a formar quadrados, conforme a Figura 1.2.

Figura 1.2: Numeros Quadrados.

Deve-se ressaltar que muitos resultados interessantes sobre niumeros figurados podem
ser obtidos de maneira puramente geométrica e informal. Por exemplo, na Figura 1.2 é
possivel observar que a soma dos numeros impares € um numero quadrado perfeito, isto
é,

1+3+5+...4+(2n—1)=n’

Outro problema sério para os matematicos da época, era o de lidar com ndmeros pri-

mos. Foi assim que o matematico grego Eratéstenes (285-194 a.C.) criou um método

5



conhecido como “Crivo de Eratéstenes” (ou Peneira de Eratdstenes), que permite obter
uma tabela de numeros primos até um limite escolhido. Para isto, escreve-se todos os
inteiros maiores que um e menores ou igual ao numero desejado. A seguir, suprime-se 0
numero 1 e todos os multiplos de 2, 3, 5e 7, menos eles mesmos. Os numeros que ficam

formam uma sequéncia de nUmeros primos.

Devido a falta de conceitos adequados e de uma teoria razoavel, o conceito de série,
ou ainda, série infinita, surgiria mais tarde na tentativa de generalizar o conceito de soma
para uma sequéncia de infinitos termos. Neste periodo, surgem numerosas especulacdes
e paradoxos a respeito da natureza das séries infinitas, a exemplo do paradoxo de Ze-
nao. Os primeiros gregos, contemporaneos a Eratostenes, a trabalhar com séries foram
Arquimedes e Euclides. Arquimedes foi o primeiro a calcular a soma de uma sequéncia
geométrica infinita e a tentar explicar por meio de exemplos, como somas infinitas pode-
riam ter resultados finitos, embora tenha sido obstruido pela falta de precisdo e notagao
eficiente. Arquimedes foi capaz de descobrir muitos dos elementos da analise moderna
de sequéncias e séries. Euclides, na Proposicao 35 do seu Livro IX dos Elementos, fez a
soma parcial de uma série geométrica, em termos dos membros da série, este resultado é

equivalente a formula moderna.

No século XllI, na Europa, o italiano Leonardo de Pisa (1175-1240), conhecido como
Fibonacci, publicou a obra intitulada “Liber Abacci”, em que mostra sequéncias numéricas
que se tornaram notaveis, como aquela que aparece no “problema da reproducao dos
coelhos”, no qual Fibonacci considerou o crescimento de uma populagao idealizada (nao

realista biologicamente) de coelhos,

“Um casal de coelhos torna-se produtivo apds dois meses de vida e, a
partir de entao, produz um novo casal a cada més. Comegando com um
Unico casal de coelhos recém-nascidos, quantos casais existirdo ao final

de um ano?”

Este problema deu origem a chamada sequéncia de Fibonacci 1,1, 2, 3,5,8,13, ..., uy, ...,
formada pela lei recorrente u,, = u,,_1 + u,,_o para n > 3, isto é, cada termo apés os dois
primeiros é a soma dos dois imediatamente anteriores. Uma propriedade interessante que

relaciona a sequéncia de Fibonacci e a razao aurea, é que: Dois termos sucessivos quais-

Up—1 . ~ \/g -1
se aproxima da razdo aurea ¢ = —
Unp,

quando n aumenta. Esta ultima relagdo foi descoberta por Johannes Kepler, em 1611,

quer sao primos entre si e que, a razao



embora, conforme Gundlach (1992), sé ficaria provada em 1753, pelo mateméatico esco-
cés Robert Simson. Posteriormente, em 1843, Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856)
descobriu uma férmula que tornou explicita a conexao entre os numeros de Fibonacci e a

razio aurea.

No século X1V, Nicole Oresme (1325-1382), professor da Universidade de Paris, junta-
mente com um grupo de matematicos da Universidade de Oxford, cujos estudos estavam
relacionados a cinematica, fizeram ressurgir a importancia das séries infinitas. De acordo
com Avila (2010), o resultado destas pesquisas conjuntas contribuiu para o desenvolvi-
mento de varias séries, entre elas:

S R
sttt Tt =

Ainda no século XIV, o matematico indiano Madhava, foi o primeiro a descobrir a série
infinita para as fungdes trigonométricas seno, cosseno, tangente e arcotangente, forne-
cendo o desenvolvimento de tais fungdes em séries de Taylor e em séries trigopnométricas.
Ele utilizou esses conceitos para o calculo de aproximacdes (da constante ) e para es-
tabelecer estimativas para o erro assumido. Também introduziu os primeiros critérios de

convergéncia.

Na Europa, o matematico Michael Stifel (1486-1567), foi considerado o maior algebrista
aleméao do século XVI. Sua obra matematica mais conhecida é “Arithmética”, publicada em
1544 e dividida em trés partes, numeros racionais, numeros irracionais e algebra. Na
primeira parte, isto €, na parte dos numeros racionais, Stifel difunde as vantagens de se

associar uma “progressao aritmética” a uma “progressao geométrica”.

Figura 1.3: Napier

Por volta de 1590, Napier revelou possuir cabal conhecimento da correspondéncia en-
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tre progressodes aritméticas e geométricas, o que o levou aos logaritmos. Por esse motivo,
ele é considerado o inventor dos logaritmos, embora outros matematicos contemporaneos
a ele tenham desenvolvido propostas semelhantes a sua. Como é sabido atualmente, o
poder dos logaritmos, como instrumentos de célculo, esta no fato de que eles reduzem
multiplicacdes e divisdes a simples operacdes de adicdo e subtracdo. No entanto, no prin-
cipio da Matematica Moderna, a abordagem de John Napier (1550-1617) para eliminar o
fantasma das longas multiplicacbes e divisdes difere consideravelmente das longas pros-
taférese (palavra grega que significa "adicdo e subtracao"), e se baseia no fato de que,

associando-se aos termos de uma progressao geomeétrica
bi,b2,03,04, ..., b, by, ... (1.1)

aos da progressao aritmética:

entao,

No século XVII, James Gregory associa os termos convergéncia e divergéncia ao es-
tudo de sequéncias e séries, mostrando como a area do circulo pode ser obtida sob a

forma de uma série infinita convergente.

No século XVIII, o matematico suico Leonhard Euler resolve o problema de Basel,
proposto por Pietro Mengoli, em 1644. Este problema pede para achar a soma da série

formada pelos quadrados dos inversos dos niumeros naturais, ou seja,

il—l' Ll (1.4)
n2_n1_>n§o 12 22 32 n2 :

Em 1735, Euler mostrou por argumentos e manipulagdes que nao se justificavam na

época que:

— = (1.5)



Figura 1.4: Leonhard Euler

Uma prova rigorosa s6 foi apresentada por Euler em 1741.

Ocorreu no século XIX, com Johann Friederich Carl Gauss solucionou, ainda na infan-

cia, o problema de calcular a soma

1+24+3+4+...+97+98+99 + 100

Segundo uma histéria famosa, um professor alemao propés aos seus alunos que efe-
tuassem a referida soma, tendo sido Gauss o aluno que rapidamente desvendou esta
questao. Até entdo, ninguém tinha sido capaz desse feito. Ele se baseou no fato de que, a

soma dos numeros opostos é sempre constante como mostra a figura:

+2+3+4 +... 497 +93 +99 + 100
I ™

FT S
‘ 101

101
1m

Figura 1.5: Soma dos 100 primeiros naturais

Entao, ele multiplicou a constante (101) pelo nimero de termos e dividiu pela metade.
Este raciocinio equivale a férmula da soma da progressao aritmética que usamos atual-

mente:



Gauss compés o primeiro tratamento rigoroso de convergéncia para sequéncias e sé-

ries, embora ndo utilizasse a terminologia dos limites.

Figura 1.6: Carl Gauss

Em sua famosa teoria analitica do calor, Jean Baptiste Joseph Fourier tentou definir
a convergéncia de uma série infinita sem usar limites, mas mostrando que, sob certas

hipbteses, toda fungéo pode ser escrita como uma soma de suas séries.

Na Europa, mais precisamente em Grenoble, Joseph Fourier(1768-1830) desenvolveu
seu trabalho teérico e experimental sobre a propagacao do calor, permitindo modelar a

evolucao da temperatura através de séries trigonométricas.

As séries trigonométricas se fizeram presentes em varios trabalhos de Fourier. Na ana-
lise de Fourier devemos destacar a fundamental contribuicdo as telecomunicagdes moder-
nas e ao processamento de imagens digitais. Um exemplo claro e atual € a compresséao
de imagens para o formato JPEG e, também, a retirada da voz das canc¢des para fazer o

Karaoké.

Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) foi um matematico de importantes descobertas,
especialmente, no campo da Matematica Pura. Ele é um dos fundadores do Calculo com
Variaveis Complexas. Além disso, possui papel de destaque no Calculo Elementar, Teoria
dos Determinantes e nas Séries Infinitas, sendo estas responséveis pelo desenvolvimento

da Teoria das Funcgdes.

Em meados de sua vida, Cauchy, estabeleceu um teste de convergéncia para séries
de numeros reais, conhecido por "Teste da Raiz"ou "Teste de Cauchy". Este critério permiti

estabelecer o raio de convergéncia da série de Taylor, de fungdes analiticas na reta e no
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plano complexo.

Boyer (1994) destaca que o nome de Cauchy aparece ligado a muitos teoremas so-
bre séries infinitas, embora Gauss e Abel tenham feito esforcos nesse sentido. Gragas a
Cauchy, foi despertada a consciéncia dos matematicos para a necessidade de observagao

relacionada a convergéncia.

Tendo definido uma série como convergente se, para valores crescentes de
n, a soma Sn dos n primeiros termos se aproxima de um limite S, chamado
a soma da série. Cauchy provou que uma condigao necessaria e suficiente
para que uma série infinita seja convergente é que, para n suficientemente
grande e dado p qualquer, o valor da diferenga entre Sn e Sn + p se torne
menor que qualquer nimero dado. Essa condi¢do para “convergéncia em
si” se tornou conhecida como critério de Cauchy, mas Bolzano a conhecia

antes (e, talvez, Euler ainda antes).

Observar e explorar regularidades em padrées numericos, o levantamento , a investiga-
cao e validacao de conjecturas e generalizagao devem fazer parte do estudo do alunado,
para que desta forma, com esta visdo , possam desenvolver ideias que sdo essenciais

para o desenvolvimento da ciéncia na atualidade.

Os PCN’s sugerem o estudo das Sequéncias e Séries como uma oportunidade que
o aluno tem de visualizar o conceito de uma soma de infinitas parcelas, estabelecendo
assim a ideia de convergéncia no Ensino Médio. Dessa forma, facilitamos a compreensao
e a previsao de diversas situagdes-problemas. Por exemplo, o estudo da velocidade com
que um elemento radioativo se desintegra. Podemos, também, interrelacionar conceitos
de sequéncia e funcbes, ou ainda, sequéncias e matematica financeira. Observar como
0s matematicos citados, enriqueceram o estudo, assim, tornando o assunto mais atraente

e significativo para o aluno.
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Capitulo 2

Os Conceitos de Sequéncias e Séries

nos Livros Didaticos

2.1 A Escolha do Livro Didatico

Na formacéo académica de um professor de Matemética, pouco se fala sobre a escolha
do livro didético a ser trabalhado, que venha a oferecer maior qualidade dos conteudos a
serem explorados pelo profissional da area. Afinal, o livro é o principal instrumento de
trabalho do professor, pois é a partir deste material que se tém os conceitos, as defini¢des,

exemplos, de onde se extrai as listas de exercicios.

Segundo Carvalho (2008), nos ultimos vinte anos, o governo do Estado brasileiro tem
se mostrado mais atuante na educacgao, principalmente no que tange a escolha dos livros
didaticos. Fazendo uma retrospectiva dos principais marcos politicos concernentes ao
assunto, desde 1938, sob a coordenacédo da CNLD (Comisséao Nacional do Livro Didatico)
deu-se inicio a um longo processo de investigagao e estudo dos livros didaticos a serem

escolhidos e trabalhados em sala de aula.

A certeza de que tem havido seriedade no processo de selecao dos livros didaticos a
serem expostos aos alunos é que, o Governo percebeu o agravante da situagao educacio-
nal e, em 1993, instituiu uma comissao de especialistas. Esse especialistas iniciaram uma
avaliacao para verificar a qualidade dos livros que, na época, eram 0s mais utilizados em
sala de aula. Esses livros eram escolhidos exclusiva e unicamente pelos professores, sem

intervencao de nenhuma inspecgao especifica de quaisquer érgdos governamentais.
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Isto transcorreu de forma tao séria, que em 1996, deu-se inicio ao processo de ava-
liagdo dos livros didaticos, gerando transtornos e muitos embates com diversas editoras,
reprovadas nas selegdes por nao cumprirem 0s requisitos minimos dos programas expos-
tos pela CNLD, que ja se encontrava, neste momento, estruturada. Foram elaborados
critérios na composicdo dos componentes curriculares do Ensino Fundamental, exigindo
resultados em suas avaliagdes, que tinham carater investigativo. Isoladamente em Mate-
matica, de quinze (15) colecdes examinadas, sendo destas dez (10) completas e cinco (5)
incompletas, examinadas, apenas uma (1) colecao completa e um (1) livro isolado foram

considerados aprovados. Dai a urgéncia na reformulacao dos livros didaticos.

Esta reformulagao foi realizada e os critérios propostos pela equipe de especialistas
de diversas areas cobraram e, ainda cobram, resultados, acompanhando de perto todo o
processo até hoje, pautados em avaliacdes realizadas pela Secretaria da Educacao Fun-

damental, no a&mbito do PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico).

Certamente que as editoras, autores e livreiros tiveram grandes resisténcias as mudan-
cas, gerando muitos transtornos e até processos judiciais, visto que a acao do Ministério da
Educacao foi intensa, nao se omitindo em particular na area da Matematica. No inicio da
década anterior, esta comissdo que supervisionava as avaliagdes elaborou um documento

intitulado “Recomendacdes para uma Politica Publica de Livros Didaticos" sugerindo que:

Sao necessarios (...) esforgos para que o PNLD contribua para o desen-
volvimento de novas concepgoes de livro didatico; dé acolhida a propostas
de novos modos de relagdo do manual com o trabalho docente; possibi-
lite uma renovagao dos padrdes editoriais associados ao conceito de livro
didatico que se cristalizou na tradicao brasileira. Em outros termos: para
qgue o MEC atue de modo mais significativo na promogao de um ensino de
melhor qualidade, é necessario ampliar a concepgao de livro didatico, pos-
sibilitando que a oferta de materiais inscritos se diversifique e se enriquega

Batista (2002).

Percebemos, entédo, que tem havido o apoio do governo para aperfeigoar a educacao.
No entanto, ndo bastam apenas bons materiais didaticos. Ha de se ter equipe de auto-
res, editoras, professores, enfim, todos envolvidos no processo educacional, capacitados
e compromissados para que nao haja mais repeticbes de resultados catastroficos como

ocorreu nas avaliagdes ministradas pela Secretaria de Educagcao/MEC. Até mesmo porque
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as inspecoes agora sao constantes e verdadeiras.

Evidentemente, ainda ha muito que melhorar. Ha muitas interpretacdes e ensinamentos
equivocados em alguns tépicos da grande maioria dos livros publicados atualmente, mas

ja houve um grande avanco.

O objetivo deste capitulo é apontar alguns dos problemas que ainda existem nos ma-
teriais didaticos e as mudangas que estdo acontecendo por conta das novas diretrizes de
Educacao. Especialmente, analisaremos como os conceitos de Sequéncias e Séries vem

sendo abordados no Ensino Médio das escolas publicas.

2.2 Parametros Curriculares Nacionais vs. Curriculo Mi-

nimo do Estado do Rio de Janeiro

Atualmente, ha no Estado do Rio de Janeiro dois documentos que norteiam o trabalho
do professor da rede publica estadual: Os PCN’s (Parametros Curriculares Nacionais),
editado pelo MEC e o Curriculo Minimo elaborado pela SEEDUC com a colaboracao dos

professores da rede estadual de educacéao.

Os Parametros Curriculares Nacionais fornecem orientagbes aos profissionais da edu-
cacgao para trabalharem com todos os conteudos. Na disciplina de Matematica, por exem-

plo, encontramos de forma clara o que se refere ao estudo das séries e sequéncias:

Com relagéo as seqliéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada
a ideia de fungao, na qual as relagdes com diferentes fungbes possam ser
analisadas. O estudo da progressao geométrica infinita com razdo positiva
e menor que 1 oferece, talvez, a Unica oportunidade de o aluno estender
0 conceito de soma para um numero infinito de parcelas, ampliando sua
compreensao sobre a adi¢do e tendo a oportunidade de se defrontar com

as ideias de convergéncia e de infinito.
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Essas ideias foram e sdo essenciais para o desenvolvimento da ciéncia,
especialmente porque permitem explorar regularidades. O ensino desta
unidade deve se ater a lei de formagéo dessas sequéncias e a mostrar aos
alunos quais propriedades decorrem delas. Associar as sequéncias seus
graficos e relacionar os conceitos de seqliiéncia crescente ou decrescente
aos correspondentes graficos permite ao aluno compreender melhor as
ideias envolvidas, ao mesmo tempo em que da a ele a possibilidade de
acompanhar o comportamento de uma seqiéncia sem precisar decorar

informagoes. PCNs (1998) (pagina 118)

O Curriculo Minimo do Estado do Rio de Janeiro CMERJ (2013) foi criado com o ob-
jetivo de orientar os professores, enfatizando o que deve ser abordado na sala de aula
em cada periodo letivo, funcionando como um planejamento. A abordagem sugerida pelos
curriculos pode parecer superficial, mas devemos lembrar que o curriculo é minimo. Cabe

ao professor analisar sua turma e verificar até que ponto o conteudo deve ser aprofundado.

No Campo Numérico Aritmético do 2° bimestre da 2¢ série do Ensino Médio, sugere-se

entre as competéncias e habilidades das regularidades numéricas:

- Identificar sequéncias numéricas e obter, quando possivel, a expressao
algébrica do seu termo geral.

- Utilizar o conceito de sequéncia numérica para resolver problemas signi-
ficativos.

- Diferenciar Progressao Aritmética de Progressédo Geomeétrica.
- Utilizar as férmulas do termo geral e da soma dos termos da P.A. e da

P.G. na resolugéo de problemas significativos.

E interessante observar que entre as competéncias e habilidades citadas anteriormente
nao se faz uma referéncia explicita ao ensino de séries, embora no ultimo item que se re-
fere a “soma dos termos da P.A. e da P.G. na resolugédo de problema significativos” cabe
a insercao das ideias de infinito e convergéncia, até mesmo pelo fato de que muitos pro-
blemas que envolvem somas de parcelas infinitas sao intuitivos, interessantes e faceis de

expor aos alunos.

Outro fato relevante, levantado durante a elaboragdo desta monografia, € que existem
varias diferencas entre os atuais Curriculos de Matematica da maioria dos estados do

Brasil. Por exemplo, os curriculos do Estado de Espirito Santo (CBEES (2009)) e Sao
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Paulo CESP (2010), se diferem do Curriculo do Estado de Rio de Janeiro, pelo fato de
propor os temas envolvendo sequéncias e soma dos termos da P.A. e da P.G. na 1 Série
do Ensino Médio, sendo que o conteudo de Funcdes s6 é apresentado na 2% Série do

Ensino Médio.

Podemos concluir que, os Curriculos devem ser permanentemente atualizados para
que exista uma base nacional comum que caminhe de acordo com os PCN’s, ja que séo

referéncia para o trabalho do professor e visam a qualidade do ensino nas Escolas.

2.3 Uma Analise do Conceito de Sequéncias

Nesta secao faremos um confronto entre as definicbes de Sequéncias e Séries encon-
tradas em diferentes livros com as propostas dos PCN’s e o Curriculo Minimo do Estado do
Rio de Janeiro, observando as mudancgas que vém sendo feitas no conteddo a cada nova
edicdo. Os livros escolhidos fazem parte das Bibliotecas das escolas: Escola Estadual Dr.
Feliciano Sodré, em Sao Pedro da Aldeia - RJ e Escola Municipal Pedro Adami, em Macaé

- RJ.

Foi observado que os livros mais antigos trazem o conceito de sequéncia de forma
desconexa, nao contemplando o conhecimento ja adiquirido pelo aluno. Alguns desses

livros sdo usados pelos professores e alunos das escolas em questéo.

No livro Santos et al. (1998) encontramos: “Todo conjunto de elementos, numéricos ou

n&o, colocados numa determinada ordem é chamado sequéncia ou sucessao”.

O livro Giovanni et al. (1998), por exemplo, define sucessédo ou sequéncia como sendo
todo conjunto que tenha os elementos em mesma ordem, ainda acrescenta que “sequéncia
numérica é todo conjunto de numeros dispostos numa certa ordem”. No livro Giovanni
and Bonjorno (2002), os mesmos autores, apesar de mudar o nome do livro (Matematica
Fundamental - 1998 para Matematica Completa - 2002), mativeram exatamente a mesma

definicao de sequéncia.

Em Matematica Aula por Aula, Barreto and Silva (2003), tanto na edicao de 2000 quanto
na edicdo de 2003, define em uma frase sequéncia ou sucessdao, como 0 conjunto de
elementos que estdo numa certa ordem. Em seguida, comenta o termo geral de uma

sequéncia e parte para as definicoes de PA e PG.
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No volume Unico de Matematica, Youssef et al. (2005), lemos: “Sempre que estabe-
lecemos uma ordem para os elementos de um conjunto, de tal forma que cada elemento
seja associado a uma posigcdo, temos uma sequéncia ou sucessdo’. E ainda diz que uma
sequéncia pode ser finita ou infinita, dependendo do nimero de termos que ela apresentar.

Da mesma forma lezzi et al. (2002) definem sequéncia.

E importante notar que, nos livros anteriormente mencionados, em momento algum foi

definido o que vem a ser ordem.

Ha de se fazer uma critica, visto que, estas definicbes sao incompletas e nao relacio-
nam o conteudo ao conhecimento ja adquirido pelo aluno, entrando em contradicdo com as
sugestdes dadas pelos PCNs e o Curriculo Minimo do RJ, esquecendo-se de proporcionar
ao educando um verdadeiro saber matematico. Tais obras apresentam o tema de forma
desconexa, reforcando a ideia de que a Matematica baseia-se apenas no uso de técnicas
operatdrias e algoritmos, n&o levando em conta os conhecimentos prévios, o desenvolvi-

mento cognitivo, 0s interesses e a motivagao dos alunos.

Porém, as obras como Dante (2004), Barroso (2010), Ribeiro (2010), lezzi et al. (2010),
definiram o conceito de sequéncia de modo semelhente. Por exemplo, em lezzi et al.

(2010) encontramos:

De modo geral, uma fungdo cujo dominio é N* = {1,2,3,4,5,6,...}
é chamada sequéncia numérica infinita. Quando o dominio de f é

{1,2,3,...,n} temos uma sequéncia numérica finita

Tais definicoes estdo de acordo com os PCN'’s, talvez pelo fato de serem livros mais
recentes. Observarmos que, a forma como o Governo Federal e o Ministério da Educa-
cao vém trabalhando esta surtindo efeito. Note que o mesmo autor (lezzi), reformulou o

conceito de sequéncia contido no livro lezzi et al. (2002) para o livro lezzi et al. (2010).

Cabe ao professor a andlise critica e a forma como o tema pode e deve ser explorado
a fim de propor ao aluno uma investigacao significativa, trazendo o uso do conhecimento
de funcdes e trabalhando a nocéo do infinito, podendo assim, despertar nele o interesse

cientifico, valorizando a abordagem matemaética.

Podemos deduzir que, a forma como os conteudos didaticos sao abordados podem
comprometer 0 ensino e a aprendizagem dos alunos. A qualidade do livro didatico influen-

cia e condiciona a pratica do professor, principalmente do professor recém-formado.
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De acordo com Lima (2001), a qualidade do ensino e, consequentemente, a formacéao
adquirida pelo aluno dificilmente serdo superiores ao nivel e a qualidade média dos livros
didaticos disponiveis. Quando se refere ao conteldo de sequéncias e progressées geo-
métricas afirma o fato de que nao é feita a conexao entre PG e a funcao exponencial, bem
como nao sao oferecidos problemas nao artificiais que exibam situagdes onde poderiamos

usar PG’s ou fungbes exponenciais.

Para muitos, a Matematica se fundamenta em normas, procedimentos e simbolos que
nao contém significados. Mas, de fato, as praticas de ensino da Matematica tém sido

marcadas por isola-la do mundo.

O foco principal deste trabalho esta em apresentar atividades que relacionem tais con-
teudos (Capitulos 3 e 4), trazendo de forma significativa o estudo das sequéncias. As
atividades que sdo abordadas para serem apresentadas aos alunos tém a finalidade de
estimula-los a produzirem este conhecimento, trabalhando de forma contextualizada na
producdo do conhecimento. Tais atividades foram apresentadas e trabalhadas com os

alunos da 22 série do Ensino Médio da Escola Estadual Dr Feliciano Sodré.

2.4 Uma Analise do Conceito de Séries

Os Livros de Ensino Médio pesquisados para este trabalho, e citados na segao anterior,
nao evidenciam o conceito de séries de forma explicita, encontrando-se em desacordo com
o que sugere os PCN’s. Talvez isto esteja relacionado ao fato de que o Curriculo Minimo

do Estado do Rio de Janeiro ndo se refere ao ensino de séries.

Na maioria dos capitulos dedicados ao ensino de sequéncias encontramos a definicdo
de sequéncia, PA - Progresséao Aritimérica (razdo, termo geral, classificagdo em crescente,
decrescente ou constante, soma de n termos) e PG - Progressdo Geométrica (classifi-
cacao, termo geral, soma dos n termos, soma dos termos infinitos de uma PG). Porém,
existem outras séries que nao se enquadram na definicdo de PA e PG e poderiam ser evi-
denciadas, tais como, as séries harmdnicas, o problema de Basileia, citado no Capitulo 1,
bem como os resultados encontrados em diversos campos da Fisica, Quimica e na area

tecnologica.

Acreditamos que seja importante definir o conceito de Série, pois segundo os documen-
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tos supracitados, é o que mais se aproxima dos conceitos de limite e infinito, fundamentais
para que o aluno, ao dar continuidade aos estudos, consiga compreender as ideias fun-
damentais do calculo, de modo a nao desistir das faculdades nas &reas de engenharia,

finangas e, até mesmo, Matematica.
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Capitulo 3

Proposta Didatica para o Ensino de

Sequéncias e Series

O objetivo deste Capitulo é introduzir os conceitos de Sequéncias e Séries, segundo
as orientacdes dos PNC’s, para os alunos da 2 série do Ensino Médio, considerando o

conhecimento ja adquirido pelos alunos.

3.1 O Ensino de Sequéncias

Para iniciar nosso estudo é interessante fixar os seguintes conceitos:

Definicao 3.1 Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Uma fungdo f : X — Y (lé-se: fungéo
de X emY) é uma lei que associa cada elemento x € X a um, e somente um, elemento
y = f(z) € Y. O conjunto X é chamado de Dominio de f e denotaremos por Dom(f). O

conjunto 'Y é dito o Contradominio de f.

Defini¢do 3.2 Definimos a Imagem de f, Im(f), ao conjunto de valores y € Y tais que
y = f(z), paraalgumx € X. Escrevemos x — f(x) paraindicar que a fungao f transforma

x em f(x), onde f(x) é aimagem de x.

Cabe lembrar que nao é necessario que todo elemento de Y esteja associado a al-
gum elemento do dominio pela acdo da funcao que esteja sendo considerada. Em outras
palavras,

Im(f)CY
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A sequir, por meio de uma situagéo do dia-a-dia do alunado e com o intuito de dar sig-
nificado as definigdes anteriores, apresentaremos uma tabela que contém parte do diério

de classe da turma em questao.

Exemplo 3.1 A planilha abaixo relaciona as notas de alguns alunos da turma do 2° ano, no

1° bimestre na disciplina de matematica, de acordo com o numero da chamada:

NlUmero de chamada | 1 2 (3|4 |56 |7]|8]|9|10]|11 12
Nota 78 182 |66 |50|60|56|20|30|40 |71 |95 |27

Tabela 3.1: Parte do Diario de Classe

E interessante levar o aluno a observar que essa relagdo define uma funcéo, pois cada

aluno representado pelo numero de chamada tem uma unica nota.

Numero da

chamada Nota

Notamos, também, que o dominio dessa fungdo é o conjunto
Dom(f)=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
e a imagem é o conjunto
Im(f)={78,82,66,50,60,56,20,30,40,71,95,27}
Exemplo 3.2 Consideremos, agora, uma outra fungdo f : IN* — IR, definida pela relagdo

f(n) = +/n, onde o dominio é o conjunto N* e a imagem é um subconjunto dos numeros

reais.

Im(f) = {1, V2, V3,V4, ... }.
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Definicao 3.3 Uma sequéncia numérica é a imagem de uma fungdo cujo dominio é um
subconjunto ou o préprio conjunto N* = {1,2,3,4,...}. Se o dominio for N* a sequéncia
sera infinita, se o dominio for um subconjunto de IN* com n termos, a sequéncia sera
finita. Representaremos as sequéncias numéricas por meio do seu conjunto imagem entre

parénteses.

Assim, no Exemplo 3.1, as notas de matematica dos alunos, podem ser representadas
por uma sequéncia finita da forma:
(a1,a9,as,...,a12) = (78,82, 66,50, 60, 56, 20, 30,40, 71,95, 27).
Da mesma forma, no Exemplo 3.2, a imagem da funcao representa uma sequéncia infinita
(a1, a0, a3, ag .. an,...) = (1, V2, V3,V4, ....\/n, ...).

onde f(1) = ay, f(2) = as, f(3) = as, ..., f(n) = an,... e nindica a posi¢do do elemento

na sequéncia.

Definicao 3.4 Sen é um numero natural qualquer ndo nulo, temos que a,, representa o n-
ésimo termo da sequéncia, que é chamado de termo geral da sequéncia, visto que, a partir
dele, podemos calcular qualquer termo da sequéncia, de acordo com a posicdo atribuida

paran, onden € IN*. Usaremos f(n) = a,, para designar uma sequéncia qualquer.

Exemplo 3.3 Consideremos a fungdo f : N* — IN, onde f(n) = 3n. vemos que:

f(1)=31, f(2)=32, f(3)=33, f(4)=34,------ , f(n)=3n,---
Consequentemente, o conjunto Im(f) = {3,6,9,12,--- ,3n,---} representa a sequéncia
infinita
(3,6,9,12,--- . 3n,--+).
Note-se que cada numeron € N* esta associado ao seu triplo. Portanto, o termo geral da
sequéncia é

a, = 3n
A seguir, usando o termo geral a,, = 3n do Exemplo 3.3, é possivel completar a seguinte
tabela

Existem dois casos notaveis de sequéncias, as Progressdes Aritméticas (PA) e as Pro-
gressdes Geométricas (PG). A seguir, definiremos e exemplificaremos estes dois casos

particulares das sequéncias.
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N*“|1/2|3| 4|5 |- ]---110
an, (316912 (15| --- |--- |30

Tabela 3.2: Termos da Sequéncia

3.1.1 Progressao Aritmética - PA

Definicao 3.5 Uma Progressao Aritmética (PA) é uma sequéncia numérica em que cada
termo, a partir do segundo, é obtido somando-se ao termo anterior, uma constante r que

sera chamada de razdo da progressao.

Observemos que a sequéncia do Exemplo 3.3 é uma PA de razéo 3, pois cada termo

da sequéncia é obtido adicionando 3 ao termo anterior.

As progressoes aritméticas podem ser classificadas de acordo com o valor da razéo r.

« Ser > (0 a PA é crescente.
« Ser = (0 a PA é constante.

e« Ser < 0 a PA é decrescente.

Podemos escrever os termos da progressao aritmética (a1, as, as, a4, . . ., ay, . ..) em fungéo
do termo anterior acrescido da razao ou em fungao do primeiro termo e da razao r. Sendo

assim temos:
a1 = ax

as =a; +r

az = as +1r =a; + 2r

Ap = Qp_1 + 7T

anp =a;+ (n—1)r (3.1)

Logo o termo geral de uma progressao aritmética cujo o primeiro termo € a; e possui
razao r € dado por:

a, =a; + (n—1)r.
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Podemos representar uma PA como uma sequéncia de pontos sobre uma reta, tais
pontos pertencentes ao 1° ou 4° quadrante do plano cartesiano. Ainda considerando o

Exemplo 3.3:

3.1.2 Progressao Geométrica - PG

Definicao 3.6 Uma Progressdo Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica em que cada
termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando-se o termo anterior, por uma constante

q chamada razao da progressdo geométrica.

Para exemplificar vejamos a seguinte situacao:

Exemplo 3.4 Atualmente temos como meio de comunicagédo utilizado em todo mundo o e-
mail, também conhecido como correio eletrénico. Certamente ja ouviu falar nos e-mails
que funcionam como corrente, ou seja , ao receber certa mensagem deve encaminhar
para uma quantidade de pessoas, que por sua vez, deverdo encaminhar também e assim

sucessivamente.

Suponhamos que vocé receba um e-mail desse tipo e tenha que encaminhar para trés

pessoas. Podemos representar a sequéncia:

(1,3,9,27,...)

No Exemplo 3.4 temos uma PG crescente de razao igual a 3.
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Para classificarmos as Progressdes Geométricas devemos considerar ndo somente a

razao (q) mas também o primeiro termo (a;), assim temos que:

*Sea;>0eg>1o0ua <0e 0<qg<1 aPG écrescente.
« Sea; € IR e ¢g=1 aPG é constante.
*Sea;<0eg>1o0ua >0e 0<g<1 aPG édecrescente.

* Sea; € IR e q <0 aPG é alternante ou oscilante.

Assim como na PA podemos escrever os termos da progressao geométrica

(ay,a9,a3,a4,...,ay,,...)

em funcéo do termo anterior multiplicado pela razdo ou em fungéo do primeiro termo e da
razao ¢. Sendo assim temos:
a1 = a1
a9 = Q7.4
— _ _ 2
a3 = 9.4 = a1.4.q = a1.q

ay = as.q¢ = a1.¢>.q¢ = a,.¢°

an = a;.¢" " (3.2)

Observamos que a lei de formacao da funcao, ou melhor, de qualquer sequéncia que

siga as definicdes de uma PG pode ser escrita por

n—1
an = a1.q .

A representacdo grafica da PG do Exemplo 3.4 no plano cartesiano também sera obtida

por pontos (z,y) onde x =n € N* e y=a, € R,
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Notamos novamente que os pontos da PG, assim como os da PA e qualquer outra
sequéncia, pertenceram sempre ao 1° ou 4° quadrante do plano cartesiano, visto que o

dominio x = n € IN*.

3.2 O Ensino de Séries

Seja (a,)nen+ Uma sequéncia de nimeros reais. Consideremos as somas parciais,
Slzal, SQZCL1+CLQ, 53:a1+a2+a3, 54:(11+CL2+6L3+CL4,...
Denotamos a soma parcial de ordem n associada a sequéncia a,, por:
n
n=1

Observamos que estas somas parciais formam uma nova sequéncia (S,,) que pode ou néo

ter limite, isto &, o termo
ay+as+az+ag+...+a,+...

pode existir ou ndo.

Definicao 3.7 Uma série de numeros reais ou série numérica ou simplesmente Série é a

soma dos infinitos termos de uma sequéncia (a,,),

Zan:a1+a2+a3+a4+...+an+...

n=1
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Os numeros ay, as, ..., chamam-se termos da série numérica e o n-ésimo termo a,, é

designado por termo geral da série.
Uma Série infinita pode ser convergente ou divergente.

« Série Convergente, se o limite de (S,,) existir e for igual a S, entdo diremos que a

soma da série é:

S:al—l—a2+a3+a4+...+an+...:Zan
n=1

» Série Divergente (ou ndo convergente), se ndo é possivel determinar o limite de

(Sn)-

Diversos exemplos de séries infinitas convergentes podem ser mostradas, no estudo

de dizimas periddicas, fragdes e nimeros decimais.

Exemplo 3.5 Uma dizima como 0, 888... nada mais é do que uma série geométrica infinita,

pois ela pode ser escrita da forma:

0,888... = 0,8 + 0,08 + 0,008 + 0, 0008 + ..

LA S A

100 102 103 7
=8

Ton (3.3)
n=1
e 8 .1
Note que cada parcela da Série é um termo da PG (W) de razao 1o
neN*

Devemos considerar dois casos particulares de somas parciais:

3.2.1 Soma Finita da Progressao Aritmética - PA

Seja a PA finita

a1, a2,0a3,04,...,0,

podemos indicar a soma dos n primeiros termos por:

S,=a,+ay+az+as+...+a,_1+a,
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ou equivalente

Sp =0+ ap1+p2+ap3+...+a+a

Somando as duas parcelas anteriores temos:

25, = (a1 + an) + (az + ap_1) + ... + (an_1 + a2) + (a, + a1)

Por (3.1), temos:

a; + a, = ay + (a1 +nr) = 2a; + nr

as + ap—1 = (a1 +7) + (a1 + (n — 1)r) = 2ay + nr

an—1+as = (a1 + (n—1r)+ (a1 + 1) = 2a, +nr

an +a; = (ay + nr) + a; = 2a; + nr,

dessa forma temos que todas as parcelas da soma anterior sdo iguais. Logo,

25, = (a1 + ay)n.

Consequentemente,

3.2.2 Soma Finita da Progressao Geomeétrica - PG

Consideremos uma PG finita
ay,a2,0a3,04,...,0,
de razdo q # 1. Podemos indicar a soma dos n primeiros termos por

S,=a,+ay+az+as+...+a,_1+a,

Multiplicando a igualdade acima pela razao ¢, encontramos

Spn.gq=a1.q+ayq+as.q+as.q+ ...+ ap_1.9+ ap.q =aos +az+ as +

Agora substraindo as duas parcelas acima temos:
S, — Sp.q=a1 — a,.q
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Como a,, = a;.q" ', podemos escrever
q

Sp(l—q)=a1 —a1.q"
, donde concluimos que

5, = atl=d)
l—q

3.2.3 Série Geométrica Convergente
Consideremos (a,,) uma PG Infinita, com razdo ¢ € (—1,1). Entdo

lal > lgf* > lq]> > - > g > -+ >0

Isto é, para valores de n muito grandes, ¢" é muito proximo de zero.

Consequentemente, por (3.5) temos que a soma infinita dos termos da PG é

o

a
Zan - 1
n=1

L (3.6)
—q

Exemplo 3.6 Na seguinte tabela, observe os termos da progressdo geométrica infinita com

. - 1
primeiro termo a; = 2 e razgo q = 7

n|1(2}3/4 |5 |.../10 ... n

1 1 1
e 3 | e | TRz

an, | 2|1

N |=
N
N
&

Tabela 3.3: Tabela da PG

Note que conforme n cresce o valor de a,, decresce e aproxima-se de zero. Por outro
lado, de (3.6)

ian = 13 = 4.
n=1

1
2

Portanto, a série geométrica é convergente.
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Capitulo 4

Atividades Propostas

A sequir, apresentaremos algumas atividades que foram trabalhadas em sala de aula,

em duas turmas da 2* Série do Ensino Médio do Colégio Estadual Dr. Feliciano Sodré.

O objetivo das atividades propostas € relacionar os conceitos de funcao e de sequén-
cias numericas, assim como, trabalhar os conceitos de séries, através de diversas situa-
¢cbes e contextualizagdes. Assim, esperamos contribuir com os professores e alunos do
Ensino Médio que desejem adotar este trabalho para dar suporte ao seu estudo sobre

estes temas,

As atividades foram agrupadas segundo o conceito a ser explorado. Por exemplo, foram

relacionandos:

» Sequéncia numérica e a imagem de uma funcao.

» Posicao do termo da sequéncia e o dominio da funcao.

» Termo geral da sequéncia e a lei de formagéao de fungéo.

* Representagao gréafica das sequéncias e os graficos de fungdes no plano cartesiano.
» Fungéo de 1° grau e progressoes aritméticas.

» Funcéao exponencial e progressdes geométricas.

+ Séries convergentes e as dizimas periédicas.

» Séries e alguns paradoxos da matematica.
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4.1 Relacionando o Conceito de Funcao

O objetivo das seguintes atividades sera relacionar o conjunto imagem de uma fungao

com uma sequéncia numérica.
Atividade 1

Seja a fungéo f : N* — IV definida por f(n) = 2n :

1. Complete a seguinte tabela:

n f(n)
1 f(1)=

2 f(2)=

3 f(3)=

4 f(4)=

5 f(5)=
10 | f(10)=

100 | f(100)=

Tabela 4.1: Atividade 1

2. Represente as imagens encontradas no item anterior, de acordo com a defini¢cdo de

uma sequéncia numérica.

3. Escreva a sequéncia usando a lei de formagéo da fungéo f.

Ay =

Atividade 2

Encontre os cinco primeiros termos da sequéncia definida pela fungéo f(n) = 4n + 6,

sabendo que n € IN*.
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4.2 O Comportamento de Sequéncias

O objetivo desta atividade é encontrar o proximo termo e perceber que a sequéncia

podem ser crescentes, decrescentes, constantes ou alternantes.
Atividade 3

Observe as sequéncias e indique quais serdo os cinco préximos termos.

—

'(1727172717 Y Y ) ) 7"')
2' (_2707274767 ? ? Y Y 7)

3. (1,3,9,27,81, , , , , ,...)

4. (19,15,11,7,3, , , , , ,...)
1111

I B

5 (727374757 7 Y Y Y Y )

4.3 Construindo o Termo Geral de uma Sequéncia

O objetivo das seguintes atividades é levar o aluno a identificar o termo geral que

expressa a sequéncia numérica, a partir da observagao do seu comportamento.
Atividade 4

As sequéncias abaixo cumprem padrdes diferentes, escreva a senteca matematica a,,

que possibilite encontrar qualquer termo, de acordo com a posi¢cao n.

1. (1,2,3,4,5, ...)

2. (4,2,0,—2,—4, ...)
3. (1,4,9,16,25, ...)

4. (1,2, 3, /4,3/5, ...)

l\')IH
ol =
w1
U] =
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Atividade 5

O esquema abaixo representa um numero de pontos P em fungdo de sua ordem
n, (n € IN*). Qual expressdo algébrica que representa o padrdo das figuras, de acordo

com a posigao n?

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
L] [ L] . . . ] L] L] . L] L] [ . L]
. . [] L] . . . . . . . [ ] .

b « o o @ « & & e @

Figura 4.1: Atividade 5

Atividade 6

A palavra Fractal, original do latim fractus, significa fracao, pedaco, ou ainda , objeto
que pode ser dividido em partes que possuem semelhangca com o objeto inicial. O estudo
da geometria fractal, criada no século XX, trata das propriedades e do comportamento
dos fractais, isto €, analisa 0s objetos geométricos formados por padroes de repeticdes

similares.

Uma das formas notaveis da geometria fractal é o Tridngulo de Sierpinski. Podemos

obter um triangulo de Sierpinski através dos seguintes passos:

Figura 4.2: Atividade 6

1. Comece com um triangulo equilatero em um plano.
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2. Marque o ponto médio de cada lado e ligue esse pontos. Retire o tridngulo do meio.

3. Repita 0 passo anterior em cada um dos trés triangulos pretos.

Agora responda:

1. Quantos tridngulos pretos teremos na figura 4.2 no quarto e quinto passo?
2. Qual a sequéncia que define a quantidade de tridngulos pretos em cada passo?

3. Qual a lei de formacao que expressa esta sequéncia?

4.4 Atividades Usando o Termo Geral

As seguintes atividades tém como objetivos trabalhar a notagédo de sequéncias partindo
do termo geral, mostrando que existem nimeros que nao pertencem ao conjunto imagem,
ou seja, nao sao termos da sequéncia definida. Com isto, queremos que o aluno perceba
que conhecendo o termo geral, qualquer termo pode ser obtido sem a necessidade de

calcular todos os elementos anteriores da sequéncia.
Atividade 7

A lei de formagédo dos elementos de uma sequéncia é a,, = 2n — 10,n € IN*.

Verifique se 0os numeros abaixo pertencem a essa sequéncia?

1. 215
2. =8

3. 1263

Atividade 8

O termo geral de uma sequéncia é a,, = n> —n, comn € IN*. Encontre

ap = ..., as = ..., g = ..., asp = ..., A100 = - - -
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4.5 Representacao Grafica no Plano Cartesiano

O objetivo dessa atividade é fazer a representacao gréafica de sequéncias no plano carte-

siano e verificar que expressodes distintas podem ter termos comuns.

Atividade 9

Dadas as sequéncias a,, e b, tais que:

a, =3n—10, n € N* e b, =20—2n, n e N*

1. Faga o gréafico das sequéncias (a,)nen+ € (b,)nen+ NO Mesmo plano cartesiano.
2. Existe termo comum as duas sequéncias?

3. Existe alguma funcéo que contenha todos os pontos da sequéncia a,,? E da sequén-

ciab,?

4.6 Trabalhando o conceito de PA e PG

O objetivo dessa atividade ¢é identificar e diferenciar as progressdes aritméticas e geomé-

tricas (PA e PG) das sequéncias em geral.

Atividade 10

Observe as sequéncias, identifique as que sédo progressdes aritméticas e as que sao

progressdes geométricas bem como as razées em ambos casos.
1. (36,24,12,0,—12,...)
2. (—12,-6,1,9,18,...)

3. 2,5,10,20,40,...>

1
4. (27,9,3,1,5...
77773 )

»

. (0,5,10,15,20,...)
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7 59 13 17 21
272222
4.7 Atividades Explorando o Grafico de Uma Funcao

O objetivo desta atividade é fazer uma relacao entre o grafico de uma funcgéo linear
e 0s pontos de uma séquéncia definida por uma progressao aritmética e observar que
os pontos da sequéncia ndao podem ser ligados, uma vez que o dominio das sequéncias

pertence a IN* .
Atividade 11

Utilizando o mesmo plano cartesiano, faga o que se pede:

1. Represente a fungédo f : R — IR, definida por f(n) =2n+ 1
2. Represente a progressao aritmética de razdo 2 e primeiro termo igual a 3.
3. Existe algum ponto da sequéncia que nao pertence a fungao? Justifique.
4. Existe algum ponto da funcédo que nao pertence a sequéncia? Justifique.
O objetivo da seguinte atividade é fazer uma relagdo entre o grafico de uma fun-
¢ao exponencial e os pontos de uma séquéncia definida por uma progressdao Geométrica.

Observar que os pontos da sequéncia nao podem ser ligados, uma vez que o dominio das

sequéncias pertence a IV* .

Atividade 12

Y Y

,) responda:

N | —
e
|

Considere a progressao geométrica (1,

1. Qual a lei de formagao da progressao?
2. Faca a representacao grafica dessa progressao.

3. O comportamento desse grafico se assemelha com o grafico de qual fungao estu-

dada anteriormente?
4. Qual € o décimo termo desta progressao?
5. Esta progressdo em algum momento tera um termo menor ou igual a zero?
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4.8 Contextualizando Sequéncias

O objetivo destas atividades é apresentar algumas aplicagdes das sequéncias.
Atividade 13

Digamos que vocé recebe duas ofertas de trabalho, ambas por um més (30 dias).

1. Proposta 1 - Ao final dos 30 dias de trabalho vocé receberd 1 milhdo de reais.

2. Proposta 2 - Ao final do primeiro dia recebera apenas 1 centavo, ao final do segundo
dia recebera 2 centavos, ao final do terceiro dia recebera 4 centavos e a cada dia

subsequente o dobro do anterior, até completar os 30 dias.

Responda

Atividade 14

Atualmente os tratamentos e exames para a tireoide sao feitos com o uso do lodo-131,
um is6topo radioativo, usado na Medicina Nuclear. Sabe-se que sua meia-vida € de oito

dias.

Considere que um paciente em tratamento recebeu uma dose de X atomos radioativos

do lodo-131.

1. Determine a quantidade de atomos radioativos existéntes no organismo desse paci-
énte apés:
(a) 32 dias;
(b) 48 dias;
(c) 200 dias;
(d) 1000 dias.

2. Qual é a expressao que fornece a quantidade de atomos radioativos a,, em fungao

do nimero de meias-vidas (n) ?



3. Podemos concluir que sempre havera ou nao lodo-131 no organismo desse paci-

4.9 Atividades Trabalhando o Conceito de Séries

Aqui dividimos as atividades envolvendo somas parciais das somas infinitas para que os
alunos tivessem oportunidade de trabalhar os casos particulares das somas parciais da

progressao aritmética(PA) e da progressao geométrica(PG).

4.9.1 Soma Finita da Progressao Aritmética e Progressao Geomeétrica

O objetivo dessas atividades é levar o aluno a visualizar o pradao de repeticdo no resultado

a ser encontrado, podendo utilizar as relagcdes obtidas no Capitulo 3.
Atividade 15

Qual é a soma dos termos das sequéncias subsequentes?

—

. (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)
2. (1,2,3,4,5,...,20)
3. (1,2,3,4,5,...,50)

4. (1,2,3,4,5,...,100)

Atividade 16

Cosidere uma PG de primeiro termo igual a 1 e razao igual a 4. O somatério desse
termos é a série

1+4+16+64+ ...

Sabendo que S,, é a soma parcial dos n termos referidos, usando 3.5 responda:

1. Calcule a soma dos dez primeiros termos de tal PG. Em seguida, calcule a soma dos

20 primeiros termos.
2. E possivel calcular a soma dos infinitos termos da PG considerada? ............
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4.9.2 Somas Infinitas

O objetivo dessas atividades é trabalhar o conceito de séries enfocando a série geomé-

trica.

Atividade 17

1. Calcule a razédo e a soma dos termos das progressdes geométricas abaixo:

@ (9,3,1,...)
(b) (—=1000,—100,—10,...)

(c) (20,10,5,...)
2. Escreva a fragao geratriz das dizimas periodicas seguintes:

(a) 0,3333...

(b) 0,121212. ..

(c) 1,2777...

4.10 Contextualizando o Conceito de Série

O objetivo dessas atividades € trabalhar o conceito de séries partindo do conhecimento

de fatos histéricos da matematica, ainda hoje muito intrigantes.
Atividade 18

Paradoxo de Aquiles: Um desafio foi proposto a Aquiles, correr contra uma tartaruga,
dez vezes mais lenta que ele, porém ela ira largar 100 metros a sua frente. Apesar de
ser mais lenta que Aquiles, quando ele alcangar os primeiros 100 metros, de vantagem
da tartaruga, ela estard 10 metros a sua frente. Quando Aquiles correr este 10 metros, a
tartaruga tera andado um décimo dessa distancia, logo estara 1 metro a frente de Aquiles

€ assim sucessivamente.

Atividade 19
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Paradoxo da Flexa: Um atirador langa uma flecha para um alvo, porém para alcangar o
alvo a flecha tera que alcangar primeiro a metade da distancia. Em seguida tera que alcan-
car a metade do que falta, e posteriormente a metade da metade, assim sucessivamente.

Considere que a flecha deve atingir a distadncia de 2 Km. Responda:

1. Quais serao as primeiras cinco distancias que a flecha ird atingir?
2. E possivel que a flecha atinja o alvo?

3. Qual a relacéo entre esta Série e a soma de uma PG?

4.11 Trabalhando PA e PG

O objetivo dessa atividade é trabalhar simultanéamete os conceitos de PA e PG de

forma contextualizada, a luz de alguns conhecimentos histéricos.
Atividade 20

Thomas Robert Malthus, economista inglés, puplicou em 1798 um livro chamado "En-
saio sobre o Principio da Populagao”, no qual afirmava que a populagdo mundial crescia
segundo uma progressao geométrica, enquanto a producgao de alimentos crescia conforme

uma progressao aritmética.

Para entender melhor esta afrimacgao, calcule os seis primeiros termos de:
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4.12 Comentarios Sobre as Atividades Realizadas

As seguintes atividades, aqui comentadas, foram aplicadas neste ano letivo em duas
turmas da 2¢ série do Ensino Médio, do turno da tarde, da Escola Estadual Dr. Feliciano
Sodré, situada no centro de Sao Pedro da Aldeia - RJ, com aproximadamente 30 alunos

em cada turma.

Ja que o Curriculo Minimo do Estado do Rio de Janeiro coloca o estudo de Sequén-
cias no 2° bimestre da 2¢ série do Ensino Médio, tais turmas foram as escolhidas para a

aplicacao das atividades.

As atividades foram feitas individualmente, sem consulta e sem o auxilio de calcula-
dora. Em seguida, foram discutidas as resolu¢gées em grupo na sala de aula. Todas as
resolucdes foram apresentadas com o auxilio do data-show, conforme encontram-se no

Apéndice, com o intuito de esclarecer as duvidas.

As atividades foram organizadas de modo a ndo causar um impacto ao iniciar um novo
conteudo e, sim, dar continuidade ao estudo de Fungdes, evidenciando algumas defini-

cdes, trazendo o raciocinio l6gico, despertando curiosidade e mostrando varias aplicacées.

No decorrer do 2° bimestre, conforme define o Curriculo Minimo, as atividades foram
trabalhadas seguindo a sequéncia do Capitulo 3, com as respectivas atividades contidas no
Capitulo 4, apés a apresentacgao histérica que se encontra no Capitulo 1 deste trabalho. No
total de 18 aulas, entre os meses de maio, junho e julho. Essas aulas foram distribuidas em
2 aulas (tempos de 50 minutos) em dois dias por semana, totalizando 4 aulas por semana,

conforme o horario da Escola Estadual Dr. Feliciano Sodré.
Atividades 1 e 2 - Relacionadas ao conceito de Funcgao.

Os alunos realizaram as atividades sem encontrar dificuldades ou resisténcia para com

0s novos conceitos. Cerca de 90 % da turma realizou as atividades corretamente.
Atividade 3 - Andlise do comportamento da Sequéncia.

Esta atividade foi realizada com éxito por todos os alunos. Estes ficaram motivados em

fazer as observacdes necessarias para encontrar 0os préximos termos.
Atividades 4, 5 e 6 - Construgédo do Termo Geral da Sequéncia.

Nesta atividade 70% compreendeu muito bem o conceito de termo geral, encontrando
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a partir das observacgodes, a Lei de Formagao correta. No entanto, 50 % dos alunos erraram
o item 2 da atividade 4; e, 12 % dos alunos ndo conseguiu encontrar a Lei de Formacgéo

nas atividades 5 e 6.
Atividades 7 e 8 - Usando o Termo Geral.

Estas atividades tiveram étima aceitacao, os alunos acharam facil, apesar de terem de
resolver expressdes numéricas e equagdes, 20 % da turma errou contas. Na atividade 7,
alguns alunos acharam que —8 nao podia ser imagem da Sequéncia por ser negativo, con-

fundindo a definigdo de imagem com dominio, , todavia foram refor¢cadas tais definigoes.
Atividade 9 - Representacéao grafica da Sequéncia no plano cartesiano.

Alguns alunos tiveram muitas dificuldades, alguns trocaram até mesmo o eixo X com
eixo Y, dai a representagao errada, enquanto outros deixaram a atividade em branco. Para
que se tenha um melhor aproveitamento, talvez seja necessario revisar a construcao de

fungéo e o plano cartesiano, antes de desenvolver essas atividades.
Atividades 10 - Trabalhando o conceito de PA e PG.

Foram muito proveitosas as atividades envolvendo o conceito de PA e PG, ja que nao
houve muitas dificuldades. Os alunos alegaram ser mais facil, pois se limitavam a observar

dois tipos de sequéncias.
Atividades 11 e 12 - Gréafico de Funcgao e Progressdes.

Foi interessante notar nestas atividades envolvendo a relagdo entre Fungéo Linear e PA,
e as atividades envolvendo Fungédo Exponencial e PG, que os alunos encontraram maiores
dificuldades em construir os graficos das Fun¢dées do que marcar os pontos relativos as

progressdes. Ao discutirmos a resolugdo das questdes eles relataram que:

As progressdes sdo sé os pontos que comegam com o numero 1, entdo é
mais simples de fazer. Ja a reta é infinita e eu s6 fiz um pedacgo porque
esqueci disso. Deveria ter passado dos pontos da sequéncia, que estavam

s06 no primeiro quadrante.

Atividades 13 e 14 - Contextualizando Sequéncias

Os alunos demonstraram motivacao com as questdes contextualizadas, apesar de le-
varem um tempo bem maior para executarem a resolucdo. Na atividade 13, 75 % da turma

respondeu a proposta um. Na atividade 14, houve um pouco de dificuldade para os alunos
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encontrarem a lei de formacgao da meia-vida do I0DO-131.

As questdes seguintes foram divididas em atividades que envolvem somas parciais das
somas infinitas, para que os alunos tivessem oportunidade de trabalhar os casos particu-

lares das somas da PA e PG.
Atividades 15 e 16 - Somas Parciais.

Na atividade 15 os alunos rapidamente fizeram relagcdo com a descoberta de Gauss,
apresentada na aula historica. Ja na atividade 16, demoraram um pouco mais para identi-
ficar a PG.

Atividade 17 - Somas infinitas.

Muitos alunos erraram contas, principalmente a subtragdo de (1 — ¢), pois ¢, neste
caso, era fracionario. Vemos que, mesmo no Ensino Médio, os numeros fracionarios,
potencializam os problemas matematicos. As operagdes com numeros fracionacios devem

ser tratadas bimestralmente, em todas as séries de ensino, para ndo cair no esquecimento.
Atividades 18, 19 e 20 - Contextualizadas

As atividades contextualizadas apesar de envolverem os alunos, nao ajudaram muito na
resolugao, alguns alunos erraram contas desnecessarias. Vinte por cento ndo conseguiu
fazer a relacéo entre o problema e o assunto trabalhado. Essas questdées merecem uma
atencao especial, ja que, no Ensino Médio, queremos preparar os alunos para possiveis
descobertas futuras. Atualmente, provas de selegdo como, por exemplo, 0 Enem e os
Vestibulares, exigem tanto o conteudo especifico por area, quanto boa assimilacdo na
leitura, afim de que os candidatos consigam realizar a interpretacdo e usar de raciocinio

l6gico.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O foco deste trabalho foi apresentar uma visdo mais ampla sobre o estudo de Sequén-
cias e Séries, visto que, mesmo havendo um rico instrumento norteador, que sdo os PCN’s,
ainda vemos alguns professores de Matematica, utilizando metodologias arcaicas. Vimos
que alguns livros tratam o conceito de Sequéncia como um conjunto ordenado, € nao
definem o conceito de Séries. Entre eles ha livros trabalhados em sala de aula pelos pro-
fessores e aplicados aos alunos, que abordam este conceito como verdade absoluta, mas
observamos no decorrer do trabalho que esta ideia nunca fora verdade, pois conforme

apresentado no Capitulo 1 e no Capitulo 2.

Foi importante comprovar que as Sequéncias sdo Fungdes cujo dominio é o conjunto
dos numeros naturais, (N*), ou um subconjunto finito deste. Através das atividades pro-
postas aos alunos da Escola Estadual Dr. Feliciano Sodré, obtivemos resultados positivos
de que este pensamento é valido e aplicavel em sala de aula. Uma indicagdo deste fato
€ que os alunos que participaram efetivamente das aulas, tiveram éxito na resolugao dos
exercicios propostos. Vale salientar que, ndo somente realizaram as atividades como mais
um exercicio em aula, mas devido a uma apresentagao prévia dos criadores do estudo de
Sequéncias e Séries , e também, abdicando do tradicionalismo e formalismo no ensino da
Matematica, trouxemos as atividades de forma mais Iudica e contextualizada, mais pro-
xima da realidade dos alunos, do que realmente se vive e o0 porqué de sua utilidade na
nossa vida pratica. Percebemos que os alunos ficaram instigados em saber - com pressa -
quais seriam os resultados, pois as aulas nao foram fatigantes, mas sim, motivantes. Ob-
viamente, ndo foram todos os alunos que se mostraram interessados. De qualquer forma,

80%. conseguiu acompanhar as aulas e compreendeu a sua utilidade.
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Acreditamos que a aplicacao deste material de estudo nos fara mais otimistas, no sen-
tido de professores reavaliarem suas metodologias, investindo mais em pesquisas para re-
formular a aplicabilidade da Matematica, de modo que os alunos tenham uma nova visao.
Afinal, a Matematica nao se limita apenas para os matematicos, mas faz-se necessaria a
todos, a partir do momento em que o transmissor das ideias seja capacitado e capaz de

motivar.
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Apéndice A

Solucoes Esperadas

AA

Atividade 1

1. Substituindo temos:

Sl AW DN

10

f(10)= 2.10 = 20

100

f(100)= 2.100 = 200

Tabela A.1: Atividade 1

2. (2,4,6,8,10, ..., 20, ..., 200)

. G, =2n
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A.2 Atividade 2

Sen=1,entdoa; = 4.1 +6 = 10;
Sen=2,entdo ay = 4.2 + 6 = 14;
Sen=3,entdoaz =4.3+6 = 18;
Sen=4,entdo ay = 4.4+ 6 = 22;
Sen =5, entdo a5 = 4.5 + 6 = 26;

Logo os cinco primeiros termos da sequéncia sdo: (10, 14,18, 22, 26)

A.3 Atividade 3

—

C(1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,...)
2. (—=2,0,2,4,6,8, 10, 12, 14, 16,...)
3. (1,3,9,27,81, 243, 729, 2187, 6561, 19683, .. .)

4. (19,15,11,7,3,-1,-5,-9,- 13, - 17,...)

] 1111717111 1
'2'3'4’5°6°789 10

o

A.4 Atividade 4

2. a,=6-—2n

N
S
3
Il
S|~ Q'
3
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A.5 Atividade 5

A.6 Atividade 6

1. No passo 4 teremos 27 tridngulos e no passo 5 teremos 81 triangulos.
2. (1,3, 9, 27, 81)

3. a, =301

A.7 Atividade 7

Para saber se os numeros abaixo sdo imagens da funcdo que define a sequéncia

devemos substitui-los por a,,.

1. 215 =2n—10
2n = 205
n=102,5
Vemos que 102, 5 ndo pertence aos IN*, logo 210 n&o é termo da sequéncia.
2. —-8=2n—10
2n =2
n=1
Vemos que 1 pertence aos IN*, logo —8 é termo da sequéncia.
3. 1263 =2n — 10
2n = 1253
n = 626,5

Vemos que 626, 5 ndo pertence aos IN*, logo 1263 n4o é termo da sequéncia.
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A.8 Atividade 8

Basta substituir n pelos elementos de {1, 2, 3,10, 20}
Sendo a,, =n? —n temos: n=1entdoa; =12—1=0
n=2entdoa, =2°>—-2=2

n=3entdoas; =3>-3=6

n = 10 entdo a;p = 10®> — 10 = 90

n = 20 entao ayy = 20% — 20 = 380

A.9 Atividade 9

1. O gréfico das sequéncias (a,)nen+ € (by)nen+ NO Mesmo plano cartesiano.

14

Legenda 1 L ®
° an 12 °
°
10|
® n °
8 "
6] °
®
4] ®
2] ° ®

Figura A.1: Representacao Grafica

2. Caso exista termo comum, teremos a,, = b,, , entao
3n —10=20 —2n

on = 30
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n==~06

Onde 6 € IN*, ou seja, 0 sexto termo de ambas sequéncias sdo iguais.

Vejamos

ag = 3.(6) — 10
ag =8

e

bg = 20 — 2.(6)
bg =8

3. Sim existe, a funcao definida pela lei de formagédo f(n) = 3n — 10 contem todos os

pontos de a,,. Também existe, a lei g(n) = 20 — 2n define a sequéncia b,,.

A.10 Atividade 10

1. PAderazgor = —12.
2. Nao define PA ou PG.
3. PGderazdoq=2.

4. PG derazédoq =

1

3
5. Nao define PA ou PG.
6. PAderazgor = 5.

7. PAderazaor = 2.

A.11 Atividade 11

1. A representagdo da fungdo f : IR — IR, definida por f(n) =2n +1 é:
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Figura A.2: Representagao Grafica

2. A representagdo da progresséao aritmética de razdo 2 e primeiro termo igual a 3 é:

.-
¥}
\{
'
=
o
e
[}
©w
s
o
o
-~

Figura A.3: Representacao Gréfica

3. Néo, pois N* C IR

4. Sim, ha varios, pois o dominio da funcédo é IR e da sequéncia é IN.
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A.12 Atividade 12

.

] .

040200 02040608 1 1214 1618 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44 46 48 5 52 54 56
02

Figura A.4: Representacao Grafica

3. Sim, se assemelha com o grafico da fungdo exponencial.

4. a190 = ?

5. Na&o, quanto maior o valor de n mais préximo de 0(zero) ficara a,,. Porém este nunca

sera menor ou igual a zero.

A.13 Atividade 13

* Resposta pessoal

» O ideal é contruir a tabela, com o auxilio da calculadora, e notar o crescimento da
progressao, que s6 se torna, de fato vantajosa, apés o 27° dia. Devemos lembrar,
ainda, que o valor a ser recebido pelo pagamento mensal é o somatério dos 30 dias

de trabalho, conforme a tabela abaixo.
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a, = 0,01 a, = 10,24 a,, = 1048576

a, = 0,02 a;, = 20,48 a, = 2097152

a, = 0,04 a,; = 40,96 a, = 41943,04

81,92 a,, = 4&3836,08

a,= 0,08 ay

a;= 0,16 |a,, = 163,84 a, = 16777216

a ;= 0,32 a,, = 327,68 a,, = 335544,32

a;= 0,64 a;; = 035,36 a,, = 671085,64

ag= 1,28 ag = 131072 |ay = 1342177,28

a, = 2,56 a5

2621,44 a,, = 20684354,56

a,,=512  |ap = 5242,88 |a, = 5368709,12

Figura A.5: Valor Diario Recebido

A.14 Atividade 14

1. Em cada item basta dividir os dias por 8, descobrimos quantas meias-vidas tem neste

periodo.
X X
2:8=4,I — = —
(@) 32:8 ogo24 16
X X
48 :8=6,| — =
(b) 48 :8 6,ogo26 o1
X
(c) 200:8:25,Iogoﬁ

X
(d) 1000 : 8 =125, logo =

2. Pelo item anterior percebemos que a,, = on -

3. Concluimos que sempre havera IODO-131 no organismo desse paciente, mesmo

que seja uma quantidade pequena.

A.15 Atividade 15

Usando 3.4 , obtido anteriormente, temos:

(1+10).10
2

1. 19 —
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a190 = 55

1+ 20).2
2. CLQOZ—( + 0) 0
2
aig = 210
14 50).50
3. as50 = —( + )
2
a0 = 1275
14 100).100
4, a100 — %
2
a190 = 5050

A.16 Atividade 16

1. Usando 3.5, encontramos:

1.(1 —419)
ST
1048576 — 1
S = ————
3
Sio = 349525
e
1.(1 — 420)
520 - 1_ 4
420 1
S0 =—3

Com o auxilio da calculadora, encontramos

Sao = 366503875925

2. N&o, pois é uma série divergente.

A.17 Atividade 17

1. Usando 3.6 temos:
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(b) S=-—=
10
—1000
5= 9
20
(c) “1-1
S =40

2. E importante observar que a fracdo geratriz de uma dizima periodica nada mais é do

que o resultado do somatdrio de uma série convergente, assim:

3 3 3
(@) 0,3333—E+m+m+

3 1
Sendo a; = 0 eq= 10’ temos

W — =

S =

1
Logo, a fracao geratriz é 3

12 12 12

() 0, 121212 = 755+ 5000 * 1000000 T
Sendoa, = —eq= L temos:
100 100
7= ﬁ%l N %g
4 100
=

4
Logo, a fracao geratriz € 33
(c) 1,2777...=1,2+0,07777...

—12+ ! + ! + + temos:
10 100 1000 10000 "7 '

2 7 1
0 + S. Sendo a; = 100 eq= 10 temos:
7

S: 100
1 —

sl=

S = 7 orém devemos somar
“ooP 10

~ . 23
Logo a fracao geratriz € 5
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A.18 Atividade 18

Sim, pois havera um momento em que a distancia entre Aquiles e a tartaruga é tao
pequeno que o tamanho do préoprio "pé"de Aquiles sera maior. Neste momento Aquiles

ultrapassard a tartaruga.

A.19 Atividade 19

1. @ a=1
1
a2:1—|—§:175
1 1
a3:1+§ 121,75
1 1 1
11 1 1
=l+-+-+<-+—==1,9375
as +2+4+8+16 )

(b) Nao, pois podemos dividir a distancia que falta pela metade tantas vezes quanto

se queira.

(c) Sim. Ha um determinado momento que a distancia sera tdo pequena que o

tamanho da flecha ultrapassara o alvo.

1
(d) Esta Série € composta por somas de uma PG, cuja razao & 3

A.20 Atividade 20

1. Temos a PA(5, 15, 25, 35, 45, 55).

2. Encontramos a PG(5, 50, 500, 5000, 50000, 500000).

Se economista inglés Malthus estivesse certo, a populacdo mundial teria que lutar pela

sobrevivéncia.
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