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Resumo

Com o objetivo de evidenciar os principais aspectos das Fun¢des Exponenciais para, entao,
apontar a importancia de uma nova e significativa abordagem do estudo delas em que sejam
destacadas suas aplicagdes e interdisciplinaridades, o presente trabalho trata-se de um
estudo bibliografico realizado a luz das principais diretrizes e conceitos elaborados acerca
da tematica escolhida. O foco das abordagens aqui trazidas € o processo de ensino e apren-
dizagem dos alunos do ensino médio no Brasil. Para tanto, foram utilizados, principalmente,
os estudos em torno da Funcédo Exponencial e suas variagcdes, assim como as diretrizes
apontadas pelos Parametros Curriculares Nacionais de alguns dos ultimos anos no que
tange ndo somente ao ensino da mateméatica, mas ao ensino médio de maneira global.
Com suas nuances de multidisciplinaridade, apontadas desde a evolucéo de seu conceito
até a utilizacao atual nas mais diversas disciplinas e profissdes, a Funcao Exponencial foi
trabalhada aqui de maneira a se tornar elemento facilitador da interdisciplinaridade e da
desmistificagdo da matematica como disciplina assustadora, sendo apontada, em seu elo
de conexao, como exemplo de uma nova abordagem da matematica para o ensino médio.

Palavras-chaves: Funcao Exponencial, Interdisciplinaridade, Ensino Médio.



Abstract

Showing the purpose of evincing the main aspects of Exponential Functions, in order to
point out the importance of a new and remarkable approach on its study, where there can
be emphasized its applications and interdisciplinaries, this research is a bibliographic study
held in the light of the main guidelines and concepts developed on the theme chosen. The
focus of the approaches here brought to analyze is the teaching and learning process from
high school students in Brazil. To do this, it was mainly used the studies around the National
Curricular Parameters from recent years concerning not only the mathematical tuition but
the high school education in general. With its stages of multi-disciplinarity indicated since
the evolution of its definition till the current use on the most varied subjects and professions,
the Exponential Function was treated here in order to become a facilitator of interdisciplinary
and the demystification of the mathematics as frightening subject, being suggested in its
connecting link as an example of a new mathematical approach for High School education.

Key-words:Exponential Function; Interdisciplinarity; High School.
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Introducao

Ha milhares de anos, desde os primérdios da humanidade, a matematica vem
se construindo enquanto ciéncia e profissdo. Nascida das necessidades do dia a dia e
elaborada a partir de atravessamentos das mais diversas areas do conhecimento, ela se
formulou e reformulou em conceitos, teorias e teoremas que, embora Ihes sejam proprios,
corroboraram para o estudo e a evolugéo de tantas outras pesquisas e projetos.

De fato, quando falamos de matematica, falamos em geral de uma disciplina de
cunho proéprio, com suas leis e peculiaridades. Todavia, da mesma maneira que sua
criacdo permeou campos diversos de estudo, sua aplicabilidade hoje também se estende e
atravessa tantas outras areas de conhecimento. Enquanto disciplina do nucleo comum, faz
parte do curriculo basico de ensino e aprendizagem de qualquer escola em qualquer lugar
do mundo, sendo seu estudo uma das mais importantes ferramentas da sociedade.

Entre seus conceitos de elevada importancia, destaca-se o de fungao, e sua forma
exponencial. Assim como muitos outros, o conceito de fungéo, na matematica, foi construido
e formulado por filésofos, tedricos e cientistas que nao se limitavam ao estudo da matematica
enquanto instrumento isolado, mas como ferramenta para solucionar desde problemas
cotidianos as questdes mais complexas como a astrologia ou fisica em geral.

Atravessando entdo o campo hibrido de diversas outras disciplinas, o conceito e
a propria teoria de funcéo sao reconhecidamente uma ponte que conecta, ainda hoje, a
matematica as tantas outras disciplinas e instrumentaliza tantas outras profissées que nao
se limitam exclusivamente a ela, colaborando para o que propde os Parametros Curriculares
Nacionais, ano 1998 (BRASIL, 1998) e os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio, ano 2002 (BRASIL, 2002).

Estes documentos, por sua vez, afirmam nao bastar apenas a transmissao do
conhecimento, mas apontam para a extrema importancia de se estimular e desenvolver a
inteligéncia por meio da formacao de competéncias e habilidades mentais que favorecam a
resolugéo de problemas comuns ou especificos.

Tomando o fato de que o tema do presente trabalho foi escolhido por se tratar de
um dos tépicos matematicos com a maior gama de aplicagdes em problemas naturais,
a proposta dessa dissertacdo é relevar os principais aspectos do processo de ensino
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de exponenciais, primando-se em apontar a importancia de uma nova abordagem signi-
ficativa para o estudo das fungdes exponenciais, com destaque para suas aplicacdes e
interdisciplinaridades.

Nesse sentido, primeiramente nos dispusemos a contextualizar o conceito de funcéo
por meio de sua histéria, para, posteriormente, apresentarmos a fungdo exponencial ex-
planando suas caracteristicas, bem como apresentando sua inversa, a fungao logaritmica.
Essa abordagem foi baseada em estudo e pesquisa bibliograficos de importantes fontes de
relevo atual na disciplina da matematica como Carl B. Boyer (BOYER; MERZBACH, 2012),
Howard Eves (EVES, 2004), Elon Lages Lima (LIMA, 2012), entre outros.

A partir desses fundamentos, prosseguimos no caminho da apresentagao e breve
discussdo a respeito das aplicagdes e interdisciplinaridades, relacionando as fungoes
exponenciais as diversas areas do conhecimento. O que o presente trabalho defende
com seus fundamentos e abordagens, € que o estudo das fungdes exponenciais deve ser
introduzido ndo somente através de uma sélida fundamentacao teérica, mas também a
partir de relagdes e problemas que tenham significado real para o aluno, utilizando-se das
mais variadas e possiveis interacdes com as outras areas do conhecimento, justificando
assim o potencial interdisciplinar inerente ao tema do referido trabalho.

Nesse ambito é que destacamos, com especial atencao, o estudo das fungoes
exponenciais e suas aplicagées na formagao dos alunos do Ensino Médio. Veremos como
podemos aplicar os conceitos de exponenciais e logaritmos na resolucao de variados pro-
blemas de ordem natural, apontando para a interdisciplinaridade que atravessa e propondo,
a partir dessa prerrogativa, agoes efetivas no ensino e aprendizado escolar.
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Capitulo 1

Carater Historico do Conceito de
Funcao Exponencial

Para comecgar nossa explanagao sobre os principais aspectos das fungdes exponen-
ciais partimos da contextualizacao historica de seu conceito. Ao longo deste capitulo, que
trard em suas duas seg¢des a histéria do conceito de funcéo e sua variagdo exponencial,
veremos momentos importantes e nomes icones das ciéncias de forma geral e, porque nao,
da propria filosofia, que contribuiram para o crescimento e amadurecimento do conceito
de funcao. Nomes que trouxeram, no bojo de seus estudos, avancos para a evolucéao da
matematica e da propria humanidade.

A apresentacao que se segue seguira uma linha cronoldgica dos principais pensa-
dores que contribuiram para o objetivo aqui exposto, tendendo a construgao de uma linha
Unica de raciocinio que culminou no que conhecemos hoje como fungao exponencial, que
comeca a ser apresentada categoricamente ao final da segunda secao deste capitulo e, de
forma mais pormenorizada, naquele que se segue.

1.1 Historia da Funcao

Historicamente, o conceito de fungéo esta atrelado a momentos diferentes da evo-
lucao da prépria humanidade. Como poderemos ver ao longo das linhas que se seguem,
as experiéncias e necessidades dos homens construiram e reconstruiram afirmacodes que
foram se somando, alterando e caracterizaram ao longo dos séculos o que se tem hoje
compreendido como conceito de fungéo.

De maneira resumida, na antiguidade a nogao de fungéao aparece como uma depen-
déncia de valores de forma intuitiva. Ainda na Idade da Pedra, os homens a partir de suas
experiéncias cotidianas e, digamos mesmo, cadticas, comecaram a perceber a possibilidade
de se realizar analogias e relagdes de semelhancgas entre conjuntos de objetos variados que,
estabelecendo uma correspondéncia entre eles, geram o processo de contagem (BOYER;
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MERZBACH, 2012). Obvio que estamos aqui tratando de um periodo em que a linguagem
era completamente arcaica e ndo havia nem mesmo a palavra, todavia, o conceito de funcao
tem suas origens também nessa época por ser nela 0 momento em que surge o conceito
do nimero (VAZQUEZ; REY; BOUBEE, 2008).

E, porém de muitos anos apds que podemos destacar dois povos como precursores
da dependéncia funcional: os gregos e os babil6nios. Ambos utilizavam tabelas de funcbes
relacionais, todavia, pela maneira peculiar com a qual 0os gregos expressavam seus pen-
samentos, a compreensao de seus escritos ainda hoje é dificultada. Talvez se possa dizer
que os babilénios tenham sido mesmo os maiores compiladores de tabelas. Com elas, eles
expressavam claramente a ideia de dependéncia de quantidades que associavam valores
por meio de operagdes de multiplicagdes, divisdes, potenciagdes (quadrados e cubos) e
radiciagbes, demonstrando que o conceito de fungao ja estava implicitamente surgindo. Isso
aponta para o fato de que os babilénios ja tinham, naquela época, a algebra muito bem
desenvolvida (VAZQUEZ; REY; BOUBEE, 2008).

A maioria desses estudos babilénicos concentravam-se no campo da Astronomia
e, de fato, podemos considerar que a ideia da fungcdo matematica ligou-se, original e
historicamente, com a evolugao do conhecimento de correspondéncias fisicas, com Nicolau
Oresme (1323 — 1382) e Galileu Galilei (1564 — 1642) ja na idade média. Mas nesse aspecto
0 progresso obtido pelos babilénicos através de suas tabulagdes e interpolacao de dados
astronémicos ganham profunda notabilidade, pois as fungdes expressas em suas tabelas
serviram de base para o desenvolvimento da astronomia (BOYER; MERZBACH, 2012).

Para entendermos a evolugao do conceito de fungéo até a caracterizagdo que ganha
hoje no meio matematico, devemos nos ater ao fato de que o inicio de sua elaboragéo
precede a prépria invencao do célculo. Da Antiguidade a Idade Média, os estudos das
relagdes entre as grandezas fisicas e os fendmenos naturais compuseram, de fato, a mola
motriz para diversas discussdes matematicas que levaram ao que hoje se tem como conceito
de fungdo. Esse ganhou sua abrangéncia geral nas escolas de filosofia natural de Oxford
e de Paris, onde pensadores afirmavam que a matematica era de fato um instrumento
importante que servia a ciéncia.

Na verdade, a origem do conceito esta mesmo nas contribuicées de filésofos es-
colasticos como Nicolau Oresme e Galileu Galilei, que, em momentos diferentes e que se
somam, através do estudo e tipificagdo dos movimentos dos corpos, estabelecem uma
relagdo funcional entre grandezas diferentes levando a conclusdo de que essa relacéo
gerava uma progress&o aritmética de segunda ordem’. Apds eles, e ja no século XVI, outros
importantes nomes como Frangois Viete, Descartes e Fermat em um primeiro momento e,
posteriormente, Newton e Leibniz trouxeram avangos significativos no campo da Algebra.

' Uma progresséo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia na qual as diferencas entre cada par de
termos formam, entre si, uma progressao aritmética ndo estacionaria.
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Nicolau Oresme, no século XIV, com o que propde em sua chamada Teoria de
Latitude de Formas, desenvolve o que hoje é considerada a representagao grafica de
uma fungédo: comegou a se questionar sobre a possibilidade de tragcar uma figura da
maneira como as coisas variam e foi o descobridor da curvatura da luz através da refracao
atmosférica, muito embora o crédito a esse feito ndo tenha sido dado a ele (BOYER;
MERZBACH, 2012).

Foi Nicolau Oresme, entdo, quem percebeu o principio fundamental de representar
uma fungao variavel como uma curva. Foi ele, quem pela primeira vez, representou uma
quantidade variavel por meio de um sistema de coordenadas gréficas. Latitude e longitude,
usadas por Nicolau Oresme, hoje sdo equivalentes a ordenada e a abscissa e, de fato, ainda
que sua forma de apresentar as fungdes fosse primitiva, caracterizou-se como um importante
passo para a evolugao do conceito de fungao e contribuiu em muito para o renascimento da
matematica e mesmo para a evolucao de outras ciéncias (BOYER; MERZBACH, 2012).

Seguindo pela cronologia, entre Nicolau Oresme e Galileu esta Francgois Viéete (1540
—1617), também conhecido como Franciscus Vieta, um matematico francés que, com seus
trabalhos relacionados a cosmologia e astronomia, desenvolveu o simbolismo algébrico
contribuindo para o avanco da Algebra e sua diferenciacdo em relagéo a Aritmética (EVES,
2004).

Galileu Galilei, seguindo esse raciocinio, traz as relagdes funcionais expressas por
palavras e na linguagem das propor¢oes. Utilizando-se da matematica para modelar os
fenbmenos da natureza e suas variaveis dependentes, acaba criando relagdes entre as
quantidades e medidas dos fenébmenos observaveis introduzindo tais medidas em repre-
sentacdes graficas e criando a nog¢ao de variaveis dependentes. O estudo do movimento
realizado por Galileu foi, portanto o que gerou os conceitos de relacao entre variaveis, assim
como também o de fungdo, muito embora este ndo tenha sido de fato formalizado por ele
(EVES, 2004).

As bases do que se chama hoje de Geometria Analitica foram desenvolvidas por
outros grandes nomes da matematica: René Descartes (1596 — 1650) e Pierre de Fermat
(1601 — 1665). Estes, utilizando das descobertas do século XVI e aplicando recursos da nova
algebra a geometria, foram quem apresentaram o método analitico para ser introduzido no
trabalho das fungdes. A partir deles, para analisar as relagdes entre as variaveis conectadas
com uma curva, foram utilizadas equagées (BOYER; MERZBACH, 2012).

De fato, foi Descartes quem primeiro afirma essa descricao e desde entdo o método
analitico de tratar as fun¢des jamais deixou de ser utilizado. Com explicacbées detalhadas
sobre geometria algébrica, ele proporcionou um avango em relagdo a geometria grega, pois
em seus estudos abandona o principio de homogeneidade para focar na preservacao do
sentido geométrico. Todavia, a analise cartesiana era centrada basicamente nas curvas, e
estas eram vistas apenas como uma materializacao da relacédo x e y e ndo necessariamente
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como um gréfico de funcéo y = f(x) (SA; SOUZA; SILVA, 2003).

Ao longo do século XVII, muitos outros tedricos matematicos trouxeram contribui-
cdes a andlise cartesiana e descobriram como desenvolver fungdes em séries infinitas,
possibilitando a representacao analitica de todas as relagdes funcionais conhecidas na
época. Uma descoberta, de fato, importantissima para o avango do conceito funcional e
para toda histéria da matematica, porventura, das ciéncias em geral.

Fermat também contribuiu muito para a criacdo da Geometria Analitica ao afirmar
que, sempre que numa equacao final encontrarem-se duas quantidades incégnitas, se tera
um lugar geométrico que pode ser uma reta ou uma curva. O desenvolvimento da Geometria
Analitica foi um feito importante e que possibilitou também a criagdo do Calculo, em tese,
de mérito de Isaac Newton (1642 — 1727) e Gottfried Wilhem Leibniz (1646 — 1716). Ambos,
em seus estudos, trouxeram também contribuicées sobre os estudos das fungoes, tanto
que a origem da nogao de fungao confunde-se com os primérdios do calculo infinitesimal
(BOYER; MERZBACH, 2012).

Newton foi quem introduziu o termo “variavel independente”, e mostrou que uma
funcao poderia ser descrita como uma série de poténcia. Com seu método de fluxos, em
que uma curva é gerada pelo movimento continuo de um ponto, possibilitou que a abscissa
e a ordenada de um ponto gerador passassem a serem quantidades variaveis. Newton,
entdo se aproxima do sentido atual de fungdes com a utilizagao de termos como ‘“relatia
quantias” para designar variaveis dependentes e “genita” para designar quantidade obtida
a partir de outras por intermédio de operagdes aritméticas (EVES, 2004).

Leibniz também introduziu os termos constantes, variavel e parametro, e foi ele o
primeiro a, efetivamente, usar o termo funcao para designar quantidades geométricas que
dependiam de um ponto e uma curva, termo que denotava quase 0 mesmo sentido utilizado
nos tempos atuais. Leibniz, ao lado de Newton, tem como maior contribui¢cdo, todavia, o
célculo diferencial e integral, aos quais também contribui, posteriormente, Jakob Bernoulli
(1654 — 1705) e Johan Bernoulli (1667 — 1748) (SA; SOUZA; SILVA, 2003).

Muito embora todos 0os nomes citados até aqui tenham trazido importantes e signifi-
cativas contribui¢cdes para o conceito de fungao e para a histéria da evolugao da prépria
matematica enquanto ciéncia, podemos nos atrever a dizer que nenhum outro matematico
contribuiu tanto para essa evolugcao quanto Leonhard Euler (1707 — 1793).

Nessa altura da histéria da matematica, a no¢ao de fungéo ja havia deixado as
representacdes geométricas e mecanicas tipicas da idade média, para serem representadas
por expressoes analiticas, caracteristica principal da fase moderna. Foi Leonhard Euler
quem fez a distingao entre fungao algébrica e transcendente, e apresentou pela primeira
vez a notagdo f(x) usada para uma fungao de x. Foi também ele o primeiro a tratar com
logaritmos usando a forma exponencial e a trazer as notagées cos, tang, cot, sec e cossec,
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de maneira préxima a que hoje é utilizada (CORREIA, 1999).

De fato, o conceito de fun¢do néo se originou com Euler, mas, sem duvidas, ele foi o
responsavel por tratar o calculo como uma teoria formal de fungées. Correia (1999) afirma,
por sua vez, que o conceito de funcéo teve sua reformulacao influenciada principalmente
pelo chamado problema da corda vibrante, ainda no século XVIII. Esse problema foi descrito
por esse autor da seguinte maneira:

Uma corda elastica é presa em dois pontos A e B a uma distancia | um
do outro. Considera-se o referencial cartesiano em que A é a origem, AB
€ o0 eixo Ox e a linha perpendicular a AB por A é o eixo Oy. A corda as-
sume a sua posi¢ao de equilibrio ao longo do eixo Ox. Se desloca a corda
de sua posicao inicial, ela inicia um movimento vibratério, em virtude das
tensdes que se exercem nos seus pontos. Considera-se que esse movi-
mento consiste de pequenas oscilagdes, ou seja, que os pontos da corda
sofrem pequenos desvios de sua posig¢ao inicial. Podemos, portanto, admitir
que durante o movimento, cada ponto P da corda permanece na mesma
reta vertical, perpendicular ao eixo Ox, isto é, tem abscissa x constante
(resumidamente, podemos dizer que as oscilagdes sdo transversais). Tam-
bém podemos supor que a forca de tensao é idéntica em cada ponto da
corda. Pretende-se encontrar uma equagao que represente 0 movimento
ondulatério da corda, sendo o deslocamento y de cada ponto uma fungao
da abscissa x e do tempo t; de seguida, resolver a equag¢ao de modo a
encontrar explicitamente uma expressao paray (CORREIA, 1999, p. 45).

A questao era que a ideia de que uma funcao poderia ser pensada como uma
expressao analitica definida por uma série de poténcias era restrita na resolugéo de outros
problemas de matematica aplicada. O problema da corda vibrante gerou uma série de
discussdes entre importantes nomes da época, como Euler, D’Alembert (1717 — 1783),
Daniel Bernoulli (1700 - 1782), Lagrange (1736 — 1813) e Joseph Fourier (1768 — 1830),
por exemplo. O fato de ndo haver formalizagéo do conceito e, tdo pouco, um consenso a
respeito, fez com que estes e outros matematicos saissem em busca de modelos explicativos
nas mais diversas vertentes e abordagens da ciéncia. Em verdade, era necesséaria uma
formalizagdo que pudesse sustentar uma fundamentagao teorica e pratica coerente e
resistente, j4 que no século anterior elas eram impregnadas de muita intuicdo (CORREIA,
1999).

Dessa maneira, a ideia de funcéo (assim como de outros conceitos), precisou ser
definida. Benhard Bolzano (1781 — 1848) foi o pioneiro nessa formalizacao e apés o seu
trabalho, outros matematicos como August Louis Cauchy (1789 — 1857), Georg Cantor
(1845 — 1918) e Peter Gustav Lejune Dirichlet (1805 — 1859), também contribuiram (BOYER;
MERZBACH, 2012).

Especialmente os trabalhos de Dirichlet acabaram por influenciar dois outros im-
portantes nomes da matematica, os alemaes Richard Dedekind (1831 — 1916) e Riemann
(1826 — 1866), que apresentaram o conceito de fungdo sob a seguinte caracterizagao: Uma
aplicacao ¢ de um sistema S é uma lei, que associa a cada elemento s de S uma certa
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coisa, que é chamada imagem s e que escrevemos ¢(s) onde o dominio e o contradominio
podem ser qualquer conjunto, ndo somente de numeros, mas de matrizes, vetores e mesmo
de fungdes (BOYER; MERZBACH, 2012).

Sinteticamente, Riemann trabalhou com representagdes de fungdes de séries de
Fourier. Fazendo a expansao do conceito de integral estabelecido por Cauchy, faz surgir um
outro conceito que pudesse ser aplicado também em fungdes descontinuas, originando o
conceito de integral de Riemann. Entretanto, ainda assim, para se chegar ao conceito de
funcao que temos hoje, outras teorias, como a Teoria de Conjunto de Georg Cantor e, outros
conceitos como o de variavel dependente, variavel independente, continuidade, dominio e
contradominio, fungbes analiticas e tantos outros, também tiveram que ser desenvolvidos
(BOYER; MERZBACH, 2012).

Segundo Roque (2012), a definicao formal de funcao, atualmente oferecida na escola,
segue o padrao bourbakista, sendo Bourbaki um pseuddnimo adotado por uma coligacao
de matematicos franceses dos anos 1930 cujo objetivo era elaborar livros contemporaneos
sobre todos os ramos da matematica. A definicdo de funcao proposta por esse grupo foi:

Sejam E e F dois conjuntos, que podem ser distintos ou ndo. Uma relagéao
entre um elemento varidvel z de E e um elemento variavel y de F' é dita
uma relagéo funcional se, para todo x pertencente a F, existe um Gnico y
pertencente a F' que possui a relagdo dada com x. Damos o nome fungao
a operagao que associa, desse modo, a todo elemento x pertencente a E,
o elemento y pertencente a F' que possui a relagdo dada com z ; y sera
dito o valor da fung¢éo no elemento = (ROQUE, 2012, p. 474).

Ainda segundo Roque (2012), podemos conceber funcdes de outras formas, ao longo
da histéria, sejam por exemplos fisicos, curvas ou expressdes analiticas. Mostrando assim
que, isoladamente de seu contexto histérico, durante nosso aprendizado de matematica, a
definicao de funcao e as fungdes que conhecemos ndo convergem, o que somente favorece
a deficiéncia do ensino.

Todavia, de maneira geral, a evolugao apresentada até aqui nos permitiu chegar ao
que hoje é conhecido como funcdo. Em tese, inimeras sao as formas de se conceituar,
mas em esséncia, o que ndo se perde é que fungao é uma regra que indica como associar
cada elemento de um conjunto, chamado dominio, a um Unico elemento de outro conjunto,
chamado contradominio.

1.2 Uma breve explanacao sobre as origens das funcoes expo-

nenciais

Como se pode observar pelo trajeto historico apresentado até aqui, principalmente
entre a antiguidade e a idade média, a matematica teve sua evolugdo mesclada a evolugéo
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de outras ciéncias. Em verdade, também nos séculos XVI e XVII, ja na idade moderna,
houve uma grande expanséo do conhecimento cientifico e tecnoldgico de diversas areas
como geografia, cartografia, astronomia e fisica, que muito contribuiu para que conceitos e
teorias matematicas surgissem e fossem entdo estabelecidos.

Um desses conceitos, e aqui em evidéncia, foi o conceito de fung¢do, e em especial
o de fungao exponencial. E valido reforcar que para este conceito chegar a definicao que
hoje é utilizada e difundida, passou por inUmeros processos de testagens, formulagdes
e reformulacdes estabelecidos por diversos e importantes nomes da matematica, como
ja apresentados nesse trabalho. Vimos que foi no estudo da relagdo entre quantidades
variaveis, ainda no século XVII, que o conceito de funcéo teve sua origem e que apesar
disso gradativamente saiu desse ambito do calculo para habitar o &mbito da Teoria dos
Conjuntos, ja no século XX.

Atualmente, entende-se por fungado toda relacdo de dependéncia, em que uma
incognita depende do valor da outra. A fungcao denominada como exponencial possui essa
relacdo de dependéncia e sua principal caracteristica é que a parte variavel representada
por x se encontra no expoente: f(z) = a” , dai sua denominagdo exponencial, sendo
importante também ressaltar que a base a € um valor real constante, isto €, um ndmero real.

E verdade, portanto que toda evolugdo citada até aqui mostrou-nos o caminho
trilhado pela matematica a se chegar ao que hoje conhecemos de fung¢éo. Todavia, é sabido
que ao conceito de funcédo exponencial esta atrelado intimamente o conceito de logaritmo,
ja que esse é sua representacao inversa. A questao que aqui falta dizer entao é que,
cronologicamente, a ideia de logaritmo antecede ao préprio conceito de fungao, sendo-nos,
portanto, também importante apresentar sua origem para melhor contextualizar a propria
origem da fungao exponencial, propriamente dita.

Sabemos que o povo babilénico, juntamente com os gregos, destacou-se por sua
excelsa sabedoria nas ciéncias exatas em tempos tdo primitivos. Em verdade, diante
dos minimos recursos que tinham fizeram grandes e importantissimas descobertas que
influenciaram a construgéo de inimeros trabalhos em diversas areas de conhecimentos nos
séculos que se seguiram. Uma das grandes constatacdes de suas descobertas que aqui
citamos como colaborativas a posterior conceituagéao da fungao exponencial foi a utilizagao
de um sistema sexagesimal, cuja origem € incerta.

Esse sistema pode ser encontrado exposto em algumas tabelas de argila babil6nica
em que eles registravam suas escalas. Em muitas dessas tabelas pode-se ver a aparigao
de poténcias sucessivas de um dado numero e que, segundo Boyer e Merzbach (2012), em
muito se assemelham as tabelas atuais de logaritmos. Ainda segundo Boyer e Merzbach
(2012), foram encontradas tabelas exponenciais em que se pode observar as dez primeiras
poténcias para diferentes bases.
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E verdade que pode-se dizer que existiam algumas lacunas entre valores nas tabelas
exponenciais babilénicas, o que era resolvido por eles através do chamado método de
interpolagéo linear?, por meio do qual interpolavam partes proporcionais para conseguir
obter valores intermediarios aproximados. Naturalmente que a denominacao dada aos seus
calculos sé ocorreu séculos depois, embora isso ndo diminua a importancia da existéncia
deles para a evolugdo da matematica.

O conceito de funcao exponencial, que é dependente também do conceito de
poténcia, esta intimamente ligado, portanto, ao conceito de logaritmo. Nesse quesito pode-
se afirmar que foi apenas no século XVI e XVII, a partir dos trabalhos de John Napier
(1550 — 1617), que o nome logaritmo comecou a fazer parte do universo dos estudiosos e
cientistas. A titulo de curiosidade, consta que um dos primeiros matematicos a utilizar as
construcdes tedricas de Napier foi Johannes Kepler (1571 — 1630) no calculo das 6rbitas
planetarias. De fato, estes eram contemporédneos em uma época que, como vimos, era de
intensas producdes cientificas e mesmo culturais (BOYER; MERZBACH, 2012).

O desenvolvimento cientifico e tecnolégico da época fazia surgir uma problematica
de cunho pratico relacionado as grandes quantidades de dados numéricos e os calculos
envolvendo nimeros grandes. Dessa maneira, era necessario uma resolutiva que facilitasse
tal atividade. Foi com essa motivacao que Napier comecou seus estudos sobre logaritmos,
que, segundo consta as bibliografias a respeito, duraram cerca de 20 anos.

Naturalmente que Napier obteve inspiracdo em trabalhos anteriores a ele, como nas
tabelas da antiguidade ja citadas (babilénios e gregos) e sobretudo em Arquimedes, por
volta de 287 — 212 a.c, e nos trabalhos de Stifel (1487 — 1567). Ambos, Arquimedes e Stifel
trabalhavam com poténcias sucessivas de um dado numero. Sobretudo Stifel estabeleceu
uma relacao entre a progressao geométrica e os expoentes dos respectivos termos. O que
Napier fez foi aproveitar-se dessas e outras ideias da época para criar algo que pudesse
transformar operagbes mais complicadas da época em operagdes mais simples. E para isso,
acreditava bastar tabelas com valores ja calculados de referéncia (BOYER; MERZBACH,
2012).

Dessa maneira, para montar suas tabelas ele pensou nos logaritmos como valores
de uma sequéncia geométrica, escrevendo os expoentes de maneira a formar uma faixa
continua de valores. Todavia, Napier ndo tinha em mente o conceito de base de logaritmo
que hoje temos, o que faz com que seus estudos sejam substancialmente diferentes dos
logaritmos com os quais hoje trabalha-se habitualmente.

Segundo Boyer e Merzbach (2012) o conceito de funcao logaritmica esta implicito

2 Denomina-se interpolacéo linear o método de interpolacdo (método que permite construir um novo conjunto

de dados a partir de um conjunto discreto de dados pontuais previamente conhecidos) que se utiliza de
uma fungao linear p(x) (um polinémio de primeiro grau) para representar, por aproximagado, uma suposta
funcao f(x) que originalmente representaria as imagens de um intervalo descontinuo (ou degenerado)
contido no dominio de f(x).
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na definicdo de Napier assim como em todo seu trabalho sobre logaritmos, mas a falta
de simetria com os modelos atuais de logaritmos ndo diminui em nada a importancia
dos estudos desse teorico para a evolugao desse conceito, pois foi com as invengdes de
Napier, especialmente na publicagdo de um trabalho intitulado Mirifici logarithmorum canonis
descripitio, que o termo foi difundido e rapidamente aceito e utilizado por toda Europa e,
posteriormente, em todo mundo.

Obviamente que ap6s Napier inimeros matematicos se debrugaram aos estudos
dos logaritmos e, com a evolugao do conceito de fungéo, das fungdes exponenciais. Todavia
pelo carater historico e original de sua criacao, Napier tornou-se o mais notavel e importante
nome no que tange as origens dos logaritmos.

Paralelo e posteriormente, o atravessamento do conceito de logaritmo na propria
evolucao do conceito de funcéo fez com que se chegasse ao que hoje conhecemos como
funcado exponencial, ja citada ao longo desse trabalho e tema principal de sua abordagem.
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Capitulo 2

Caracteristicas e Propriedades da
Funcao Exponencial e sua Inversa

2.1 Funcao Exponencial

Como visto anteriormente o conceito de fungao n&o nasceu pronto, mas foi evoluindo
por meio de pesquisas e trabalhos de diferentes tedricos e ramos de conhecimento ao
longo da histéria. Naturalmente durante esse proprio processo evolutivo observagdes foram
sendo constatadas e leis de relagdo sendo estabelecidas até se chegar ao que hoje é
compreendido como fungao.

Muitas grandezas com as quais lidamos no nosso cotidiano dependem uma da outra,
isto é, a variacdo de uma delas tem como consequéncia a variagao da outra. Conceitual-
mente, uma relagédo f entre dois conjuntos A e B é uma funcao se, e somente se, todo
elemento de A esta associado através de f a um Unico elemento de B.

Juntamente com as fungdes afins' (ou fungdes polinomiais do 1° grau) e as qua-
draticas?® (ou fungdes polinomiais do 2° grau), as fungdes exponenciais sdo os modelos
matematicos mais utilizados para resolver problemas elementares. Assim como as fungcoées
afins estdo intimamente relacionadas aos problemas que ocorrem durante o ensino funda-
mental, as fungcbes quadraticas e exponenciais aparecem com destaque nos trés ultimos
anos do ensino basico (que compreendem o ensino médio). Tém também importancia
consideravel na universidade, sendo amplamente utilizadas em Matematica Aplicada a
atividades cientificas ou profissionais.

Decidindo-se que modelo usar para um determinado problema, entre uma funcéo
afim, quadratica ou exponencial, o tratamento matematico da questdo nao oferece maiores
dificuldades. As duvidas que possam surgir acontecem, geralmente, antes, na escolha do
instrumento matematico apropriado para o problema que se estuda. Para que essa escolha

Toda fungao do tipo f(z) = ax + bcom {a,b} C Rea #0.
2 Toda fungao do tipo f(z) = ax?® + bx + c com {a,b,c} CRea # 0.
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possa ser feita corretamente, € preciso saber quais séo as propriedades caracteristicas de
cada tipo de fungdo. Uma dessas propriedades, por exemplo, diz respeito a situagdes em
que uma grandeza varia em fungcéo do tempo de tal forma que o acréscimo sofrido a partir
de um determinado instante é proporcional ao valor da propria grandeza naquele instante.
Este é o caso, por exemplo, dos juros compostos € do decaimento radioativo, que serao
devidamente tratados na se¢ao 3.2 desse trabalho. Deve-se, entao, esclarecer que a fungcéao
exponencial, representada por: f(x) = a”, possui caracteristicas funcionais que lhes séo
proprias e que devem ser observadas quando em uso.

Antes de apresentarmos uma definicao formal para a Funcao Exponencial, bem como
suas caracteristicas e propriedades, faremos uma breve revisdo das poténcias com expoente
natural, que servira de referéncia para as poténcias com expoente real, caracterizando
entdo, o uso de uma func¢ao desse tipo.

Teorema 2.1 (Poténcias de expoente natural)

Seja a um ndmero real positivo. Para todon € N, com N = {0, 1,2, 3, ...}, a poténcia
a™ de base a e expoente n é definida como o produto de n fatores iguais a a.

Consequéncias do Teorema 2.1
(1) Para n = 1, como n&o ha produto de um sé fator, pde-se a' = a, por definigéo.

(2) Para quaisquer m,n € N tem-se a™.a™ = ™", pois em ambos os membros
desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a a.

(3) Paran = 0, teremos a” = 1. Como a igualdade a°.a! = a°*! deve ser valida,
teremos a’.a = a. Logo, a Unica definigao possivel é a° = 1.

(4) Para mq, mas, ..., m;, quaisquer em N, vale a™! - @2 - .... g™k = gmtm2ttmE

Em particular, se m; = ---= my, = m, temos (a™)* = a™*.

(5) Para qualquer n € N, devemos ter ¢ ".a" = a """ = a = 1, assim, a™" = -

Diante de tais consequéncias e estendendo o conceito de poténcias de expoente
natural do numero real a > 0, para admitir também expoentes inteiros, racionais e reais
(cujas respectivas demonstragdes se encontram no apéndice desse trabalho), entendemos
que ja temos o necessario para que possamos definir a funcdo exponencial com dominio
em R.

Definicdo 2.1 (Fungdo Exponencial)

Dado um numero real a (coma > 0 e a # 1), denomina-se fungéao exponencial de
base a, uma fungédo f de R em R* definida por f(x) = a® ou y = a”.
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Em simbolos:
f:R—R"

T+ a”

As restricbes a > 0 e a # 1 dadas na definigdo anteriormente exposta, sdo
necessarias, pois na medida em que a = 0 e z negativo, ndo existiria a” e, logo nao
teriamos uma fungéo definida em R, assim como também néo teriamos uma fungéo definida
emRparaa<0ezx = % Em outro caso, se a = 1 e x qualquer numero real, entdo a* = 1,
o que indicaria fungao constante.

Dessa maneira, fixado 0 < a # 1, para quaisquer z,y € R afungdo f : R — R*
dada por f(z) = a® deve ser definida de modo a possuir as propriedades fundamentais
citadas a seguir.

Propriedades:

(1) a®.a¥ =a*"V

(2 a'=a

(3) sea>1afungdo f(x) = a” é crescente.

(4) se0<a<1afungdo f(r) = a” é decrescente.

(5) Afuncéo f: R — R, definida por f(z) = a”, é ilimitada superiormente.
(6) A funcao exponencial € injetiva.

(7) A fungéo exponencial é continua.

(8) A funcéo exponencial f : R — R™, f(z) = a®, com a # 1, é sobrejetiva.

(9) A funcao exponencial é bijetiva, logo, admite funcéo inversa.

Consideracoes e(ou) demonstracoes:

(1) Inicialmente, observemos que se a fungdo f(x) = a® possui a propriedade (1)
acima, implica dizer que f(z + y) = f(z).f(y) (propriedade de transformar soma em
produto), pois pela fungédo temos que f(z +y) = a* e f(x).f(y) = a*.aV.

Mais ainda, se f : R — R tem a propriedade (1) e ndo é identicamente nula, entdo
f(x) > 0 para todo x real, pois

Logo, diante da propriedade (1) tanto faz dizer que o contradominio de f é R como
dizer que é R™, sendo que leva-se vantagem escolher R* como contradominio pois desse



Capitulo 2. Caracteristicas e Propriedades da Fungdo Exponencial e sua Inversa 26

modo f sera sobrejetiva, como veremos na propriedade (8).

(2) Se uma fungéo f : R — R tem as propriedades (1) e (2) entéo, paratodon € N
tem-se f(n)=f(1+1+..+1)=f(1)-f(1)-...- f(1)=a-a-..-a=a"

(83)Sendoa € R,a > 1,21 € Re xy € R, temos: a™ > a* se, e somente se,

xr1 > To.
Demonstracéo

A" >a™ = > = a"TR > ] = 1 > 0 = 1 > 1

(4) Sendoa e R,0<a< 1,21 € Rexy € R, temos: a* > a™ se, e somente se,

1 < To.
Demonstracao

A >a" = L > ] = a2 > ] = -1 <0 = 1 <3

(5) Mais precisamente temos que:

i) se a > 1 entdo a” cresce sem limites quando = > 0 é muito grande. Para exprimir
que a sequéncia crescente (a”) é ilimitada superiormente (supondo a > 1), escrevemos

lim, ,. a® = 00

e dizemos que a” tende ao infinito quando z cresce indefinidamente.

i) se 0 < a < 1 entdo a” torna-se arbitrariamente grande quando x < 0 tem valor
absoluto grande. Exemplificando, temos que

(1) = 2r

(6) Temos que =1 # x5 = a* # a* ou a™ = a™ = x; = x9, POiS OuU ela é
crescente (a > 1) ou é decrescente (0 < a < 1), logo cada dominio (valor z,,) possui sua
propria imagem (valor a®").

(7) A continuidade, ou monotonicidade da fungéo (o que caracteriza sua injetividade
x — a”), implica que, dado = € R, é possivel tornar a diferenga | a® — a™ | tdo pe-
quena quanto se deseja, desde que x seja tomado suficientemente préximo de x4. Ou ainda,
que o limite de a” quando z tende a z € igual a a*, simbolicamente temos lim,,_,,, a* = a™.
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(8) Esta propriedade diz que para todo numero real b > 0 existe algum x € R tal que
a” = b, ou ainda, que todo nimero real positivo € uma poténcia de a. Em outras palavras, a
imagem da fungéo € igual ao seu contradominio.

(9) Ser bijetiva significa ser injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo, como visto ante-
riormente. E como veremos na sec¢ao 2.2, a funcao exponencial admite uma funcao inversa,
chamada funcao logaritmica.

Assim, tomando tais propriedades da funcao exponencial, provamos o0 seguinte
resultado:

Para todo nimero real positivo a, diferente de 1, a fungédo exponencial f : R — R™
dada por f(x) = a®, € uma correspondéncia biunivoca entre R e R™, crescente se a > 1,
decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional de transformar somas em produtos,

isto &, f(z+y) = f(z). f(y).

2.1.1 Grafico da Funcao Exponencial

A estreita ligagdo dos graficos com situagdes do dia-a-dia do aluno e a variedade
de fenbmenos de outras disciplinas e da prépria Matematica que podem assim ser repre-
sentados, garantem especial dedica¢ao ao estudo do comportamento grafico das fungbes
em geral. Assim como as propriedades nos garantem um conhecimento mais seguro da
aplicabilidade da fungao exponencial, os graficos sao particularmente importantes, pois além
do apelo visual, favorecem a observagao de determinados comportamentos que, em outras
representacées (numéricas, algébricas e por tabelas), sao dificeis de serem percebidos.

Com relagdo ao grafico cartesiano da fungéo exponencial f(z) = a*, podemos dizer:
1°) a curva representativa esta toda acima do eixo dos z, pois y = a” > 0 para todo = € R.

2°) corta o eixo y no ponto de ordenada 1.
3°) se a > 1 é o de uma fungéo crescente e se 0 < a < 1 é o de uma funcao decrescente.

4°) toma os aspectos da Figura 1.
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Figura 1 — Grafico da Fung¢ao Exponencial

Na)=a’

(0 == 1)

-

Fonte: Dados da Pesquisa

Como exemplos particulares, apresentam-se os graficos das fungées [ : R — R™

definidas por f(z) =2* (2) e g(z) = (

1

2

)" (3).

Figura 2 — Fungao Exponencial de comportamento crescente

Fonte: Dados da Pesquisa

Figura 3 — Funcao Exponencial de comportamento decrescente

¥

Fonte: Dados da Pesquisa



Capitulo 2. Caracteristicas e Propriedades da Fungdo Exponencial e sua Inversa 29

No Ensino Médio, graficos de fungdes exponenciais sdo muitas vezes tracados de
forma displicente, como se fossem arcos de parabola. Entretanto, € importante observar que
o crescimento exponencial € qualitativamente bastante diferente do crescimento polinomial,
0 que justifica dizer que o crescimento exponencial, quando a > 1, supera o de qualquer
polindmio. Tal diferenga qualitativa é justificada pela propriedade que diz que o crescimento
exponencial se caracteriza pelo fato de que a variagao da variavel dependente é proporcional
ao seu proéprio valor.

Se compararmos, por exemplo, o grafico de y = 2” com o de g(z) = z'° veremos
que (4):

)para 0 < x < 1,077 temos z'0 < 27
i) para 1,077 < z < 58,77 temos 210 > 27

iii) para todo x > 58, 77 tem-se sempre 2% > z1°

Figura 4 — Funcao Exponencial vs Fungao Polinomial

0
Fonte: Dados da Pesquisa

Assim, diferentemente das representagées numeéricas, algébricas e outras mais, a re-
presentacao grafica nos permite visualizar as interacdes entre as variaveis e, percebendo de
maneira mais direta as relagdes possiveis entre elas, prever comportamentos em intervalos
maiores e chegar as conclusdes possiveis de maneira mais clara e facil. E dessa maneira
que o apelo grafico se torna ponto relevante no estudo das fungdes exponenciais, estejam
elas aplicadas em quaisquer teorias ou para quaisquer finalidades, sendo, de maneira
indubitavel, um facilitador para o processo de aprendizagem.

2.1.2 O namero irracional e e a funcao exponencial e*

Vamos considerar a sequéncia (1 + %)” comn € {1,2,3,4,...}. Quando n aumenta
. . e n . 1 n . - . .
indefinidamente, a sequéncia (1 + 5) tende muito lentamente para o namero irracional
e = 2,7182818284... , conhecido como numero de Euler, nimero exponencial, nUmero de
Napier, niumero neperiano, que sdo algumas variantes de seu nome.
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O namero irracional e esta intimamente relacionado com a histéria da funcao expo-
nencial. "As origens do nimero ¢ e da fungdo exponencial ¢* podem muito bem estar ligadas
a um problema mundano: 0 modo como o dinheiro aumenta com o passar do tempo"(MAOR,
2008, p. 13). Ainda segundo Maor (2008), o papel do e como uma base dos logaritmos
naturais — tal como hoje é familiarmente conhecido — teve que esperar até o trabalho de
Leonhard Euler, na primeira metade do século XVIII, que deu a fungao exponencial o papel
central que ela desempenha no calculo.

Uma fungao exponencial muito importante em Matematica € aquela cuja base é e.
De fato, fungbes que envolvem poténcias de e (ou, fungbes de base neperiana) sdo muito
utilizadas em Matematica Aplicada, pois servem para modelar situacdées de crescimento
ou decrescimento continuo. No entanto, muitos outros ramos do conhecimento também
se beneficiam desse saber. Na Demografia®, por exemplo, sdo utilizadas para calcular o
tamanho de populacdes; em finangas, para calcular juros, montantes e prestagdes; em
Arqueologia, para calcular a idade de fésseis e de artefatos; em Psicologia, para estudar
problemas de aprendizagem; em saude publica, para analisar a expansao de epidemias; na
industria, para estimar a confiabilidade de certos produtos, entre tantos outros exemplos.

Para mostrar que as fungdes exponenciais de base e, como f(x) = be*”, surgem
em questdes naturais, tomemos o seguinte exemplo:

Um investidor aplica um capital ¢y a uma taxa de k por cento ao ano. Se
escrevermos, por simplicidade, a = k/100, por cada real aplicado, o inves-
tidor receberd, no final de um ano, 1 + a reais, de modo que o total a ser
resgatado sera co(1 + a) reais. O acréscimo c¢g.a (juro) € uma espécie de
aluguel do dinheiro. Sendo assim, raciocina o investidor: se eu resgatar meu
capital depois de um semestre, terei direito a metade do juro (aluguel) anual,
logo receberei co(l + %) reais. Entdo reinvestirei esta soma por mais um
semestre e, no final do ano, em vez de co(1+a), vou receber co(1+a)?, que
€ uma quantia maior. Pensando melhor, diz o investidor, posso resgatar e
reinvestir meu capital mensalmente recebendo, no final de um ano, o total de
(1+ 1%)12. Como o nimero a = k/100 lhe é conhecido, o investidor, com

auxilio da calculadora, verifica imediatamente que (1 + %)12 < (14 %)12.
Animado com o resultado, nosso ambicioso investidor imagina que, res-
gatando e reaplicando seu dinheiro num numero n cada vez maior de
intervalos de tempo iguais, poderd aumentar ilimitadamente seu capital. Na
verdade, fazendo o que imagina, no final do ano o investidor recebera o total
acumulado igual a co.lim, e (1 + )" = cp.e® . Mas, infelizmente, se
enganou ao acreditar que a sequéncia de termo geral (1 + %)n ¢ ilimitada.
Com efeito, todos esses termos sdo menores do que e®. Seja como for, ao
conceber esse processo imaginario de resgatar e reinvestir a cada instante
seu capital, nosso investidor foi conduzido a nogao de juros compostos,
acumulados continuamente (LIMA, 2012, p. 225).

Levando-se em consideragao toda sua evolugao histérica, bem como as diversas
aplicacoes que se utilizam de fung¢des exponenciais de base e, ndo poderiamos nos abster

8 Area da ciéncia geografica que estuda a dinamica populacional humana.
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de utilizarmos um dos recursos mais atuais, ditado pela evolucéo tecnoldgica, para nos
ajudar a visualizar e compreender melhor as caracteristicas inerentes as fungées do tipo
f(z) = e". Dessa forma, através do software gratuito "GeoGebra"(utilizado em todas
as construcdes graficas desse trabalho), que permite ampla utilizagcdo no ato do estudo
da Matematica em geral, apresentamos a figura 5, que representa simplificadamente o
comportamento grafico da funcdo f supracitada.

Figura 5 — Gréfico da Fungao Exponencial de base neperiana

Fonte: Dados da Pesquisa

Utilizando-se do mesmo recurso, apresentamos a figura 6, que representa o com-
portamento grafico da fungao descrita por g(z) = Inz (logaritmo natural de x), inversa a
fungdo f(x) = e” apresentada anteriormente. Trata-se de uma fungéo logaritmica de base
e (também representada por g(x) = log.z), cujas caracteristicas serdo apresentadas na
secao 2.3 .

Figura 6 — Grafico da Funcao Logaritmica de base neperiana

Y

glr) =Ina

Fonte: Dados da Pesquisa
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2.2 Transformacgoes importantes no grafico da Funcao Exponen-
cial
Segundo as Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio de 2008:

E importante destacar o significado da representagéo grafica das funcées,
quando alteramos seus parametros, ou seja, identificar os movimentos
realizados pelo grafico de uma fungéo quando alteramos seus coeficientes
(BRASIL, 2008, p. 72).

Existem transformacgdes graficas muito Uteis que podem auxiliar no estudo de di-
versas fungdes e, em especial, na fungcao exponencial. Sao elas: translagdes verticais e
horizontais, reflexdes verticais e horizontais e as deformagdes verticais e horizontais. Com
auxilio do software Geogebra, daremos exemplos das transformacdes supracitadas.

-Translacao vertical: Na figura 7, temos a fungéo exponencial f : R — R* definida
por f(xz) = 3”. Somando-se 1 a lei de f, o grafico desta fungdo sofrerd uma translagédo
vertical de uma unidade para cima (movimento vertical), o que implicara no surgimento
da fungédo g : R — R definida por g(x) = f(x) + 1. Da mesma forma, se subtrairmos 2,
o grafico de f sofrera uma translagao vertical de duas unidades para baixo (movimento
vertical), fazendo surgir a fungédo h : R — R definida por h(x) = f(z) — 2.

Figura 7 — Translagao vertical do grafico da Fungdo Exponencial
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Fonte: Dados da Pesquisa

-Translacao horizontal: Na figura 8, temos a fungéo exponencial f : R — R*
definida por f(z) = 3*. Somando-se 1 ao expoente x, o gréfico de f sofrerd uma translagdo
horizontal de uma unidade para a esquerda (movimento horizontal), o que implicara o surgi-
mento da fungéo g : R — R definida por g(x) = 3*"!. Da mesma forma, se subtrairmos 2,
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o grafico de f sofrera uma translagédo horizontal de duas unidades para a direita (movimento
horizontal), fazendo surgir a fungdo h : R — R definida por h(z) = 3*72.

Figura 8 — Translagao horizontal do gréafico da Fungao Exponencial
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Fonte: Dados da Pesquisa

-Deformacao ou dilatacao Vertical: Na figura 9, temos a funcao exponencial f :
R — R* definida por f(z) = 3*. Multiplicando-se a lei de f por 2, o gréafico desta fungéo
sofrera uma deformagao vertical (esticamento vertical), dobrando os valores de f, o que
implicara no surgimento da fungéo g : R — R definida por g(z) = 2.f(z) . Da mesma
forma, se dividirmos a mesma lei por 3, o grafico de f sofrerd uma deformacéao vertical
(encolhimento vertical), dividindo os valores de f, fazendo surgir a fungdo h : R — R
definida por h(z) = f(x)/3.

Figura 9 — Deformacéao Vertical do grafico da Funcao Exponencial

Fonte: Dados da Pesquisa

- Deformacao ou dilatacao horizontal: Na figura 10, temos a fung¢édo exponencial
f: R — R definida por f(x) = 3*. Multiplicando-se por 2 o valor do expoente z, o grafico
de f sofrerd uma deformacgéo horizontal (esticamento horizontal) onde teremos metade do
valor de = para o mesmo valor de f(x), o que implicard o surgimento da fungdo g : R — R
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definida por g(x) = 32*. Da mesma forma, se dividirmos por 3 o expoente x, o grafico de
f sofrerd uma deformacgao horizontal (encolhimento horizontal) onde teremos o triplo do
valor de x para o mesmo valor de f(z), fazendo surgir a fungdo h : R — R definida por

h(z) = 35.

Figura 10 — Deformacéao horizontal do grafico da Funcao Exponencial
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Fonte: Dados da Pesquisa

- Reflexao em relacao ao eixo Oy: Na figura 11, temos a funcdo exponencial
f : R — RT definida por f(x) = 3*. Substituindo-se o valor de x por —z, o gréfico de
f sofrera uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy , o que implicara o surgimento da fungéo

g : R — R definida por g(z) = 37*.

Figura 11 — Reflexdo em relacao ao eixo Oy
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Fonte: Dados da Pesquisa

- Reflexao em relagao ao eixo Ox: Na figura 12, temos a fung@o exponencial
f : R — R definida por f(z) = 3. Multiplicando-se por -1 a fungdo f, o gréafico de
f sofrerd uma reflexdo em relacédo ao eixo Ox , 0 que implicara o surgimento da funcao

g : R — R definida por g(z) = —3".



Capitulo 2. Caracteristicas e Propriedades da Fungdo Exponencial e sua Inversa 35

Figura 12 — Reflexdo em relagao ao eixo Ox

¥ [

fungio f

\ fungao g

54

Fonte: Dados da Pesquisa

Logo, ainda usando como exemplo a fungdo f : R — R* definida por f(z) = 3%,
podemos deduzir uma férmula geral que deixa clara as possiveis transformacgdes que o
grafico dessa fungao pode sofrer, servindo como um modelo ajustavel a qualquer outra
fungdo exponencial em particular. A férmula em questdo sera dada por f(r) = a.3*+9) 4 d,
coma # 0 e b # 0, onde as transformagdes graficas ocorrem de tal maneira que ao
variarmos o valor de a temos uma deformacao vertical ou uma reflexao em relagédo ao eixo
Ox, ao variarmos o valor de b temos uma deformagéao horizontal ou uma reflexdo em relacao
ao eixo Oy, ao variarmos o valor de ¢ temos uma translagdo horizontal e ao variarmos o
valor d teremos uma translagéo vertical.

2.3 Funcao Logaritmica, a inversa da Funcao Exponencial

Devido aos excessivos procedimentos repetitivos apresentados de forma mecani-
zada, os logaritmos talvez correspondam a um dos tépicos mais artificialmente mistificados
no Ensino Médio. Por isso recomendamos, na abordagem de logaritmos no Ensino Mé-
dio, que seja dado énfase a ideia fundamental de que o logaritmo € o expoente em uma
exponenciagdo, facilitando assim consideravelmente a compreensao das propriedades e
caracteristicas basicas das fungdes logaritmicas.

Chamamos ainda a atengéao para o fato de que a propriedade algébrica fundamental
dos logaritmos — transformar produtos em soma — esta no centro de sua origem historica.
Observe que, sem o auxilio de calculadoras e computadores, com os quais estamos cada
vez mais acostumados, efetuar uma multiplicagdo € muito mais trabalhoso que efetuar uma
adicao, principalmente no caso de numeros com muitos algarismos decimais. Por isso, uma
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ferramenta matematica que permitisse reduzir o trabalho de fazer uma multiplicagédo ao de
uma adicao era muito importante no passado.

Contudo, segundo Maor (2008), se os logaritmos perderam seu papel central na
matematica computacional, a fungdo logaritmica permanece no centro de quase todos
os ramos da matematica, pura ou aplicada, e ainda esta ligada a um grande namero
de fenbmenos e situacdes naturais (como veremos no capitulo 3). Ela aparece em uma
variedade de aplicagdes que abrangem, por exemplo, a quimica, biologia, psicologia, arte,
musica, entre outros.

Como vimos, a principal caracteristica da funcdo denominada como exponencial
€ que sua parte variavel encontra-se no expoente. Dessa forma, o conceito de fungéo
exponencial esta intrinsecamente ligado e dependente do conceito de poténcia, o que 0
faz relacionado também ao conceito de logaritmos e, consequentemente, ao de fungao
logaritmica, que defini-se como sua inversa®*.

Com o propdsito de como saber se, para resolver um determinado problema, deve-
mos usar o modelo de fungao logaritmica, neste momento, apresentamos uma definicao
formal para tal fungéo, seguida de informacdes e propriedades que a caracterizam.

Definigcdo 2.2 (Fungéo Logaritmica)

Dado um numero real a (com a > 0 e a # 1), chamamos fungao logaritmica de base
a a fungédo f de R™ em R que associa a cada x o nimero log,z, chamado logaritmo de x
na base a.

Em simbolos:
f:R" —R

x +— log,x

Como a funcéo logaritmica é a inversa da funcdo exponencial, temos: a'%* = x
paratodo z > 0 e log,(a”) = x para todo = € R. Dessa forma, log,x é 0 expoente ao qual
se deve elevar a base a para obter o numero z, ou seja, y = log,x < a¥ = z.

Assim, temos que a fungdo f : R — R, dada por f(x) = a*, tem a propriedade
f(z+vy) = f(x).f(y), ou seja, a*¥ = a”.a¥ (logo, transforma soma em produto). A sua
inversa g : RT — R, dada por g(z) = log,z, tem a propriedade g(x.y) = g(x) + g(y), ou
seja, log,(x.y) = log,x + log,y (logo, transforma produto em soma).

De maneira geral, as funcdes logaritmicas mais usadas sao aquelas cuja base a é
maior do que 1. Entre a infinidade de valores que a base de um logaritmo pode assumir,

4 Expressamente, diz-se que a fungdo g : Y — X é a inversa da fungéo f : X — Y quando se tem

g(f(z)) =xe f(g(y)) = y para quaisquer z € X ey € Y. Evidentemente, g é inversa de f se, e somente
se, f éinversa de g. Quando g ¢ a inversa de f, tem-se g(y) = x se, e somente se, f(z) = y.
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0 que justifica a infinidade de sistemas de logaritmos possiveis, existem dois sistemas
particularmente importantes:

i) sistema de logaritmos decimais: é o sistema da base 10, também chamado sistema
de logaritmos vulgares ou de Briggs (Henry Briggs, matematico inglés, 1556-1630), quem
primeiro destacou a vantagem dos logaritmos da base 10, tendo publicado a primeira tabua
(tabela) dos logaritmos de 1 a 1000 em 1617. Indicamos o logaritmo decimal pela notagao
logipx ou simplesmente logx.

ii) sistema de logaritmos neperianos: é o sistema de base e (e = 2,71828... nUmero
irracional), também chamado de sistema de logaritmos naturais. O nome neperiano vem de
John Napier, matematico escocés (1550-1617), autor do primeiro trabalho publicado sobre
a teoria dos logaritmos. O nome natural se deve ao fato de que no estudo dos fendémenos
naturais geralmente aparece uma lei exponencial de base e.

Como consequéncia da definicdo de funcéo logaritmica, destacamos a seguir suas
propriedades caracteristicas.

Propriedades:

(1) afungao logaritmica f(x) = log,z é crescente (decrescente) se, e somente se,
a>1(0<a<l).

(2) somente numeros positivos possuem logaritmo real.

(3) sea > 1, os numeros maiores do que 1 tém logaritmo positivo e os numeros
compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo negativo.

(4) se 0 < a < 1, os numeros maiores do que 1 tém logaritmo negativo e os
numeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo positivo.

(5) afuncéo logaritmica é ilimitada, superior e inferiormente.

(6) ao contrario da fungdo exponencial f(x) = a” com a > 1, que cresce rapida-
mente, a funcéo logaritmica log,x com a > 1 cresce muito lentamente.

(7) afuncao logaritmica é bijetiva.

Consideracoes e(ou) demonstracoes:

(1) Provemos, inicialmente, a implicacéao
a>1 = (paratodo xs e x1 €RY, x9 > 1 = logaxs > log,x1)

De fato:
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Quaisquer que sejam x e x5 positivos e x5 > x; tem-se, por uma das consequéncias
da definicdo de logaritmos dada por a'°%® = b, que:

aloga®2 > glogari — logaxs > log,xq
Provemos agora a implicagao
(para todo x4 e 11 € RY, logaxs > logax1 = 22 > x1) = a>1

Considerando

[0goxo = Yo = 19 = a¥?

logexy = y1 = x1 = a¥* temos:
Yo >y = a¥? > a¥t.

Pelo fato de a funcao exponencial ser crescente para base maior que 1, concluimos
que a > 1.

A demostracao de que a funcéo logaritmica é decrescente se, e somente se, a base
€ positiva e menor que 1 € analoga a demonstragao anterior.

(2) Isso se deve ao fato de que a fungédo = — a® assume somente valores positivos.

(3) De fato, se a > 1:
O0<z<l1l = log,x <log,1 = log,xr <0

x>1 = log,x >log,1 = log,x >0

(4) De fato, se 0 < a < 1:
0<z <1 = log,r >log,l = log,w >0

xr>1 = log,x <log,l = log,x <0

(5) Mais precisamente, tem-se, para a > 1, que:
lim, s o log,x = +00 € lim, ,glog,x = —c.
A primeira destas igualdades significa que se pode dar a log,x um valor tdo grande

quanto se queira, desde que z seja tomado suficientemente grande. A segunda quer dizer
que, dado arbitrariamente A > 0, tem-se log,r < —A desde que x seja um numero positivo
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suficientemente pequeno.

(6) Mais precisamente, log,x tende a +oo muito lentamente quando © — +o00. Com
efeito, dado um namero M > 0, tem-se, log,z > M <= z > a™. Assim, por exemplo,
no caso da fungao logaritmica decimal y = log;ox, cada vez que multiplicamos a variavel
independente (x) por 10, somamos apenas 1 unidade ao valor da variavel dependente
(y). De forma mais geral, passos multiplicativos na variavel independente de uma fungéo
logaritmica correspondem a passos aditivos na variavel dependente.

(7) Isso se deve ao fato dela ser, a0 mesmo tempo, injetiva (pois nimeros positivos
diferentes tém logaritmos diferentes) e sobrejetiva (pois, dado qualquer nimero real b, existe
sempre um Unico numero real positivo x tal que log,x = b). Logo, podemos confirmar que a
funcéo logaritmica admite uma inversa pois ha uma correspondéncia biunivoca entre R* e
R, e o seu contradominio e sua imagem sao iguais.

2.3.1 Grafico da Funcao Logaritmica

Reconhecer o grafico da funcéo logaritmica é de fundamental importancia no trato
com as grandezas fisicas cuja medida é feita com o uso de logaritmos, como por exemplo a
intensidade de som, a forgca de um terremoto, entre outras.

Com relagao ao grafico cartesiano da fungéo logaritmica f(z) = log,x, podemos
dizer que:

1°) esta todo a direita do eixo y (z > 0);

2°) corta o eixo x no ponto de abscissa 1 (log,1 = 0 para todo 0 < a # 1);

3°) se a > 1 é de uma fungao crescente e se 0 < a < 1 é de uma funcao decrescente;
4°) toma os aspectos da figura 13;

5°) é simétrico em relagao a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares) ao grafico da
fungéo g(x) = a”, logo toma os aspectos das figuras 14 e 15.

Assim, mais uma vez, visualizamos a importancia da representacao grafica para
uma melhor compreensao das relagdes entre as variaveis envolvidas.



Capitulo 2. Caracteristicas e Propriedades da Fungdo Exponencial e sua Inversa

40

Figura 13 — Gréfico da Funcgao Logaritmica

flr) = log,x

(a=1)

flr) = log,x

0 =a<l)

Figura 1

Fonte: Dados da Pesquisa

4 — Simetria entre Fungdo Exponencial e Fungao Logaritmica - |

¥

a glx) =a’

(o= 1)

flz) = log,x
(= 1)

Fonte: Dados da Pesquisa
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Figura 15 — Simetria entre Funcdo Exponencial e Funcao Logaritmica - Il

flx) = log,x

(0 <a<1)

-3

Fonte: Dados da Pesquisa
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Capitulo 3

Funcao Exponencial: Relacoes,
Aplicacoes e Interdisciplinaridade

Os conteudos basicos da disciplina Matematica, comumente estdo organizados em
quatro grupos: Numeros e operagoes; Fungdes; Geometria; Analise de dados e probabili-
dade. O que nao significa que tais conteddos devam ser trabalhados de forma estanque,
pelo contrario, deve-se buscar constantemente a articulag@o entre eles e as outras areas do
conhecimento.

A Matematica pode ser interpretada como uma linguagem que busca dar conta de
aspectos do real e como instrumento formal de expressdo e comunicagao para diversas
ciéncias. Como etapa final de uma educacao de carater geral, o Ensino Médio deve situar o
educando como sujeito produtor de conhecimento, incentivar o raciocinio e a capacidade
de aprender buscando dar significado ao conteudo dado, mediante a contextualizacao,
evitando assim a compartimentalizacdo, mediante a interdisciplinaridade.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais:

A interdisciplinaridade deve ser compreendida a partir de uma abordagem
relacional, em que se propde que, por meio da pratica escolar, sejam
estabelecidas interconexdes e passagens entre os conhecimentos através
de relagbes de complementaridade, convergéncia ou divergéncia (BRASIL,
1999, p. 36).

Na perspectiva escolar, a interdisciplinaridade ndo dissipa as disciplinas e ndo tem a
pretensdo de criar novos saberes, ao contrario, mantém sua individualidade para, através
da articulacao entre os conhecimentos de varias disciplinas, resolver um problema concreto
ou compreender um determinado fenémeno sob diferentes pontos de vista.

Fica mais clara a importancia da interdisciplinaridade quando se considera o fato
comum de que todo conhecimento mantém um dialogo permanente com outros conheci-
mentos, seja de questionamento, de confirmagao, de complementacéo, de negacéo, ou
ampliacao.
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Algumas disciplinas se identificam e aproximam, outras se diferenciam e distanciam,
em varios aspectos. Nesta multiplicidade de interagdes e negagoes reciprocas, a relacao
entre as disciplinas tradicionais pode ir da simples comunicacao de ideias até a integragéao
mutua de conceitos, constatando assim a importancia de que os alunos aprendam a olhar o
mesmo objeto sob perspectivas diferentes.

Segundo as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio de 2006:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre
grandezas e modelar situagdes problema, construindo modelos descriti-
vos de fendmenos e permitindo vérias conexdes dentro e fora da propria
matematica (BRASIL, 2006, p. 121).

Dessa forma, as fungdes, no contexto da matematica escolar com vistas as aplica-
cbes, ocupam lugar de destaque, pois lidam diretamente com aspectos importantes a serem
desenvolvidos na escola média, que sao: a natureza algébrica; as diferentes formas de
representacao; aplicacao a problemas e situagdes da vida e de outras ciéncias; articulagao
com outros tépicos da propria Matematica.

Sem a pretensao de apresentar informagdes que esgotem ou encerram as pesquisas
sobre as possiveis interconexdées da propria matematica, que se caracterizam por sua
complementaridade e convergéncia, destacamos a seguir alguns dos principais aspectos
das possiveis relagdes entre as expressdes exponenciais, 0s logaritmos e as progressodes.

A partir de entdo, traremos uma amostra das aplicacdes diversas da funcédo exponen-
cial em diferentes areas de conhecimento, apontando para o carater multi e interdisciplinar
que sua teoria e conexdes permitem.

3.1 Relacao entre Exponenciais, Logaritmos e Progressoes

Ao longo da vida, estamos todo tempo rodeados de fen6menos da natureza e, se
prestarmos atengao, nos surpreenderemos com sua regularidade. Um dos objetos de estudo
da Matematica € justamente essa regularidade, a medida que se constata haver um padrao
de comportamento comum a diferentes situacdes e fenbmenos reais.

Dentre esses padrdes transformados em representagées numéricas, que sao a
expressao da Matematica, estdo as sequéncias numéricas, que podem se apresentar por
meio de leis de formacgéo diferentes, sendo muitas delas tdo familiares ao nosso raciocinio
que intuitivamente as determinamos. Observe, por exemplo, as seguintes sequéncias: (0,
2,4,6,8,10,...),(1,3,5,7,9,11, ...), (2, 4, 8, 16, 32, 64, ...), (2, 6, 18, 54, 162, ...). Vocé
pode facilmente continua-las de forma correta sem que nenhuma outra instrucao Ihe seja
dada, sem que nenhuma lei seja expressa. Essas sequéncias recebem a denominagao
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de progresséo aritmética' (no caso das duas primeiras) e progressao geométrica® (as
duas ultimas).

Historicamente, os logaritmos — aqui ja apresentados e descritos como o inverso
de uma expressao exponencial — tém sua descoberta associada as descobertas das
progressoes aritméticas e geométricas, a qual se atribui ao matematico alemao Michael
Stifel (1486 - 1567), muito embora se deva considerar que foi 0 escocés John Napier (1550
- 1617), matematico, fisico e astrbnomo, quem contribuiu para o avanco da matematica ao
descobrir o0 uso dos logaritmos e suas propriedades (EVES, 2004).

Stifel, em 1544, escreveu o livro intitulado Arithmetica Integra (Aritmética Reno-
vada) no qual observou que os termos de uma progressao geométrica de razao ¢, dada
por (¢°,¢',q¢?, ...) correspondiam aos termos de uma progressao aritmética de razdo 1
(0,1,2,...), formada pelos expoentes, de tal maneira que a multiplicagdo de dois termos da
progressao geométrica resultava em um termo cujo expoente representava a soma dos dois
nameros correspondentes na progressao aritmética. Tais correspondéncias se constituem
nas nomeadas relacdes de Stifel. Assim, por exemplo, ¢*>.¢° =¢" e 2+ 5=1T.

Com intuito de ilustrar a visdo de Napier dos logaritmos, considere a progressao
geométrica (3,9,27, ...,6561) que pode ser expressa também por (3!,32,...,3%). Os expo-
entes desta progressdo geométrica formam a progresséo aritmética (1,2, ..., 8). Note ainda
que, pelas relagdes de Stifel temos 3*.3? = 3% e que 4 + 2 = 6, por exemplo. Logo, os
termos da progressao aritmética sdo os respectivos logaritmos da progressdo geométrica;
por exemplo, log36561 = logs3® = 8. Assim, percebe-se que os estudos de Stifel permitiram
a descoberta dos logaritmos por Napier.

De maneira analoga, os logaritmos sdo os respectivos valores que acompanham os
termos de uma progressao aritmética, tornando as progressdes aritméticas e geométricas
um dos meios mais importantes para explicar e justificar o conceito de logaritmo. Esta
relagdo existente entre progressoes, logaritmos e exponenciais pode ser averiguada nos
problemas a seguir.

Problema 1 Adaptado(LIMA, 2012) Se a sequéncia (a,) é uma progressao aritmética,
prove que a sequéncia (b,) = e*» é uma progressdo geométrica, onde e denota o nimero
de Euler.

Demonstracao: Sendo r a razao da progressao aritmética (a,, ), basta notar que

ean+1

boy1 — pnii—an — o

by, ean

Progresséao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros em que cada termo, a partir do segundo, € a
soma do anterior com uma constante r (razao) dada.

Progressao geométrica (PG) é uma sequéncia de nimeros em que cada termo, a partir do segundo, é o
produto do anterior por uma constante ¢ (razdo) dada.
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Como o quociente entre um termo qualquer da sequéncia (b,,) e o seu antecessor é
a constante e”, segue por definigdo que (b,,) € uma progressdo geométrica.

Problema 2 Adaptado(LIMA, 2012) Se a sequéncia (a,,) € uma progressdo geométrica,
prove que a sequéncia (b,) = loga,, € uma progressao aritmética.

Demonstracao: Sendo ¢ a razdo da progressdo geométrica (a, ), basta notar que

Qp+1

bpi1 — b, = loga, 1 — loga, = log = logq

Como a diferenga entre um termo qualquer da sequéncia (b,,) e 0 seu antecessor é
a constante logq, segue por definigdo que (b,) € uma progressao aritmética.

3.1.1 Caracterizagao da relagao entre Fungoes Exponenciais e Progressoes

Seja f : R — R definida por f(x) = ba”, uma fungdo tipo exponencial. Se
xT1,%a,...,Tn,... € UMAa progressao aritmética de razéo h, isto é, z,,.1 = x,, + h, entdo os
valores

f(zq) = ba™, f(xe) = ba®, ..., f(x,) = ba™ , ...,
formam uma progressao geométrica de razéo a" pois
f(xpy1) = ba®+t = ba* " = (ba™).a" = f(z,).a"

Como o (n + 1)-ésimo termo da progressdo aritmética dada é x, .1 = z; + nh,
segue-se que f(x,.1) = f(x1).A" ,onde A = a”. Em particular, se z; = 0 entéo f(z1) = b
logo f(zp41) = b.A™.

Segundo Lima (2012), esta propriedade é caracteristica das fungdes de tipo expo-
nencial, conforme o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Seja f : R — R uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou de-
crescente), que transforma toda progressao aritmética xy, xs, ..., Xy,... NUMAa Progressao
geométrica yi, ya, - - - s Yn, - --Yn = f(x,). Se pusermos b = f(0) ea = f(1)/f(0) teremos
f(x) = ba® para todo x € R (LIMA, 2012, p. 205).

Demonstragdo: Seja b = f(0). A fungdo g : R — R, definida por
g(x) = f(x)/b, é monbtona injetiva, continua transformando progressdes
aritméticas em progressdes geométricas e agora tem-se g(0) = 1. Dado
x € R qualquer, a sequéncia x,0, —x € uma progressao aritmética, logo
g(z),1,g(—z) é uma progressdo geométrica de razédo g(—=x). Segue-se
g(—xz) =1/g(x). Sejam agoran € Ne z € R. Asequéncia 0, z, 2z, ...,nx é
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uma progressao aritmética, logo 1, g(x), g(2z), ..., g(nx) é uma progressao
geométrica, cuja razdo evidentemente é g(x). Entéo seu (n + 1)-ésimo termo
é g(nz) = g(x)™. Se —n é um inteiro negativo entdo g(—nx) = 1/g(nz) =
1/g(z)™ = g(x)~". Portanto, vale g(nx) = g(x)" para quaisquer n € N
e x € R. Segue-se do Teorema de Caracterizagao acima que pondo a =
g(1) = f(1)/f(0), tem-se g(z) = a*, ou seja, f(z) = ba”, paratodo z € R
(LIMA, 2012, p. 205).

Neste momento abordaremos, em particular, a relacao existente entre funcao expo-
nencial e as progressées geométricas, utilizando-se de conhecimentos algébricos/geométricos
COMO recursos para a construgao de argumentagao.

1°) Comparando as definicées

i) Dado um namero real a (com a > 0 € a # 1), denomina-se fun¢ao exponencial
da base a a uma fungdo f de R em R definida por f(z) = a*, para todo = € R.

i) Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia numérica em que cada
termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando-se o anterior por uma constante ¢
chamada razdo da PG. Conforme termo geral: a,, = a¢.q" , com n € N (com 0 primeiro
termo sendo ay).

As fungdes exponenciais do tipo f(xz) = b.a® assemelham-se a uma progresséo
geométrica. Note que em f(x) = b.a® e a, =ap.q" temosque: f(z) =a,; b=ag;

a=gq; T =n.
Entretanto, deve-se atentar para o dominio das relagcées com que trabalhamos.
-Na fungéo exponencial, o termo geral vale para todo =z € R.

-Na progressao geométrica, o termo geral vale para todo n € N, uma vez que
estamos considerando uma PG cujo primeiro termo € ay.

Ou seja, quando o problema apresentado abranger o dominio N, pode-se utilizar
qualquer uma das relagdes. Quando a situa¢do envolver o dominio R, ndo se pode utilizar a
progressao geométrica.

2°) Comparando graficos

Tomemos o seguinte modelo de atividade: o valor de um automével daqui a ¢ anos é
dado pela lei V' = 20000.(0,9)* (em reais). Calcule o valor desse automével daqui a 4 anos.

Resolugéo: aplicando-se o valor t = 4 na expressao exponencial dada, obtemos

V = 20000.(0, 9)"
V = 20000.0, 6561
V = 13122
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Graficamente temos a figura 16:

Figura 16 — Representagéo gréafica da expressao V' = 20000.(0,9)"

yl\

20.000

18.000 —

16.200 —
14.580 =

13.122 —

xv

Fonte: Dados da Pesquisa

Agora, digamos que o valor inicial do automével fosse 30000 reais. Entretanto, vamos
analisar a situagao usando um método diferente, a progressao geométrica.

Tempo (anos) 0 1 2 3
Valor (reais) | 30000 | 27000 | 24300 | 21870

A tabela acima descreve uma situacdo em que o valor do automaével, em funcéao do
tempo em anos apés sua compra, forma uma PG decrescente (30000, 27000, 24300, 21870, ...),
em que ap = 30000 e ¢ =0, 9.

Como o termo geral de uma PG é a,, = a9.¢", com n € N, na PG temos:
ay = 30000.(0,9)* — a4 = 19683.

Construindo o grafico da PG temos a figura 17:
Figura 17 — Representagéo grafica da PG a,, = 30000.(0,9)"™

y.l\

30,000~ 4
27.000 —— ~ 9.

24.300 —— -~ 9.

21.870 == ~ .

19.683 —— ~-a

>N

Fonte: Dados da Pesquisa

Considerando a férmula a,, = ag.q™ de uma PG cujo primeiro termo é ay e cuja
razdo é ¢, percebemos que uma PG se assemelha a uma fungdo exponencial f(z) = ag.¢%,
com g # 1, s6 que com uma restricdo do dominio ao conjunto dos ndmeros naturais.
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Comparando os graficos feitos, fica evidente que ambos podem ser obtidos tanto pela
funcao exponencial quanto pela progressdo geométrica, evidenciando sua relagao.

3.2 Aplicacoes de exponenciais e logaritmos em outras areas do

conhecimento

Achar as conexdes entre conceitos e técnicas dentro de uma mesma disciplina nao
¢ tarefa tao dificil, posto que, historicamente, evoluem em linguagem e raciocinios que se
complementam, se completam e convergem para determinadas conclusdes. Entretanto,
o encanto da matematica esté justamente na possibilidade de se fazer hibrida no ponto
em que se torna atravessadora de outras disciplinas e areas profissionais. Sem duvidas,
como em outras disciplinas transversais, conceitos da mateméatica sao aplicados como
recursos e condicionantes em tantos outros conceitos de tantas outras abordagens, e esse
carater transdisciplinar® deve ser considerado se o objetivo é torna-la mais proxima e menos
assustadora aos que precisam compreendé-la.

Entender que, apesar de isoladamente ensinada nas salas de aula, a matematica é
linguagem tdo comum quanto o proprio portugués, é passo basico para desmistificar a idéia
de que ela s6 sera aplicada as profissdes caracterizadas como exatas. E preciso expandir
os horizontes dessa afirmagdo que permeia o imaginario dos alunos e pode ser facilmente
constatada em sala de aula. E preciso apresentar exemplos reais e aproximar os conceitos
matematicos da vida em comum, para que, nao apenas crie-se um natural interesse em seu
aprendizado como também possa proporcionar a despersonificagdo da matematica como
’bicho papéo’.

Na intencao de que esse trabalho sirva de referéncia para professores e alunos que
desejarem explorar este campo da algebra matematica, apresentamos alguns exemplos de
interacdes e aplicacdes de expressdes ou funcdes exponenciais, bem como expressdes ou
funcdes logaritmicas, relacionadas as mais diversas areas do conhecimento, abrangendo
tanto as disciplinas escolares bésicas quanto alguns ramos das ciéncias em geral, apontando
para o carater inter e transdisciplinar que esses conceitos assumem.

3 Atransdisciplinaridade é uma abordagem cientifica que visa a unidade do conhecimento. Desta forma,
procura estimular uma nova compreensao da realidade articulando elementos que passam entre, além e
através das disciplinas.
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3.2.1 Matematica Financeira

Segundo as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio de 2008:

Dentre as aplicagdes da Matematica, tem-se o interessante topico de Ma-
tematica Financeira como um assunto a ser tratado quando do estudo da
fungéo exponencial (BRASIL, 2008, p. 75).

Uma das nogbes mais utilizadas pelas pessoas no dia-a-dia € a de matematica
financeira. O célculo simples de uma porcentagem para definir o prego de um produto com
desconto é uma das situagdes mais corriqueiras. Além disso, informacées com dados em
porcentagens costumam aparecer quase todos os dias em manchete de jornais e noticiarios
de radio e televisdo. A importancia de saber usar as porcentagens é evidenciada pela
integracéo da Matematica com outros temas, como saude, meio ambiente, ética e cidadania,
entre tantos outros.

Algumas situagdes comerciais, como lucro e prejuizo e diversas outras que fazem
parte do dia-a-dia, como aumentos e descontos sucessivos, financiamentos para compra
de bens, empréstimos e aplicagbes financeiras, exigem um conhecimento mais apurado
das diversas implica¢des que abrangem o uso da matematica financeira.

Uma das nogdes de fundamental importancia para resolver situagdes do cotidiano,
como por exemplo, decidir por uma compra a vista ou a prazo, € a nogao de juro. Os juros
sdo a importancia que uma pessoa (ou empresa) paga por usar uma quantia de dinheiro de
outra pessoa durante um periodo de tempo. O processo de formagéo de juros é conhecido
como regime de capitalizagdo. Ha dois regimes de capitalizagao, juros simples e juros
compostos.

Pela estreita ligagdo que tem, podemos relacionar o sistema de juros simples a
uma funcéo afim, assim como o sistema de juros compostos a uma progressao geométrica
e consequentemente, a uma funcao exponencial. Sendo o mais usado nas transagoes
financeiras, os juros compostos se traduzem simplesmente como a capitalizagdo de quantias
que ocorre sempre em relacéo ao periodo anterior considerado.

Pela relagédo ja mencionada com as fungdes exponenciais, o calculo do montante
(soma do capital principal mais os juros acumulados) proveniente dos juros compostos é
feito através de uma expresséo do tipo: M = C.(1 + )" , em que C é o valor do capital
inicial aplicado durante n unidades de tempo a taxa ¢ (em porcentagem) por unidade de
tempo.

Exemplo de aplicacao 1

Adaptado(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) Um trabalhador ganhava R$ 800, 00
por més. Num periodo de 4 meses, a inflagdo mensal foi de 15%. Qual deve ser o novo
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salario do trabalhador para que ele mantenha seu poder aquisitivo, isto €, para que ele
possa adquirir as mesmas coisas que adquiria antes?

Resolucao

Sabendo que a taxa de inflagdo mencionada é aplicada mensalmente sempre em
ralacdo ao valor anterior, devemos entao usar a férmula para o calculo do montante (M) dos
juros compostos, dada por M = C.(1 + 7)™, onde no caso em questéo, C (capital inicial) =

800 , i (taxa) = 15% = 105 = 0,15 e n = 4 meses.

Substituindo esses dados na férmula:
M =800.(1+0,15)* — M = 800.1,15* — M =2 1399, 21

Logo, o novo salario desse trabalhador devera ser de R$ 1399, 21.

Exemplo de aplicacao 2

(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) Uma pessoa aplicou, a juros compostos,
R$ 10000, 00 a taxa de 2% ao més, gerando um montante de R$ 10612, 00. Por quanto
tempo esse capital foi aplicado? Use log 1,06 = 0,0258 e log 1,02 = 0, 0086.

Resolucao

Sabemos que o célculo do montante (M) dos juros compostos é dado por M =
C.(144)™, onde no caso em questdo, M (montante) = 10612,00, C' (capital inicial) = 10 000
e i (taxa) = 2% = 155 = 0,02,

Substituindo esses dados na férmula:

10612 = 10000.(1 + 0,02)" —» 10612 = 10000.(1, 02)"

10612 n B .
10000 = 1, 02" — 1,0612 = 1,02

Aplicando logaritmo decimal em cada membro da igualdade:
log1,0612 = log 1,02"

Usando a propriedade de logaritmos de poténcias:
log1,0612 = n.log 1,02

Substituindo pelos valores dados no enunciado do problema, temos:

0,0258 = 1n.0,0086 —» n = 29298 __, p — 3

0,0086

Logo, o capital ficou aplicado pelo prazo de 3 meses.
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3.2.2 0O decaimento radioativo e o0 método de carbono-14

Em Arqueologia, o método usado para estimar a idade dos materiais encontrados,
como fosseis ou vestigios de civilizacbes € chamado de datacao radioativa. Por radioati-
vidade, entende-se como a liberagcao de particulas de alta energia por um nucleo de um
atomo que apresenta excesso de particulas ou de carga. Toda substancia radioativa sofre
um decaimento radioativo com o passar do tempo, o que diminui sua quantidade de atomos
e consequentemente sua massa.

Para acompanhar esse decaimento, um parametro usado é designado de meia-vida
do elemento, que é o tempo necessario para que a massa de uma substancia radioativa
se reduza a metade. O valor da meia-vida € sempre constante para um mesmo elemento
quimico radioativo. E possivel relacionar a quantidade de material radioativo a qualquer
tempo com a quantidade inicial por meio de uma fungdo do tipo exponencial: M (t) =
M. (%)% em que M, é a quantidade inicial de material radioativo, ¢ € o tempo decorrido e
p € o valor da meia-vida do material considerado.

O carbono-14 (C'**) é dos elementos mais utilizados para fazer a datacdo de objetos
muito antigos, como por exemplo fésseis de seres vivos. Sabe-se que a meia-vida do
C'* é de, aproximadamente, 5730 anos, ou seja, nesse tempo sua massa se reduz pela
metade. Considerada curta, a meia-vida do C'** apenas pode ser usado para medir restos
de organismos que viveram até 70 000 anos atras. Além do carbono-14, utiliza-se também
outros elementos como o potassio-40 com meia-vida de 1,25 bilhdo de anos, o uranio-238
que tem meia-vida de 4,47 bilhdes de anos, o t6rio-232 com meia-vida de 14 bilhdes de
anos, além de muitos outros elementos radioativos.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) Considerando-se 5500 anos a
meia-vida do is6topo radioativo do carbono (C'*), que percentual da massa original de
C* restara em uma amostra ap6s 10 000 anos? (Dado: M (t) = M. (%)% emque M, é a
qguantidade inicial de material radioativo, ¢ € o tempo decorrido e p é o valor da meia-vida do
material considerado.)

Resolucao

Considere 100 a quantidade inicial de carbono radioativo. Essa quantidade decresce
exponencialmente, segundo a fungao dada por: M(t) = M. (%) » onde no caso em questao,
My =100, t = 10000 anos, e p = 5500 anos.

Substituindo esses dados na férmula:

10000

M = 100.(0, 5) 5000
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Portanto, a quantidade restante (M) apds 10 000 anos sera:
M = 100.(0,5)18182 = 28, 36.
Como a quantidade inicial foi tomada como 100, entéo 28, 36 correspondem a 28, 36%. Logo,

em 10000 anos restardo 28, 36% do carbono.

Observe que para o célculo de 100.(0, 5)"3!82  foi utilizada uma calculadora cientifica.
Caso néo haja esse recurso, os calculos poderao ser feitos com o recurso da tabela dos
logaritmos, bem como de algumas de suas propriedades. Veja:

100(0,5)18182 = A
logA = log 100(0, 5)!-8182
logA =1og 100 + 1,8182.10g 0,5
logA = log 100 + 1,8182. (logh — log10)
logA = log 100 + 1,8182 . (—0, 3010)
logA =2 —0,5472
logA = 1,4528

Procurando o numero cujo logaritmo é 1, 4528, encontramos aproximadamente 28, 3 (bem
préximo de 28, 36).

3.2.3 Medida do nivel sonoro e a audicao humana

Nos ultimos anos, houve um aumento expressivo dos ruidos produzidos por auto-
méveis, industrias, entre tantos outros. A Fisica ajuda a explicar como as ondas do som
sao percebidas pelo homem em seus diferentes niveis sonoros. Foi necessario criar uma
unidade de medida para a intensidade sonora, chamada decibéis (dB), nome dado em
homenagem a Alexander Graham Bell (1847-1922), o inventor do telefone.

A intensidade sonora, ou 'volume do som’, indica a poténcia transportada pela onda
ao atingir uma determinada area, sendo representada pela letra I e expressa em W/m?
(watts por metro quadrado). O valor minimo de intensidade de som, abaixo da qual o ouvido
humano é impossivel escutar algo, é conhecido como limiar de audibilidade, vale em média
10712 W/m? e é habitualmente representado por I,.

O calculo do nivel sonoro ou nivel de intensidade ( N ), representado em decibéis
(dB), é feito de acordo com a funcdo: N = 10.log (Tﬁ) gue usa escala logaritmica, ou ainda

N . . .
por 10170 = % na forma exponencial. Sendo [ a intensidade do som correspondente ao
nivel sonoro N e [ a constante que representa o nivel do limiar de audibilidade.
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Assim, através de medicdes e 0s consecutivos célculos, dizemos que numa conversa
em voz normal o nivel sonoro é de aproximadamente 60 dB. Indistintamente para sons
baixos (graves) ou altos (agudos), atingimos o limite da sensag¢éo dolorosa acima de 140
dB (como exemplo, jato decolando a 30 m). Estima-se que niveis aceitaveis para o dia sao
55 dB e para a noite 45 dB. Para a saude da audigdo humana, ndo devemos ficar expostos
por mais de uma hora em ambientes com nivel sonoro acima dos 110 dB, pois os danos
causados sdo cumulativos e irreversiveis.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(JOAMIR, 2010) Atualmente, percebe-se um aumento consideravel dos ruidos
sonoros produzidos pelas mais diversas fontes, o que vem afetando continuamente a capa-
cidade auditiva das pessoas. Por exemplo, o habito cada vez mais comum, principalmente
entre jovens, de ouvir musica em tocadores de MP3 e celulares com o uso de fones de ou-
vido por longos periodos e volume alto ja causa reflexos em consultérios e clinicas médicas.
Por isso, apresentar informagdes sobre problemas que podem ocorrer em decorréncia da
exposicao a altos niveis sonoros se torna cada vez mais necessario.

Sabendo-se que o nivel sonoro de um ambiente, em decibéis (dB), pode ser calcu-
lado por meio da lei de weber-Fechner, que é dada por N = 10.log (155z), emque I é a
intensidade sonora medida em watts por metro quadrado (WW/m?), qual € o nivel sonoro
da respiragdo normal de uma pessoa que tem intensidade de 107! 1¥/m?? Sabendo que
uma conversa em um ambiente fechado emite um nivel sonoro de 45 dB, qual a intensidade
sonora dessa conversa?

Resolucao
Tomando propriedades das poténcias e dos logaritmos, quando necessarias:

Para a primeira pergunta, substituindo I = 107! na expressao dada, temos

N = 10.log <%>
N =10.log10' — N = 10dB

Da mesma forma, para a segunda pergunta, substituindo N = 45dB na mesma
expressao, temos

45 = 10.log (15k ) — log10% = log (k)" —

10% = (55ks) " — 1010720 = [10

I=(107")16 — [ = 10775 — 10775 W/m?
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3.2.4 Os Terremotos e a Escala Richter

Sismo, ou terremoto, € um fenémeno de vibragdo brusca e passageira da superficie
da Terra resultante de movimentos subterraneos de placas rochosas, de atividade vulcanica
ou de deslocamentos de gases no interior da Terra, principalmente metano. O movimento é
causado pela liberagao rapida de grandes quantidades de energia sob a forma de ondas
sismicas.

A partir da quantidade de energia liberada por um terremoto, € possivel determinar,
utilizando um aparelho chamado sismdégrafo, sua magnitude na escala Richter, desenvolvida
em 1935 por Charles Richter e Beno Gutenberg, no California Institute of Technology.
Trata-se de uma escala logaritmica de base 10.

A magnitude ( graus ) de Richter é uma medida quantitativa do 'tamanho’ de um
terremoto. Ela esta relacionada com a amplitude das ondas registradas e também com
a energia liberada. De acordo com o grau de magnitude registrado, um terremoto pode
acarretar as seguintes consequéncias (Quadro 1):

Quadro 1: Fonte(JOAMIR, 2010)

Magnitude (graus) | Possiveis efeitos

Tremores pequenos, geralmente nao perceptiveis,

mas sao registrados por equipamentos apropriados.

Abalos perceptiveis sem a utilizacdo de equipamentos,
3,0a5,9 mas pouco destruidores. Pode derrubar objetos da mobilia

e trincar paredes.

Terremoto destrutivo que pode acarretar severos

danos as construgdes e provocar grandes rachaduras no solo.
9,0 ou maior Tremores muito fortes, causa a destruicdo quase que total.

menor que 3,0

6,0a8,9

A amplitude é uma forma de medir a movimentacéo do solo e esta diretamente
associada ao tamanho das ondas registradas nos sismégrafos. A escala Richter corresponde
ao logaritmo da medida da amplitude das ondas sismicas a 100km do epicentro (ponto da
superficie do globo mais préximo do centro de abalo de um terremoto).

A energia liberada em um abalo sismico é um fiel indicador do poder destrutivo de
um terremoto. A relagdo entre a magnitude M (graus) de Richter e a energia liberada F é
dada por M = %.logm <E£0> ou ainda por £ = Eo.lo%. Sendo uma escala logaritmica de
base 10, a medida que a magnitude aumenta, a amplitude fica 10 vezes maior. Como exem-
plo, um terremoto com magnitude 6 tem uma amplitude 10 vezes maior que um terremoto
de magnitude 5.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(JOAMIR, 2010) Nos ultimos anos, terremotos causaram consequéncias que
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foram vivenciadas pela populacédo de diversos paises. Em maio de 2008, por exemplo, um
terremoto de 7,8 graus atingiu a provincia de Sichuan, no sudoeste da China, onde milhares
de pessoas foram mortas ou feridas. Em abril de 2009, um terremoto com magnitude menor
- 6,3 graus -, mas que nem por isso deixou de oferecer graves consequéncias, atingiu a
regido de Abruzzo, na ltalia. Esse fendmeno natural ocasionou a morte de cerca de 300
pessoas, deixou 20 mil desabrigadas e destruiu cerca de 15 mil edificagdes, dentre elas
algumas de valor artistico e histérico.

Diante disso, apesar do enorme progresso ja realizado pelos cientistas no sentido de
identificar as causas de terremotos e desenvolver aparelhos que informam sua magnitude e
origem, 0 empenho tem sido em encontrar uma maneira de prevé-los, para que a populacao
possa ser alertada e tomar medidas de seguranga necessarias antes de sua ocorréncia.

Sabendo-se que a magnitude y de um terremoto na escala Richter pode ser expressa
pela fungéo y = 2.log (4= ), na qual z representa a energia liverada em quilowatts-hora
(kW h), pelo terremoto, determine:

1°) a anergia liberada pelo terremoto ocorrido em Sichuan e pelo terremoto ocorrido
na regido de Abruzzo;

2°) a magnitude de um terremoto que libera 7.10°.kW h de energia e suas possiveis
consequéncias.

Resolucao

1°) em Sichuan, substituindo y = 7, 8 na fung¢édo dada, temos:

%.log (#) =7,8—log (%) =117 —

1007 = 2 = T7.10%7 — 7.1057 kWh

Ja em Abruzzo, substituindo y = 6, 3 na fungéao dada, temos:

%log (%) =6,3 — log (71‘”6?) =9,54 —

1099 = 2 o = 7.10%% — 7,104 kWh

2°) substituindo z = 7.10° na mesma fungéo, temos:

= 3oy (FL5) = 2ol = 212 =5 — 8 graus

Com isso, as constru¢des sofrem danos severos e podem acorrer grandes rachaduras no
solo.
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3.2.5 Crescimento populacional

Na auséncia de fatores inibidores, o crescimento populacional pode ser descrito por
meio de uma fungédo exponencial. Nesse caso, tal expressao (funcédo) pode ser utilizada
para calcular o crescimento da populagdo de qualquer espécie.

Por exemplo, sob certas condigdes o nimero M (t) de bactérias de uma populagéo
no instante ¢ € dado por M (t) = M,.e* , em que e é o conhecido nimero de Euler (cujo
valor aproximado é 2,7), k é uma constante que depende do numero de bactérias, e M, é o
namero de bactérias da populagéo no instante ¢ = 0.

Exemplo de aplicacao

(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) Segundo dados de uma pesquisa, a
populacao de certa regido do pais vem decrescendo em relacdo ao tempo ¢, contado em
anos, aproximadamente, segundo a relagdo P(t) = P,.27%?% A constante P, é o valor da
populagdo inicial dessa regido e P(t) a populagdo ¢ anos depois. Determine quantos anos
se passarao para que essa populacao fique reduzida a quarta parte da que era inicialmente.

Resolucao

Como queremos que a populagéo final seja a quarta parte da inicial, devemos fazer
P(t) = £, Substituindo na relagéo dada, temos:

Assim, a populagéao ficara reduzida a quarta parte apds 8 anos.

3.2.6 Pressao atmosférica

Também conhecida como esfera de ar, a atmosfera € uma camada de ar que
tem quilémetros de espessura e envolve todo o planeta Terra. Sabendo que presséo é a
grandeza fisica que expressa uma forca exercida por unidade de area, podemos definir
a pressao atmosférica como a forga por unidade de area exercida pelo ar contra uma
superficie.

A pressao atmosférica € medida por meio de um equipamento conhecido como
barébmetro, utilizado, por exemplo por algumas industrias, ou até mesmo automdéveis, para
medir a pressao, seja ela a pressado de ar dos pneus dos carros, a pressao do 6leo do
motor, etc. As unidades de medida utilizadas sédo: polegada ou milimetros de mercurio
(mmHg), quilopascal (kPa), atmosfera (atm), milibar (mbar) e hectopascal (hPa), sendo as
trés ultimas, as mais utilizadas no meio cientifico.
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Aumentando a forca exercida pelo ar num determinado ponto, a pressao também
aumentara nesse ponto. Logo, podemos deduzir que a medida que a altura h em relagao
ao nivel do mar aumenta, a pressao atmosférica diminui. E conveniente saber que o peso
normal do ar ao nivel do mar é de 1kgf/cm? (quilograma-forga por centimetro quadrado) e
ainda considera-se que a pressao diminui 1hPa (ou 1 mbar) a cada 8 metros que se sobe.
Por exemplo, a 8840 metros, a presséo é de apenas 0, 3kgf/cm?.

Como decorréncia da Lei de Boyle, comprova-se que se p, é a pressao atmosférica
ao nivel do mar, entdo a pressao atmosférica a uma altitude h pode ser descrita pela fungao
exponencial p(h) = py.e"*" , onde « é uma constante e e 0 niamero de Euler.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) A pressao atmosférica, ao nivel
do mar, é de 1 atm (atmosfera). A cada quildbmetro que se sobe acima desse nivel, a pressao
diminui 10%. Mostre que a funcdo que melhor representa a pressao p, em 1 atm, em fungdo
da altura h, em km, medida a partir do nivel do mar, € uma fungéo do tipo exponencial de
comportamento decrescente.

Resolucao

Como a pressao atmosférica diminui 10% a cada quilébmetro, temos que:

p1 = po — 10% de po

p1=po—0,1pp — p1=0,9
Podemos escrever que:

p1=0,9.po
pa=0,9.p1 =0,9.(0,9.p0) = (0,9)%.po

Portanto, podemos afirmar que a press@o atmosférica decresce exponencialmente, ja que a
base da poténcia (0,9)™ € um nimero compreendido entre 0 e 1, o que caracteriza uma
func&o do tipo exponencial decrescente.
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3.2.7 O mundo do trabalho e as curvas de aprendizagem

Nos mais diversos ramos da atividade humana atrelados ao mundo do trabalho,
€ possivel verificar que, a medida que um trabalhador executa uma tarefa continua e
repetitivamente, sua eficacia de produgdo aumenta e o tempo de execugao se reduz.

Podemos definir as curvas de aprendizagem como modelos exponenciais que
relacionam a eficiéncia de um trabalhador de acordo com o seu tempo de experiéncia
na execucao de uma determinada tarefa. Elas podem ser utilizadas para medir custos
futuros e niveis de produgao, ou ainda para programar tarefas produtivas, reduzindo perdas
decorrentes da inabilidade do trabalhador verificada nos primeiros ciclos de produgéao.

Entre os varios modelos matematicos que podem representar esta dependéncia,
estd o modelo exponencial P(t) = M — N.e %, onde P(t) representa a eficiéncia do traba-
Ihador (que pode ser, por exemplo, a quantidade de pecas ou materiais que ele produz), t é
o tempo de experiéncia que ele possui na tarefa (que pode ser dia, més, semana, etc...), ¢ é
o numero de Euler, e por fim M,N e k, constantes positivas que dependem da natureza da
atividade envolvida.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) Uma empresa acompanha a
producéo diaria de um funciondrio recém-admitido, utilizando uma fungédo f(d), cujo valor
corresponde ao numero minimo de pecas que a empresa espera que ele produza em cada
dia (d), a partir da data de sua admissao. Utilizando f(d) = 100 — 100.e~%2¢, determine o
dia para o qual a empresa pode prever que o funcionario alcangara a produgéo de 87 pecas
num mesmo dia. (Dado: e=2 = 0, 13)

Resolucao
No dia em que o funcionario atingir a produgdo de 87 pecas, teremos f(d) = 87.

Substituindo esse valor na expressao, temos:

87 = 100 — 100.e7%2¢ — 87 — 100 = —100.e 7924 — =024 — % — 0,13 = ¢ 024

Dado que e~2 = 0, 13, temos que:
0,13=e702 32 =¢02 _ _02d=-2—d=10 dias.

3.2.8 0Os Medicamentos

Todo medicamento é acompanhado por uma bula, que contém, entre outros topicos,
a composicao, informagdes ao paciente, informagdes técnicas e posologia. Uma informacao
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técnica importante é a meia-vida do medicamento, que indica o tempo em que 0 mesmo se
reduz a 50% do que tinha no organismo do paciente, apds a introducdo do medicamento.

O tempo de meia-vida dos medicamentos possibilita uma estimativa da duracao do
efeito farmacologico, sendo assim um importante parametro para médicos e também para
a industria farmacéutica. Como exemplo, temos a amoxicilina, um conhecido antibiético
amplamente receitado por médicos no Brasil.

A bula da amoxicilina, como em qualquer medicamento, traz a informacgao de sua
meia-vida, que é de aproximadamente 1,3 hora. O que significa que a cada periodo de 1
hora e 18 minutos, a quantidade desse medicamento no organismo se reduz a metade. A
lei da fungdo que representa a quantidade de amoxicilina no organismo esta atrelada ao
nimero de meias-vidas, e é expressa pela fungao ¢(n) = 2% sendo ¢(n) a quantidade de
amoxicilina transcorridas n meias-vidas, e £ uma constante, indicada pela posologia do
medicamento.

Por exemplo, considerando que uma cépsula ingerida por um adulto contém 500 mg
de amoxicilina, podemos inferir a fungdo como ¢(n) = 5;# e determinar que, decorridas
aproximadamente 8 horas da ingestdo de uma capsula, a concentracdo de amoxicilina no
organismo € de apenas 7,81 mg. Comparando-se com a quantidade inicialmente ingerida,
obtemos a informacéo que apds 8 horas o medicamento se reduziu a 1,5% da quantidade
ingerida inicialmente. Logo, determina-se que a ingestao de tal medicamento, em condicbes
normais, deve ser feito a cada 8 horas, o que mostra a necessidade de o paciente seguir

rigorosamente o intervalo de tempo prescrito.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(JOAMIR, 2010) Um paciente internado em um hospital recebe, ao meio-dia, uma
injecdo com 12mg (doze miligramas) de determinado remédio. A bula diz que o organismo
elimina naturalmente metade da quantidade do remédio presente em cada periodo de 4
horas. Sendo assim, qual é a quantidade do remédio presente no organismo do paciente 12
horas ap6s a aplicagcdo? Que quantidade do remédio estara presente no organismo as 2
horas da tarde?

Resolucao

A resposta da primeira pergunta € 1, 5mg, pois o enunciado diz que em 4 horas me-
tade da quantidade do remédio é eliminada, logo metade também permanece no organismo.
Para comprovar o resultado basta perceber que:



Capitulo 3. Fungao Exponencial: Relagbes, Aplicacdes e Interdisciplinaridade 60

Quantidade inicial = 12mg
4 horas depois = 6mg
8 horas depois = 3mg

12 horas depois = 1, 5mg

No caso da segunda pergunta, temos a tendéncia de responder 9mg, que é a média
entre 12mg (quantidade referente ao meio-dia) e 6mg (quantidade referente a 4 horas
depois). Mas esta nao é a resposta correta. Podemos construir a solucdo da seguinte
maneira:

Quando uma grandeza ¢ sofre uma diminuicdo de 50%, ou seja, fica reduzida a
metade, seu novo valor sera

¢c—axc=c—0,5c=c(l-0,5)=c0,5.

Portanto, diminuir 50% significa multiplicar por 0,5. Se uma nova diminuicdo de 50%
acontecer, deve-se novamente multiplicar por 0, 5 e, consequentemente, a grandeza original
c ficara multiplicada por 0, 5. E, assim, por diante.

Assim, apés n periodos de tempo, a quantidade do remédio presente no organismo
sera igual a quantidade inicial (12mg) multiplicada por 0, 5. Como cada periodo de tempo
tem 4 horas (logo n = %), a quantidade do remédio (q) presente no paciente apés ¢ horas,
sera dada pela fungao exponencial

q(t) = 12.(0,5)%, pois ¢(0) = 12
Portanto, para obter a informacéo 2 horas ap6s a aplicagao, devemos fazer t = 2, logo
q(2) = 12.(0,5)1 = 12.(0,5)2 = 12.,/0,5 = 12.\/2 =12 —6./226.1,41 = 8,46.

Dessa forma, concluimos que a quantidade do remédio presente no paciente as 2 horas da
tarde serd 8, 46mg.

3.2.9 Magnitude Aparente Estelar

A magnitude aparente é uma escala usada para comparar o brilho das estrelas. Foi
desenvolvida pelo astrobnomo grego Hiparco, ha mais de 2000 anos, e fornece uma forma
de comparar quao brilhante um objeto parece em relacéo a outro, mas nao quao brilhante
ele é. Quanto maior for o brilho aparente do astro, menor sera o valor da sua magnitude.
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Hiparco criou uma escala para o brilho das estrelas de forma que as estrelas mais
brilhantes tivessem uma magnitude de 1, as segundas mais brilhantes uma magnitude de 2
e assim por diante até a magnitude 6 que é a estrela menos brilhante que o olho humano
consegue perceber.

Atualmente, através de equipamentos éticos, chegou-se a conclusao de que a cada
vez que se soma, aproximadamente, 2,5 (cinco meios) a magnitude, o brilho é dividido por
10. De forma equivalente, temos que ao somar 1 a magnitude, o brilho é dividido por 2,5 (10
elevado a dois quintos). Este tipo de comportamento, em que as razdes das grandezas sao
constantes, e ndo a sua diferenga, caracteriza o uso de uma escala logaritmica.

Sob certas condi¢cdes, podemos relacionar a magnitude estelar M de uma es-
trela com o seu brilho B, visto da Terra, pela fungdo M = —g.log (B%), que equivale a

B = Bo.lo%, em que By é um nivel padrao de brilho, indicado pela estrela Vega.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(JOAMIR, 2010) O brilho de uma estrela percebido pelo olho humano, na Terra,
€ chamado de magnitude aparente da estrela. J& a magnitude absoluta da estrela é a
magnitude aparente que a estrela teria se fosse observada a uma distancia padrao de 10
parsecs (1 parsec é aproximadamente 3.10'3 km). As magnitudes aparente e absoluta de
uma estrela sdo muito Uteis para determinar sua distancia ao planeta Terra.

Sendo m a magnitude aparente e M a magnitude absoluta de uma estrela, a
relacdo entre m e M, sob certas condigbes, € dada aproximadamente pela férmula
M = m + 5logz(3d=%), em que d é a distancia da estrela em parsecs. A estrela Ri-
gel tem aproximadamente magnitude aparente 0, 2 e magnitude absoluta —6, 8. Determine
a distancia, em quildmetros, de Rigel ao planeta Terra.

Resolucao

Substituindo os valores dados na relagéo, temos:

6,8 = 0,2 + 5logs(3d-0%%) — —T = logs(3d ") —
375 =300 3% =g B

12 - 12 _%
(3*?) 12:<d*?> Y5 d=3°

Logo, a distancia de Rigel ao planeta Terra é de 3° parsecs ou 3°.10'3 km.
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3.2.10 A lei do resfriamento de Newton

Uma das leis basicas da fisica e que possui vasta aplicacdo € a chamada Lei do
resfriamento de Newton. Entre algumas aplicagbes, podemos citar a possibilidade de estimar
a hora da morte de uma vitima, por exemplo, ou ainda determinar o tempo necessario de
espera para que a temperatura do café esteja ideal para o consumo.

Essa lei estabelece que, quando um corpo é colocado em um ambiente mantido a
temperatura constante, sua temperatura varia de modo a ser a mesma do ambiente, a uma
taxa proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo € o ambiente. Ou seja, podemos
dizer que quando um objeto estiver a uma temperatura mais alta do que a sua vizinhanga,
ele perdera calor para o ambiente e esfriara.

Como mencionado, pela ocorréncia de um decréscimo proporcional, essa Lei pode
ser traduzida matematicamente pela fungéo exponencial D(t) = Dy.e*, em que D, é
a diferenga de temperatura no instante ¢t = 0, D(t) a diferenga num instante ¢, « uma
constante que depende do material de que é constituida a superficie do objeto e ¢ 0 ja
conhecido numero de Euler.

Exemplo de aplicacao

(LIMA et al., 2010) O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23 horas. O
medico da policia chegou as 23h e 30min e imediatamente tomou a temperatura do cadaver,
que era de 34,8°C. Uma hora mais tarde ele tomou a temperatura outra vez e encontrou
34,1°C. A temperatura do quarto era mantida constante a 20°C. Use a lei do resfriamento
de Newton para estimar a hora em que se deu a morte. Admita que a temperatura normal
de uma pessoa viva é 36,5°C.

Resolucao

Segundo a lei de resfriamento, a diferenca 7' — 20 entre a temperatua do corpo e
a temperatura do ambiente € dada por uma fungao do tipo exponencial. Assim, podemos
escrever a relagdo T — 20 = b.a', ou seja, T' = 20 + b.a’.

Adotando ¢t = 0 como o instante em que a temperatura do corpo foi tomada pela
primeira vez e medindo o tempo em horas, temos 7'(0) = 34,8 e T(1) = 34,1

Assim, temos 20 + b.a® = 34,8, o que nos fornece b = 14, 8.

Em seguida, 20 + 14,8.a' = 34,1, de onde tiramos a = }j—’é. Portanto, temos

t
14,1
T=20+14,8 (1) .
Para encontrar a instante da morte, devemos determinar ¢ de modo que 1" = 36, 5.

t
Ou seja, devemos resolver 36,5 = 20 + 14, 8. (%) .

Assim, temos:
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t
14,1
16,5 = 14, 8. (m)
165 _ <14_71>t
14,8 = \ 14,8
Empregando logaritmos decimas em ambos os membros da igualdade

t
16,5 14,1 165 14,1
log 18 — log (14,8) > log 148 — t.log (14,8) 3

0,04722 = —0,02104.t — t =~ —2,24

O Sinal negativo indica que o instante em que a temperatura do corpo era de 36,5C é
anterior ao momento da primeira medi¢cao. Assim, a morte ocorreu aproximadamente 2, 24
horas, ou seja, 2h e 14min antes das 23h e 30min. Isto é, o horéario estimado para a morte é
21h e 16min.

3.2.11 Potencial Hidrogeniénico (pH)

Os alquimistas foram os ‘quimicos’ da Idade Média e da Renascencga e sabiam que
determinadas substéancias, quando dissolvidas em agua, formavam solugbes com algumas
caracteristicas em comum: gosto azedo e, de um modo geral, capacidade de reagir com
metais. Essas substancias foram classificadas como acidos.

Se um atomo possui numero de elétrons diferente do numero de prétons, ele chama-
se ion. Sabe-se que as caracteristicas acidas das solu¢gées devem-se a presencga do ion
hidrogénio, indicado por H* , em concentracdo mais elevada do que na agua pura. Por
exemplo, ao dissolvermos em agua a substancia chamada cloreto de hidrogénio, de férmula
HC, forma-se o acido cloridrico.

Os atomos de hidrogénio e cloro, formadores da molécula de HC'l , separam-se e
dao origem aos ions H* e Cl~. Quanto maior a quantidade de ions H™ num determinado
volume de solucao, maior sera sua acidez. A concentracao desses ions € expressa pela
concentragdo molar, ou seja, pelo nimero de mols de H+ em cada litro de solugéo e é
indicada por [H"] (1 mol de H* ~ 6,02.10%3 jons H+ = 602 sextilhdes de ions H ).

Como as concentracbes sdo dadas por poténcias de 10 com expoente negativo
(por exemplo, 1073, 1078, 10~4), o trabalho com esses numeros traz alguma dificuldade
matematica, e, por isso, criou-se a escala de pH, que se utiliza de logaritmos decimais.
O termo pH (abreviatura de potencial hidrogeniénico) € uma maneira de expressar a
concentracao de ions de hidrogénio. Foi criado, em 1909, pelo bioquimico dinamarqués
Soren Perter Lauritz Sorensen (1868 - 1939), para simplificar seu trabalho no controle de
qualidade de cervejas.
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Soren adotou o termo pH para indicar o cologaritmo na base 10 da concentracéao de
H™. Entdo, usando linguagem matematica, temos: pH = colog[H"| ou pH = —log|H"] 0
que implica dizer que [H+] = 107PH.

Exemplo de aplicacao

Adaptado(LIMA et al., 2010) Para relacionar os conceitos de acidez e alcalinidade com
sua vivéncia, vocé ja deve ter percebido que ao beber, separadamente um pouco de agua,
de vinagre e de suco de caju sem acgucar tém-se sensacodes diferentes. A agua nao causa
nenhum desconforto na degustacéao, o vinagre provoca um azedume, enquanto o suco de
caju causa uma sensacao adstringente ("amarra a boca"). Isso se deve a concentragao
de ions H™ na solucéo. A acidez, a neutralidade ou a alcalinidade de uma solugdo sdo
expressas pelo pH (potencial hidrogenidnico) da solucéo, definido por:

pH = —log[H"]

em que [H "] é a concentragéo de ions hidrogénio H*, em mol/L. Assim, o valor do pH
aumenta a medida que a concentragao de ions hidrogénio decresce. Quanto menor o pH,
mais acida € a soluc¢ado. O valor 7 do pH indica que a solugao € neutra (nem &cida, nem
alcalina); um pH abaixo de 7 indica acidez; e acima de 7, alcalinidade. Por exemplo, o pH
da agua é 7, do vinagre é menor que 7 e do suco de caju é maior que 7.

Considere as seguintes solugdes acidas: o suco de limao, cujo pH € 2, e 0 suco de
tomate, cujo pH é 4. Qual é a concentragdo de ions H ", em mol/L, no suco de limao? A
concentragdo de ions H™ no suco de limao equivale a quantas vezes essa concentragao
no suco de tomate?

Resolucao

Indicando por x e y as concentragdes de fons H ", em mol/L, nos sucos de limao e
tomate, respectivamente, e utilizando a expressao dada pH = —log|H "], temos que:

2= —logy — —2=logx — v = 1072

4=—logy — —4=Ilogy — y =107

Assim, concluimos que:
A concentragédo de ions H ' no suco de limao é 1072 mol/L

E a concentracéo de ions H* em mol/L no suco de limao equivale a 100 vezes
essa concentracédo no suco de tomate, pois: 1074.100 = 107%.10? = 102.
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Capitulo 4

Propostas de atividades para o ensino
da Funcao Exponencial no Ensino
Médio

O maior desafio da educacao béasica atual € promover as condicées para que haja
uma convergéncia de toda a comunidade escolar em torno de um projeto pedagdgico que
integre, nao s6 as disciplinas, mas todas as areas de conhecimento. No que diz respeito ao
carater instrumental da Matematica no Ensino Médio, ela deve ser vista pelo aluno como
um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas na atividade profissional das
diversas areas do conhecimento.

Nao basta revermos a forma ou a metodologia de ensino se mantivermos o co-
nhecimento matematico restrito a informagao de forma fragmentada, pois nada garante
que o aluno estabelega alguma significagdo para ideias isoladas e desconectadas umas
das outras. Os conteudos minimos da Base Nacional Comum do curriculo de Matematica,
bem como sua parte flexivel direcionada para as necessidades e interesses da escola e
da comunidade em que ela esta inserida, devem compor uma série de temas ou tépicos
escolhidos a partir de critérios que visem o desenvolvimento das atitudes e habilidades
necessarias para a formagao do aluno.

Dessa forma, segundo Brasil (1999), o critério central a ser explorado é o da contex-
tualizacao e da interdisciplinaridade, através do qual seja possivel estabelecer conexdes
entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico,
e ainda destacar sua relevancia cultural, tanto no que diz respeito as suas aplicagoes dentro
ou fora da Matematica, como a sua importancia histérica no desenvolvimento da prépria
ciéncia.

Ainda segundo Brasil (1999), aprender Matematica no Ensino Médio deve ser muito
mais do que arquivar resultados dessa ciéncia. A obtencao de tal conhecimento deve
estar atrelada ao dominio de um saber fazer e pensar matematico, passando por um
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processo lento, vinculado a resolucédo de problemas de diversos tipos, com o objetivo de
elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a generalizagdo de padrdes
e a capacidade de argumentacao. Esses elementos sdao fundamentais para o processo
de formalizagdo do conhecimento matematico e para o desenvolvimento de habilidades
essenciais a leitura e a interpretacao da realidade das outras areas do conhecimento.

Alguns dos objetivos gerais pretendidos no ensino de Matematica e das demais
ciéncias da natureza, no nivel médio, e que tem por finalidade uma aprendizagem real e
significativa, s&o levar o aluno a:

- Desenvolver a capacidade de questionar processos naturais e tecnolégi-
cos, identificando regularidades, apresentando interpretagdes e prevendo
evolugdes.

- Procurar e sistematizar informacgoes relevantes para a compreensao da
situagao-problema.

- Elaborar estratégias de enfrentamento das questoes.

- Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de variaveis,
representados em graficos, diagramas ou expressoes algébricas, realizando
previsdo de tendéncias, extrapolagdes, interpolagdes e interpretacoes.

- Analisar qualitativamente dados quantitativos representados grafica ou
algebricamente relacionados a contextos socioeconémicos, cientificos ou
cotidianos.

- Articular o conhecimento cientifico e tecnolégico numa perspectiva inter-
disciplinar.

- Fazer uso dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia para
explicar o mundo natural e para planejar, executar e avaliar intervencgdes
praticas.

- Utilizar elementos e conhecimentos cientificos e tecnolégicos para diag-
nosticar e equacionar questdes sociais e ambientais.

- Reconhecer o sentido histérico da ciéncia e da tecnologia, percebendo
seu papel na vida humana em diferentes épocas e na capacidade humana
de transformar o meio.

- Compreender as ciéncias como construgées humanas, entendendo como
elas se desenvolveram por acumulagao, continuidade ou ruptura de para-
digmas, relacionando o desenvolvimento cientifico com a transformacgéao da
sociedade.

- Entender a relagao entre o desenvolvimento de Ciéncias Naturais e o
desenvolvimento tecnoldgico e associar as diferentes tecnologias aos pro-
blemas que se propuser e se propde solucionar.

- Entender o impacto das tecnologias associadas as Ciéncias Naturais,
na sua vida pessoal, nos processos de produgao, no desenvolvimento do
conhecimento e na vida social (BRASIL, 1999, p. 216-217).

Com a mesma perspectiva, alguns dos objetivos especificos do Ensino da Matema-
tica sdo de levar o aluno a:

- Analisar e valorizar informacgdes provenientes de diferentes fontes, utili-
zando ferramentas matematicas para formar uma opiniao prépria que lhe
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permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas do conhecimento e da atualidade.

- Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-
0s na interpretagao da ciéncia, na atividade tecnolédgica e nas atividades
cotidianas.

- Utilizar com confianca procedimentos de resolugéo de problemas para
desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos.

- Expressar-se oral, escrita e graficamente em situagbes matematicas e
valorizar a precisdo da linguagem e as demonstragdes em Matematica.

- Estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo.

- Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para lingua-
gem simbodlica (equagoes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas etc.) e
vice-versa.

- Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacao e
intervengao no real.

- Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagoes reais, em
especial em outras areas do conhecimento.

- Relacionar etapas da histéria da Matematica com a evolugdao da humani-
dade (BRASIL, 1999, p. 254).

Assim, a articulacdo das varias areas do conhecimento e das disciplinas requer que
seus conteudos formativos tenham uma dose de integracao, o que ratifica a importancia de
uma abordagem inicial dos conteddos que utilize um carater contextual e interdisciplinar.

Nesse ambito, as fungcdes exponenciais tém papel de destaque e devemos estar
atentos ao fato de que o ensino isolado desse tema nao permite a exploragdo do carater
integrador que ele possui. O aluno precisa adquirir uma intimidade com a linguagem
algébrica utilizada pelas ciéncias e necessaria para expressar a relagao entre grandezas,
principal caracteristica de uma funcao, o que permitira varias conexdes dentro e fora da
propria matematica.

Dessa forma, aproveitando-se do fato de que sao diversas as situagdes reais em que
as fungdes sdo requisitadas para tomada de decisdes no cotidiano escolar e profissional, seu
ensino deve ser apresentado de maneira articuladora desde a introdugéo de seu conceito e,
sobretudo em sua aplicabilidade, munindo-se dessa riqueza transdisciplinar que atravessa
as fungdes. Isso permitira que o ensino se estruture permeado de exemplos de situagoes
contextualizadas, descrevendo-as algébrica e graficamente.

Diante disso e de todas as concepgoes destacadas pelos Parametros Curriculares
Nacionais, sugerimos algumas atividades selecionadas que demonstram as mais variadas
aplicacdes entre funcdes exponenciais, bem como fungdes logaritmicas, e situacoes reais
que permeiam os estudos de diversas areas do conhecimento.

A sequéncia de atividades didaticas aqui sugerida — e seus respectivos aspectos
— servirdo como complemento importante e necessario no ato do estudo das caracteristi-
cas e comportamentos das fungdes exponenciais se 0 que se visa é explicitar o carater
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interdisciplinar dessa tematica. E valido ressaltar que as atividades a seguir sdo aqui ex-
postas como exemplos de um caminho a se seguir, um caminho que da aos professores e
alunos a oportunidade de investigar e explorar situagdes-problemas de maneira integrada e
contextualizada, mas que nao se esgota nas sugestdes desse trabalho.

Trata-se de exemplos de exercicios que podem ser aplicados em situagdes espe-
cificas do processo de ensino - incluindo a utilizagcao de softwares dedicados ao estudo
da Matematica - e que trazem, em sua esséncia, tematicas de areas do conhecimento
diferentes. A cada atividade serdo apresentadas as articulagdes possiveis de se estabelecer
em seu contexto, relevando inclusive as habilidades que através delas s&o implicitamente
estimuladas no aluno no processo cognitivo de ensino-aprendizagem.

4.1 Atividade 1

Aspectos da atividade

Essa atividade relaciona conceitos da Fungao Exponencial a resolugao de um pro-
blema de juro composto na Matematica Financeira.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:
- Reconhecer e interpretar informagdes relativas ao problema;
- Formalizar a lei que descreve um determinado fenémeno;
- Manipular equagdes e inequagoes inerentes ao problema;
- Identificar e representar graficamente as variaveis em estudo;
- Montar e representar graficamente as tabelas;
- Relacionar e classificar a curva em estudo com as fungdes ja estudadas;

- Identificar situagdes de crescimento e decrescimento.

Descricao da atividade

Adaptado(PAIVA, 2002) Em Matematica Financeira, diz-se que juros compostos se tra-
duzem simplesmente como a capitalizagcao de quantias que ocorre sempre em relagao ao
periodo anterior considerado, o que justifica e expresséo ’juro sobre juro’ para os juros
compostos. Um capital de 10 mil reais foi depositado por uma pessoa em um banco que
aplica uma taxa de juros compostos de 30% ao ano. Baseado nas informagdes descritas,
responda:
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a) Escreva a lei de formagé&o que relaciona o valor do montante (M) e o tempo (t) em
anos.

b) Verifique se a lei de formag&o escrita no item a) representa uma fungdo. Em
caso afirmativo, indique qual variavel é dependente e qual é independente.

c) Em caso afirmativo para o item b), classifique a fungdo como afim, quadratica ou
exponencial. Justifiqgue sua resposta.

d) Determine em quanto tempo o montante atingira R$16900,00.

e) Durante quanto tempo o capital devera ficar aplicado para que o montante supere
R$16900,00 ?

f) Qual o montante acumulado a receber no final do 1°, 2°, 3°, 4° e 5° ano

g) Construa uma tabela que relaciona os valores encontrados no item f), incluindo
aqui o montante parat = 0.

h) Plote no sistema cartesiano ortogonal os dados da tabela construida no item
g), indicando a variavel independente no eixo horizontal e a variavel dependente no eixo
vertical, e una os pontos.

i) Indique se a curva obtida no item h) apresenta comportamento crescente ou
decrescente. Justifique sua resposta.

4.2 Atividade 2

Aspectos da atividade

Essa atividade relaciona conceitos da Fungdo Exponencial a resolu¢ao de um pro-
blema de aplicagdo que envolve outras areas do conhecimento como a Quimica, Arqueologia
e Antropologia.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:
- Valorizar habilidades como leitura e interpretacgéao;

- Reconhecer e interpretar informacdes relativas a problemas, construindo conjectu-
ras;

- Utilizar conceitos de fungéo exponencial e fungéo logaritmica para resolver proble-
mas envolvendo outras dreas do conhecimento;

- Identificar a necessidade do uso de logaritmos na resolucao de equacdes inerentes
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ao problema.

Descricao da atividade

Adaptado(IEZZI et al., 2013) Essa atividade se baseia no texto abaixo, que devera ser
previamente apresentado.

Texto: Datando com o carbono-14

"A datagao por carbono-14 é um método usado pelos cientistas, principalmente
arqueologos, antropélogos e quimicos, para determinar a idade aproximada dos mais
diversos artefatos (ossos, manuscritos antigos, tecidos vegetais, etc.).

Os especialistas estimam que esse método funciona bem para data¢des de objetos
que tenham entre 100 e 70 000 anos de idade aproximadamente.

Vamos dar uma ideia de como isso funciona. O carbono-14 ¢ radioativo e se
desintegra produzindo nitrogénio-14. Sua meia-vida € de 5730 anos, isto é, a cada 5730
anos restara apenas metade dos atomos de carbono-14 (indicaremos por C-14). Os seres
vivos recebem o C-14 através de alimentos e agua e mantém um nivel constante deste
elemento no corpo enquanto permanecem com vida. Quando morrem, o C-14 que se
desintegra ndo € mais substituido, de modo que o nivel de C-14 diminui pela metade a
cada 5730 anos até ser praticamente nulo. Através de uma moderna técnica de medicao
é possivel calcular o nivel de C-14 em uma amostra e, através dela, podemos estimar o
tempo necessario para que o nivel de C-14 existente no corpo antes de sua morte pudesse
chegar a esse nivel medido.

Essa técnica valeu a Willard Frank Libby (1908 - 1980) o Prémio Nobel de Quimica
em 1960".

Com base no texto anterior e utilizando-se da fungédo exponencial n(x) = % em que
x indica a quantidade de meias-vidas, ny 0 nimero de atomos correspondente a atividade
inicial e n(z) o niUmero de 4tomos em atividade apés = meias-vidas, resolva os seguintes
problemas:

a) Em um pedaco de carvao vegetal, encontrado em uma cova, verificou-se que a
taxa de decomposicao do C-14 é 1/8 da taxa de amostra viva com 0 mesmo tamanho desse
carvao. Qual é a sua idade?

b) Deseja-se estimar a idade de um material organico por datacao do C-14. Medicoes
feitas em uma amostra indicam que a quantidade de dtomos radioativos de C-14 é 60% da
quantidade de atomos radioativos de uma amostra viva do mesmo tamanho desse material.
Faca uma estimativa da idade dessa amostra colhida, use as aproximagoes log2=0,301 e
log3=0,4771.

c¢) Sabendo que 20% de uma substancia radioativa decai em 10 anos, qual é a
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meia-vida dessa substancia? Use a aproximacao log2=0,301.
d) Para responder esta questao, o texto abaixo devera ser lido previamente.
Texto: Os Manuscritos do Mar Morto

"Conta-se que, me 1947, um pastor chamado Mohamed Adh-Dhib descobriu, casu-
almente, nas estreitas Cavernas de Qumran, préximo ao Mar Morto (na regido fronteirica
entre Israel e Jordania), um conjunto de rolos e pergaminhos de papiro, que viriam a ser
conhecidos como os Manuscritos do Mar Morto. A colecdo de manuscritos € extensa, tendo
sido encontrados fragmentos de quase todos os livros da Biblia Hebraica (correspondentes
ao Antigo Testamento). Atualmente, estao guardados no Museu do Livro, em Jerusalém -
Israel.

Em 1948, uma vez provada a autenticidade dos pergaminhos, tornou-se fundamental
descobrir sua data de confecgao, a partir do método do carbono-14. O quimico Libby, citado
no texto anterior, ficou encarregado de realizar essas medicées. Ele constatou que atividade
do carbono-14 nos manuscritos era de aproximadamente 11 dpm.g~' (desintegracées por
minuto por grama) ".

Sabendo que a atividade radioativa do C-14 no tecido vivo é de 14 dpm.g—!,
determine a idade aproximada dos Manuscritos do Mar Morto. Use as aproximagodes
In11 = 2,3978, In14 = 2,6391 e [n2 = 2,6931, e opcionalmente uma calculadora
para obtencao de valores com varias casas decimais.

4.3 Atividade 3

Aspectos da atividade

Essa atividade identifica conceitos da Fungao Exponencial a resolu¢gao de um pro-
blema relacionado, ao mesmo tempo, a dois tépicos da prdpria disciplina Matematica, que
sao: a Matematica Financeira e as Progressées Geométricas.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:
- Reconhecer e interpretar informagdes relativas ao problema;
- Formalizar a lei que descreve um determinado fenémeno;
- Manipular equacdes inerentes ao problema;

- Identificar a estreita relagao entre fungbes do tipo exponenciais e as caracteristicas
de uma progressao geomeétrica;

- Identificar a necessidade do uso de logaritmos na resolugao de equagoes inerentes
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ao problema;

- Identificar e representar graficamente as variaveis em estudo.

Descricao da atividade

Adaptado(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) Um investidor interessado em
obras de arte, ao visitar uma exposi¢cao, decide comprar uma das obras que esta a venda,
por R$8 000,00. Ele espera que seu investimento sofra uma valorizagdo de 10% ao ano.
Baseado nas informacdes descritas, responda:

a) Escreva a lei de formacéao que relaciona o valor da obra adquirida (V) e o tempo
(t) em anos.

b) Verifique se a lei de formagéo escrita no item a) representa uma fungdo. Em
caso afirmativo, classifique a fungdo em questao e indique qual variavel é dependente e
qual é independente.

c) Calcule o valor da obra, estimado pelo investidor, no final do 1°, 2°, 3°, 4° e 5° ano.

d) Identifique se a sequéncia formada pelos valores encontrados no item ¢), pode
ser classificada como uma progressao aritmética ou progressao geométrica, e escreva a
formula do termo geral da progressao identificada. Justifique sua resposta.

e) Relacione a lei de formagao escrita no item a) com a férmula do termo geral da
progresséo identificada no item d). Escreva o nome da fungdo em que ambas podem servir
de exemplo. Justifique sua resposta.

f) Seis anos apds a compra, qual sera o valor da obra?

g) Em quanto tempo, aproximadamente, a obra dobrara de valor? (use as aproxima-
¢bes 10g2=0,301 e log1,1=0,041).

h) Construa e compare os graficos que podem ser obtidos utilizando-se: a lei de
formagao descrita no item «), e a férmula do termo geral da progressao descrita no item d).

4.4 Atividade 4

Aspectos da atividade

Nessa atividade, foi explorado o conceito de Funcdo Exponencial dando énfase a
resolugcao de um problema que envolve as Ciéncias Biologicas.

Objetivos da atividade

A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:
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- Reconhecer e interpretar informacdes relativas ao problema;

- Manipular equacgées inerentes ao problema;

- Reconhecer e explorar os possiveis coeficientes de uma fung@o exponencial;

- Identificar e representar graficamente as varidveis em estudo;

- Aprender a fazer tratamento de dados com a montagem de tabelas e construgdo
grafica;

- Relacionar e classificar a curva em estudo com as fungdes ja estudadas;

- Identificar a ocorréncia, ou nao, de grandezas proporcionais;

- Identificar situacdes de crescimento e decrescimento.

Descricao da atividade

Adaptado(IEZZI et al., 2013) Um dos perigos na alimentagdo humana sdo os microrga-
nismos, que podem causar diversas doencas e até levar ao 6bito. Entre eles, podemos
destacar a Salmonella e as linhagens de Escherichia coli. Atitudes simples, como lavar
bem as maos e os alimentos consumidos in natura, como frutas e verduras, armazenar
os alimentos em locais apropriados, entre outros, ajudam a prevenir a contaminacao por

microrganismos.

Uma maionese mal conservada causou mal-estar nos frequentadores de um clube.
Uma investigagao revelou a presencga da bactéria salmonela, que se multiplica segundo a lei
n(t) = 200.2%, em que n(t) é o nimero de bactérias encontradas na amostra de maionese ¢
horas ap6s o inicio do almogo e a € uma constante real. Baseado nas informacdes descritas,
responda:

a) Determine o numero de bactérias no instante em que foi servido o almocgo.

b) Sabendo que ap6s 3 horas do inicio do almogo o nimero de bactérias era de 800,
determine o valor da constante a.

c) Determine o numero de bactérias apds 12 horas da realizagdo do almogo. Faca o
mesmo para 15 horas apds o almogo.

d) Identifique a variavel dependente e independente na lei dada, que descreve o
crescimento das bactérias.

e) Utilizando-se da constante encontrada no item b) e de uma calculadora cientifica,
se necessario, construa uma tabela que relaciona o nimero de bactérias encontradas apés
t horas do inicio do almoco, para t igual a: 0, 3, 6, 9, 12 e 15 horas.

f) Plote no sistema cartesiano ortogonal os dados da tabela construida no item e),
indicando a variavel independente no eixo horizontal e a varidvel dependente no eixo vertical,
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€ una 0s pontos.

g) A curva obtida no item f) indica o comportamento de uma fungao afim, quadratica
ou exponencial. Justifique sua resposta.

h) O grafico é uma fungéo crescente ou decrescente? Justifique.

i) E as grandezas envolvidas, podem ser classificadas como proporcionais? Justifi-
que.

4.5 Atividade 5

Aspectos da atividade

Nessa atividade, foi explorado o conceito de Fungcao Exponencial dando énfase a
resolugao de um problema intimamente relacionado a Fisica.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:
- Reconhecer e interpretar informacdes relativas ao problema;
- Manipular equacgées inerentes ao problema;
- Reconhecer e explorar os possiveis coeficientes de uma fung@o exponencial;
- Classificar a lei de formacado em estudo com as funcdes ja estudadas;

- Utilizar conceitos de fungdo exponencial e fungao logaritmica para resolver proble-
mas envolvendo outras areas do conhecimento;

- I[dentificar a necessidade do uso de logaritmos na resolu¢ao de equagodes inerentes
ao problema;

- Identificar situagdes de crescimento e decrescimento.

Descricao da atividade

Adaptado(BORDEAUX; ANTUNES; RUBINSTEIN, 2008) "A lei do resfriamento de Newton
estabelece que, quando um corpo é colocado em um ambiente mantido a temperatura cons-
tante, sua temperatura varia de modo a ser a mesma do ambiente, a uma taxa proporcional
a diferenca de temperatura entre o corpo e o ambiente."

De posse dessa informacéao, segue um exemplo aplicado a lei do resfriamento de

Newton.

O corpo de uma vitima de assassinato foi encontrado as 22 horas. As 22h30min,
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o0 médico da policia chegou e imediatamente tomou a temperatura do cadaver, que era
de 32,5°C. Uma hora mais tarde, tomou a temperatura outra vez e encontrou 31,5°C. A
temperatura do ambiente foi mantida constante a 16,5°C. Admita que a temperatura que
descreve o resfriamento do corpo é dada por D(t) = Dy.27%**  onde t é o tempo em horas;
D, é a diferenga de temperatura do cadaver com o meio ambiente no instante ¢t = 0; D(¢) é
a diferenca de temperatura do caddver com o meio ambiente num instante ¢ qualquer; a é
uma constante positiva.

Os dados obtidos pelo médico foram colocados na tabela seguinte:

Hora Temperatura | Temperatura Diferenca
do corpo(°C) | do quarto(°C) | de temperatura (°C)
t="7 Morte 36,5 16,5 D(t) =20
t=0 | 22h 30min 32,5 16,5 D(0) =Dy =16
t=1 | 23h 30min 31,5 16,5 D(1) =15

Considerando os valores aproximados logsb = 2,3 e log.3 = 1, 6, determine:
a) a constante «;
b) a hora em que a pessoa morreu.

c) utilizando-se da constante encontrada no item a) e o valor Dy j& conhecido,
reescreva a funcdo que relaciona a diferengca de temperatura do cadaver com o meio
ambiente num instante ¢ qualquer.

d) a fungéo descrita no item ¢) é uma fungao exponencial? Justifique.

e) sobre o grafico que descreve tal funcdo, podemos afirmar que ele apresenta
comportamento crescente ou decrescente? Justifique sua resposta.

4.6 Atividade 6

Aspectos da atividade

Essa atividade relaciona conceitos das Fungdes Exponencial e Logaritmica, a re-
solucédo de um problema de aplicacdo que envolve outras areas do conhecimento como a
Quimica, Farmacologia, Geologia e Agronomia.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:

- Valorizar habilidades como leitura e interpretagao;
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- Reconhecer e interpretar informacdes relativas a problemas, construindo conjectu-
ras;

- Utilizar conceitos de funcao logaritmica para resolver problemas envolvendo outras
areas do conhecimento;

- |dentificar a necessidade do uso de logaritmos na resolucao de equacdes inerentes
ao problema.

Descricao da atividade

Adaptado(JOAMIR, 2010) Essa atividade se baseia no texto abaixo, que devera ser
previamente apresentado.

Texto: A aplicabilidade do pH

"O pH, ou potencial hidrogeniénico, permite expressar a acidez, neutralidade ou
basicidade de uma solucéo aquosa por meio da concentracao de ions hidrogénio, em mol/L.

Em 1909, com base em diversos estudos realizados em fisico-quimica na segunda
metade do século XIX e inicio do XX, o bioquimico dinamarqués Soren P. Sorensen (1868
- 1939) estabeleceu uma maneira para expressar o pH de uma substancia utilizando o
logaritmo negativo da sua concentragédo de fons hidrogénio ([H ")), ou seja, pH = —log[H™].

A partir desse conceito, da obtencao experimental do produto ibnico da agua
([HT][OH™]), que corresponde a 1.107!* a 25°C, e do pOH, determinado por meio do
logaritmo negativo da concentragdo de ions hidroxila ((OH ~|) em mol/L, ou seja, pOH =
—log|OH ], foi obtida a relagdo pH + pOH = 14, e desenvolveu-se uma escala de 0 a 14,
por meio da qual uma solugcao aquosa a 25°C pode ser classificada em acida, neutra ou
bésica.

solugado acida: pH < 7 solucdo neutra: pH =7 solucao basica: pH > 7

A utilizacao do pH na industria permitiu que processos como producao de vacinas,
fermentacdes, producéo de leite e derivados fossem realizados por meio de procedimentos
mais adequados. Assim, o pH adquiriu importancia no segmento industrial, permanecendo
até os dias atuais, nos quais estudos envolvendo pH ndo sdo mais exclusividade dos
quimicos, sendo realizados também por profissionais de diversas areas, como farmacéuticos,
geodlogos e agrbnomos ".

Com base no texto anterior, analise a seguinte situagao: um agrénomo ao verificar
as condi¢des do solo para o inicio de um plantio, oferece ao produtor informagdes sobre o
nivel de nutrientes, o conteudo organico e o pH do solo, que quando representado por um
valor entre 6 e 7 tende a ser mais fértil.

a) Em uma propriedade rural, a produtividade méxima da feijao foi obtida com o pH
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6,4 do solo. Determine a concentracao de ions hidrogénio apresentada nesse solo.

b) Considerando o pH, a 25°C, das substancias a seguir, classifique-as em acidas,
basicas ou neutras.

i) leite da magnésia: 10 < pH < 11
i) suco de lim&o: 2 <pH <3

iii) leite: 6 < pH < 7

iv) agua pura: pH =7

v) sangue: 7 <pH < 8

c) Considerando [HT][OH ] = 1.10~! e utilizando as formulas pH = —log[H*] e
pOH = —log|OH ], obtenha a relagdo pH + pOH = 14.

4.7 Atividade 7

Aspectos da atividade

Essa atividade relaciona conceitos das Funcdes Exponencial e Logaritmica, a re-
solucao de um problema de aplicacdo que envolve outras areas do conhecimento como a
Geografia e Economia.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:
- Valorizar habilidades como leitura e interpretacéao;

- Reconhecer e interpretar informacdes relativas a problemas, construindo conjectu-
ras;

- Utilizar conceitos de funcéo logaritmica para resolver problemas envolvendo outras
areas do conhecimento;

- |[dentificar a necessidade do uso de logaritmos na resolu¢ao de equagodes inerentes
ao problema.

Descricao da atividade

Adaptado(JOAMIR, 2010) Essa atividade se baseia no texto abaixo, que devera ser
previamente apresentado.

Texto: A importancia do IDH
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O indice de Desenvolvimento Humano (IDH) foi elaborado em 1990 pelo economista
paquistanés Mahbub ul Haqg, com a colaboragdo do economista indiano Amartya Sen. Esse
indice, que leva em conta ndo apenas a dimensao econdémica, mas também a longevidade
e a educacao da populacéo, é utilizado pela Organizacdo das Nacdes Unidas (ONU), em
seu relatério anual de desenvolvimento humano, para avaliar a situagao das nacdes do
mundo.

Assim, o IDH de um pais € determinado a partir de trés indicadores:

i) indice da esperanca de vida, que esta relacionado a longevidade da populagao;
ii) indice do grau de instrugéo, que visa a retratar a educagéo da populagao;

i) indice do PIB, referente a economia.

Para que a dimensao econbmica de cada pais posse ser expressa de maneira
equivalente na determinacao do IDH, é necessario eliminar as diferencas de custo de vida
entre o paises. Desse modo, o PIB per capita de cada pais é ajustado por meio de um
indice denominado PPC - Paridade do Poder de Compra -, levando em conta o cAmbio de
cada moeda nacional. A partir do valor x obtido (em délares), o indice do PIB é calculado
da seguinte maneira.

logr — 2

indi PIB =
ndice do 2,602

Com base no texto anterior, analise a seguinte situagao: em 2005, a Islandia apre-
sentou um PIB per capita, ajustado por meio do PPC, de 36510 dblares, 0 que resultou em
um indice do PIB igual a 0,985. Esse indice, bem como os outros dois levados em conta na
determinacao do IDH, proporcionou ao pais o maior IDH do mundo naquele ano.

a) Sabendo que o indice do PIB do Brasil em 2005 foi 0,740 , qual o PIB per capita
aproximado do pais naquele ano? Considere 10%9248 = 8 423256.

b) Quando o indice do PIB de um pais corresponde a um valor entre 0,8 € 0,9 ,
entre que valores monetarios o seu PIB per capita estd compreendido? Considere 103418 =
2,196848 e 10%9816 — 1 206702.

¢) Em sua opiniao, qual das trés dimensodes utilizadas no célculo do IDH (economia,
longevidade e educacgéo) melhor representa a qualidade de vida da populagéo de um pais?
Justifique.

d) Vocé acredita que o IDH de um pais realmente corresponde a qualidade de vida
que ele representa? Justifique.
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4.8 Atividade 8

Aspectos da atividade

Essa atividade relaciona conceitos da Fungdao Exponencial com a resolugéo de um
problema de aplicacdo que envolve outra area do conhecimento como a Psicologia.

Objetivos da atividade
A atividade tem por objetivos fazer com que os alunos consigam:

- Reconhecer e interpretar informacgdes relativas a problemas, construindo conjectu-
ras;

- Utilizar conceitos de fungéo exponencial para resolver problemas envolvendo outras
areas do conhecimento;

- Identificar a necessidade do uso de potenciagdo na resolugao de equagdes ineren-
tes ao problema;

- Identificar a necessidade de realizar calculos envolvendo porcentagem na resolu-
¢ao de problemas de aplicagao.

Descricao da atividade

Adaptado(IEZZI et al., 2013) "Curva de Aprendizagem € uma conceito criado por psicologos
que constataram a relagao existente entre a eficiéncia de um individuo e a quantidade de
treinamento ou experiéncia possuida por este individuo."

De posse dessa informacao, segue um exemplo aplicado a Curva de Aprendizagem:

Em uma industria alimenticia, verificou-se que, apds t semanas de experiéncia e
treinamento, um funcionario consegue empacotar p unidades de um determinado produto,
a cada hora de trabalho. A lei que relaciona p e t é: p(t) = 55 — 30.e~%?". Baseado nas
informagdes descritas, responda:

a) Quantas unidades desse produto o funcionario consegue empacotar sem experi-
éncia alguma?
b) Qual € o acréscimo na producao, por hora, que o funcionario experimenta da 12

para a 2% semana de experiéncia? Use a aproximacéo ¢’? = 1, 2.

c¢) Estima-se que a produtividade de um funcionario com duas semanas de experién-
cia aumente quantos por cento se comparada com o dia em que foi contratado?

d) Qual é o limite maximo tedrico de unidades que um funcionario pode empacotar,
por hora?
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De maneira geral todas as atividades aqui expostas sdo exercicios a serem aplicados
no contexto da disciplina da matematica, mas, por seu conteudo, podem ser contextualizadas
com outras disciplinas trabalhando-se de maneira multidisciplinar. Pode parecer singela
a articulagdo, mas ao inserir uma teméatica que é conhecida como sendo parte integrante
e especifica de uma ciéncia a outras ciéncias, o que se faz é reforcar a ideia de que seu
ensino nao pode basear-se apenas em um objetivo isolado e, muitas vezes sem sentido para
o aluno, mas num processo de aprendizagem que dé aos seus conceitos uma significagao
articuladora e, portanto necessaria ao proprio caminhar escolar e, porque nao, profissional
que o aluno visa.

Naturalmente, a intengdo dos exemplos aqui expostos ndo € esgotar as possibilida-
des de atividades possiveis a interdisciplinaridade das fungdes exponenciais, mas apontar
para um caminho que trilhe, na prépria concep¢ao de aprendizado conotada pelo aluno,
esse carater transversal. Acreditamos que quando atividades englobam explicitamente
tematicas de areas de conhecimento diferentes, as conexdes entre abordagens distintas
comegam a fazer sentido de forma tdo natural quanto inerentes, e junto ao “fazer sentido”,
comegam também a despertar o interesse por novas descobertas e conexdes.
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Consideracoes Finais

Por se tratar de um dos tdépicos matematicos com a maior gama de aplicagdes em
problemas naturais e com uma diversa possibilidade de articulagdo entre as disciplinas
gerais do ensino médio, a funcdo exponencial ganha relevo em seus principais aspectos
do processo de ensino quando se pensa em interdisciplinaridade. De fato, o processo de
educacao no Brasil tem sido orientado para que haja uma evolugéo, do rigor da aplicacdo de
métodos isolados a flexibilidade do didlogo entre as disciplinas diversas. E isso é facilmente
constatado nos volumes dos Parametros Curriculares Nacionais ao longo dos ultimos anos.

Nao basta apenas lancar as ideias ou as técnicas, é preciso articula-las de uma
maneira que crie visivelmente um campo funcional entre elas e a praticidade da vida diaria.
Claro que quando se fala da matematica temos dois lados a se considerar nessa dita ‘vida
diaria’, uma que diz respeito as atividades corriqueiras de nosso dia a dia e outra que diz
daquelas que se incluem dentro do campo profissional e suas especificidades. A questao é
que nao € pouco comum, entre a comunidade discente, a dificuldade de ver as relagbes
entre o ensino da matematica e sua aplicabilidade pratica, nocao que talvez seja mesmo
reforcada por uma metodologia que €, muitas vezes, apenas focada na apresentacéo e
cobranga de um conteudo isolado.

Ora, nosso cérebro é composto de conexdes! E sabido, pelas diversas ciéncias
humanas e da salude que o processo cognitivo, ou seja, de elaboragdo de um conhecimento,
perpassa antes o campo da percepgao. Perceber ndo é apenas notar ou ver. O processo da
percepcao é de carater construtivo: algo acontece no campo exterior, esse algo é captado
pelos sentidos humanos , analisado paulatinamente e concebido numa representacéo
interna na forma de uma hipétese. E através da percepgdo que a informacéo é processada
e que se consegue formar a ideia daquele objeto ou fato, o que significa observar diferentes
qualidades com base nas caracteristicas deles e uni-las por intermédio da percepcéao para
determinar o que séo e suas articulagdes com o mundo real e pratico.

Nesse sentido, quanto maior a oferta de caracteristicas articuladoras, maior sera
a percepgao da aplicabilidade de um conceito ou técnica e mais facil sera o processo de
aprendizagem dele. Com essa hipbtese € que trabalhamos a funcao exponencial dentro do
campo da interdisciplinaridade. Nao basta o conhecimento matematico restrito a informacao
de forma fragmentada, pois como ja dito aqui, nada garante que o aluno estabele¢a alguma
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significacdo para ideias isoladas e desconectadas umas das outras. E preciso criar meios
facilitadores para que o conhecimento seja adquirido de maneira tdo natural quanto possivel
for e seja visto como parte do préprio viver diario, e ndo apenas como um requisito para ser
aprovado no ano letivo.

Como vimos, hoje um dos maiores desafios da educagao basica € promover as
condicbes para que haja uma convergéncia de toda a comunidade escolar em torno de
um projeto pedagdgico integrado. Dentro de suas possibilidades, que articulam a fisica, a
quimica, a geografia e interfere em estudos de tantas outras areas do conhecimento e é
aplicada em tantas outras profissées das mais diferentes ciéncias, a fungao exponencial da
ao professor um rico instrumento de articulacéo e interdisciplinaridade.

A obtencao do conhecimento das fungdes exponenciais — e suas variagdes — deve,
portanto atrelar-se ndo apenas no saber fazer, mas no pensar matematico. Deve estimular
a capacidade de argumentacao, de elaborar hipbteses e relagdes, de revolver problemas de
diversos tipos e buscar certa regularidade entendendo-a como flexivel — muito embora as
vezes padronizada. Esses elementos sdo fundamentais para o processo de formalizacao
do conhecimento matematico e, sem duvidas, colaboram para o desenvolvimento de outras
habilidades essenciais ao individuo ao longo de sua vida.

Nesse sentido, o presente trabalho sugere uma nova intervenc¢ao, no que tange ao
estudo das fungdes exponenciais, com o propdsito de que sirva aos objetivos pretendidos
no estudo da matematica, assim como os objetivos do estudo das outras disciplinas comuns
ao educando no nivel médio de ensino, podendo ser utilizado, por exemplo, em pesquisas
que ajudem a dar suporte ao desenvolvimento de projetos de caracter interdisciplinar,
desenvolvidos com a participacao de toda a comunidade escolar.

Que fique essa ideia como prevalecendo aqui: ndo basta apenas somar conceitos e
regras, nao basta dividir o conhecimento, ele deve ser multiplicado, integrado, elevado a
poténcia inerente ao proprio ser humano, aquela de superar seus limites, transpor obstaculos
e explorar todas as possibilidades ao seu redor.

Que a precisdao da matematica nao seja estanque, mas se constitua elemento
facilitador para a vida que nos convida todos os dias a sermos mais que 0 que acreditamos
ser.
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APENDICE A

Poténcias de expoente inteiro, racional
e real

Procuremos agora atribuir um significado a poténcia a”, quando n € um numero
inteiro (Que pode ser negativo ou zero). Isto deve ser feito de modo que seja mantida a regra
fundamental a™.a™ = a™*™".

Em primeiro lugar, qual deve ser o valor de a” ? Como a igualdade a".a' = a°*!
deve ser valida, teremos a”.a = a. Logo, a Unica definicdo possivel é a° = 1.

Em seguida, dado qualquer n € N, devemos ter a ".a" = a """ = a° = 1, logo

a "= L.

a/’ﬂ

Dessa forma, se quisermos estender o conceito de poténcia do numero real a > 0
para admitir expoentes inteiros quaisquer e ainda preservar a igualdade a.a™ = a™"™", a
Unica definigdo possivel consiste em péra’ =1e o™ = 1/a™ para todo n € N.

A fungéo f : Z — R, dada por f(n) = a", n € Z, além de cumprir a igualdade
fundamental

fm+mn) = f(m).f(n),

€ ainda crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Em particular, paraa > 1en € N,;tem-sea™ <1< a" e,paral < a < 1, tem-se
a" <1<a", pois—n<0<nea’=1.

De a™.a™ = a™ '™ segue-se que (a™)" = a™" ainda quando m, n € Z.

Prosseguindo, vejamos que sentido pode ser dado a poténcia a” quando r = m/n
€ um numero racional (onde m € Z e n € N), de modo que continue valida a regra

a”.a® = a"**, onde s é também um nimero racional. Desta igualdade resulta, que se deve
ter, para r = m/n:



APENDICE A. Poténcias de expoente inteiro, racional e real 86

T ™™m

(@)*=a"-a"...a" =a"T"TTT = @™ = q™.
Portanto, a” é o numero real positivo cuja n-ésima poténcia € igual a a™. Por definicao de
raiz, este nimero é v/a™, a raiz n-ésima de a'. Assim, a Unica maneira de definir a poténcia

a’,comr =m/n, m € Zen €N, consiste em por

a™m = am

Depois de dar esta defini¢cdo, ha alguns detalhes que devem ser examinados. Em primeir
lugar, como se tem m/n = mp/np para todo p € N, é preciso mostrar que a™/" = "Y/a™?
a fim de que a definicdo ndo seja ambigua. Em segundo lugar, deve-se mostrar que a
definicdo dada assegura a validez da regra a".a® = a"** para r, s € Q. E finalmente,
cumpre provar que a funcédo f : Q — R, definida por f(r) = a", é crescente quando
a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Dado a > 0, a fungédo f : Q — R, definida por f(r) = a”", ndo é sobrejetiva.
Noutras palavras, fixado a > 0, nem todo numero real positivo é da forma a” com r racional.
Isto fica evidente se observarmos que, como Q € um conjunto enumeravel, 0 mesmo deve
ocorrer com sua imagem f(Q), porém R™ nao é enumeravel. De um modo mais elementar,
este fato pode ser ilustrado mediante um exemplo. Tomemos a = 10 e indaguemos se
existe algum numero racional » = m/n tal que 10™/™ = 11 ou seja, tal que 10™ = 11", onde
m,n € N. E claro que, para qualquer m € N, 10™ se escreve como 1 seguido de m zeros
enquanto 11" nao pode ter esta forma. Logo, o niumero real positivo 11 ndo pertence a
imagem da fungédo r — 10", de Q em R™*.

As poténcias a”, com expoente racional, embora ndo contenham todos 0s numeros
reais positivos, estdo espalhadas por toda parte em R*, desde que seja a # 1. Noutras
palavras, {a";r € Q} é denso em R". Este é o contelido do lema abaixo.

Lema: Fixado o nimero real positivo a a # 1, em todo intervalo ndo degenerado de R*
existe alguma poténcia a”, com r € Q.

Demonstracao: Dados 0 < a < (3, devemos achar r € Q tal que a poténcia a” pertenga ao
intervalo [a, (], isto é, « < a” < (. Por simplicidade, suporemos a e « maiores do que 1.
Os demais casos podem ser tratados de modo analogo. Como as poténcias de expoente
natural de numeros maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota pré-fixada, podemos
obter nUmeros naturais M e n tais que

a<fB<alel<a< (1+22)"
Da ultima relacdo decorrem sucessivamente

m

%§M2>O<a%<a711—1)<ﬁ—a<:>0<amT+1—a7<6—a.



APENDICE A. Poténcias de expoente inteiro, racional e real 87

Assim, as poténcias

a® = 1, al/n, a2/n, - aM
sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o compri-
mento 5 — « do intervalo [«, 5]. Como [«, 8] C [1, aM}, pelo menos um desses extremos,
digamos a™/™, esta contido no intervalo [, A].
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