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Resumo

Este trabalho apresentou uma proposta para o ensino de Geometria, especificamente o
estudo dos conceitos relativos aos triangulos com alunos do 8° ano do Ensino Fundamental,
0s quais constituiram os sujeitos da pesquisa. Como fundamentacao tedrica € apresentada
a teoria da van Hiele. O trabalho trouxe uma sequéncia didatica para que o aluno venha
conhecer e familiarizar-se com o tridngulo quanto a sua classificagao, condi¢cdo de existéncia,
medidas dos lados e angulos, soma dos angulos internos, teorema do angulo externo e
casos de congruéncia. Os instrumentos de pesquisa foram o teste de van Hiele, testes sobre
tridngulos e uma sequéncia de atividades sobre tridngulos. Ap6s anélise dos resultados
obtidos, estes mostraram que a sequéncia organizada de tarefas e a maneira como foram
desenvolvidas através da intervengédo pedagdgica com uso de materiais manipulaveis,
envolvendo a interacdo entre os alunos, entre a professora e os alunos e os momentos de
discussao, foram fundamentais para a compreensao dos conceitos geométricos envolvidos.

Palavras-chaves: Geometria, teoria de van Hiele, triangulo, aprendizagem.



Abstract

This work presents a proposal to the Geometry tuition, specifically the study about the
concepts related to triangles with students from the 8" grade on elementary school, who
were the people analyzed on the search. As a theoretical foundation, it is shown the van
Hiele theory. The work brought a didactic sequence in order to make the student knows
and become acquainted with the triangle in its classification, condition of existence, sides
and angles measures, sum of the internal angles, external angle theorem and congruence
cases. The research devices were the van Hiele test, test about triangles and a sequence
of activities on triangles. After the analysis of the results obtained, these showed that the
organized sequence of tasks and the way they were developed through the pedagogical
intervention - with the use of manipulable materials involving the interaction among the
students, between the teacher and them, and the discussion moments — were essential to
the comprehension of the geometric concepts studied.

Key-words: Geometry, van Hiele theory, triangle, learning.
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Introducao

E comum professores apontarem dificuldades para ensinar Matematica. Mas é
incontestavel a importancia desta disciplina e, também, sua necessidade, “tanto como parte
da cultura individual como por sua indispensabilidade para entender o mundo, para prever
e, se possivel, controlar os fenébmenos” (LIMA, 2007, p. 155). O ensino da Matematica é
uma forma de preparar a nag¢ao para o futuro. De acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN), no Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de varios
campos do conhecimento matematico para que, no Ensino Médio, tenham condi¢oes
de utiliza-los e amplia-los, desenvolvendo “capacidades tao importantes quanto as de
abstracao, raciocinio em todas as suas vertentes, resolucao de problemas de qualquer tipo,
investigacao, analise e compreensao de fatos matematicos e de interpretagcao da propria
realidade” (BRASIL, 1997, p. 40).

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de Matematica
no Ensino Fundamental, porque, por meio deles desenvolvem-se habilidades basicas no
aluno como a capacidade de comunicacao, de percepcao espacial, de analise e reflexao,
bem como de abstracao e generalizagdo. A Geometria € um tema que desperta o interesse
dos alunos naturalmente. O trabalho com nogbes geométricas facilita o aprendizado tanto de
numeros como de medidas, levando o aluno a observacéo. Se esse trabalho for feito a partir
da exploracao de objetos do mundo fisico, obras de arte, pintura, entre outros; garantira
que o aluno estabelegca conexdes entre a Matematica e as demais areas de conhecimento
(BRASIL, 1997).

No ensino mais geral da Geometria, ressalta-se a importancia do tridangulo, uma
vez que essa forma geométrica apresenta inUmeras aplicagoes praticas. “Os triangulos
sempre fascinaram nao s6 os matematicos, mas também as pessoas em geral. Eles estao
presentes na matematica, na arte, na arquitetura, na mecénica e no misticismo, entre outros”
(PITOMBEIRA, 2013, p. 55). Verificamos a existéncia e a demasiada importancia dos
tridngulos nas estruturas de cobertura e de sustentacdo em algumas edificacdes antigas e
modernas e, também, no uso estrutural de equilibrio de moveis e iméveis, nos revestimentos
ceramicos de piso e de paredes, além do uso de cortes de pedras preciosas, roupas €
acessorios usados na moda contemporéanea.

Nessa mesma dire¢cdo, Holanda (2013) aponta que, com o estudo detalhado do
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tridngulo, o aluno pode adquirir conhecimentos e apoderar-se de uma ferramenta poderosa,
tanto para a resolugdo de problemas gerais de Geometria, como na aprendizagem de
conceitos envolvendo outros poligonos. Com as propriedades especificas dessa forma
geomeétrica, é possivel determinar caracteristicas como nimero de diagonais, soma dos
angulos internos, medidas de segmentos internos e areas desses outros poligonos.

Diante do exposto sobre o ensino de Matematica, a inquestionavel importancia da
Geometria e, também, a necessidade do conhecimento sobre os tridngulos; nesse sentido,
esse trabalho objetiva propor uma sequéncia didatica baseada na teoria de van Hiele
buscando melhorar o aprendizado sobre triangulos no Ensino Fundamental. Partindo das
ideias mais comuns, por mais simples que sejam, pois sdo dessas ideias que podemos
fazer ligacbes com as mais complexas, o trabalho traz atividades para que o aluno venha
conhecer e familiarizar-se com o tridngulo quanto a sua classificagéo, condi¢do de existéncia,
medidas dos lados e angulos, soma dos angulos internos, teorema do angulo externo e
casos de congruéncia.

A escolha do tema se deve a necessidade de se enfatizar o aprendizado da Geo-
metria no Ensino Fundamental, uma vez que nesse nivel o aluno comeca a entender os
aspectos espaciais do mundo fisico, desenvolvendo uma intui¢do espacial, o que Ihe dara
habilidades para a construcao do pensamento légico (SAMPAIO; ALVES, 2010). A questéao
de pesquisa apresentada, entao, é: Como o uso de materiais manipulaveis aliado a uma
sequéncia didatica embasada na teoria de van Hiele, pode contribuir para a aprendizagem
de conceitos relativos aos triangulos no 8° ano do Ensino Fundamental?

Como fundamentacao tedrica da pesquisa, € apresentada a teoria da van Hiele que,
ainda pouco conhecida no Brasil, aparece como uma alternativa para minorar a grande
dificuldade do ensino de Geometria. Para Sampaio e Alves (2010, p. 70), “a teoria de van
Hiele é um guia para a aprendizagem e um instrumento para a avaliagdo das habilidades
dos alunos em Geometria”.

Para o desenvolvimento dessa pesquisa, tém-se como principais referéncias os
seguintes estudos: Por que ndo ensinar Geometria? (LORENZATO, 1995), O abandono do
ensino da Geometria no Brasil: causas e consequéncias (PAVANELLO, 1993) e Geometria
da era da imagem e do movimento (NASSER; LOPES, 1996) que tratam do ensino da
Geometria; O (Novo) Programa de Matematica do Ensino Basico e o desenvolvimento do
raciocinio geomeétrico no tépico tridangulos e quadrilateros (JANELA, 2012) sobre o ensino de
triangulos; além de Aprendendo e ensinando Geometria (CROWLEY, 1996) e Una propuesta
de fundamentacion para la ensefianza de la Geometria: El modelo de van Hiele (JAIME;
GUTIERREZ, 1990) tratando do modelo van Hiele do pensamento geométrico. A relevancia
desse trabalho se da pelo fato de ndo haver uma pesquisa relacionada a aplica¢ao da teoria
de van Hiele estritamente ao ensino de triangulos.

A pesquisa tem carater qualitativo e exploratério. Nesse sentido foram aplicados
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testes e varias atividades para alunos do 8° ano do Ensino Fundamental no Colégio Estadual
Baltazar Carneiro, no municipio de Cardoso Moreira, no estado do Rio de Janeiro.

A dissertacao esta dividida em 5 capitulos. O capitulo 1 apresenta aspectos historicos
da Geometria, descrevendo um panorama geral do inicio de seu uso pratico nas antigas
civilizagdes e de sua sistematizagdo por Euclides. Destaca, também, a arte e o uso de
materiais manipulaveis como recurso didatico para o ensino desta disciplina.

O capitulo 2 traz a definigao de tridngulo e apresenta seus elementos e propriedades.

No capitulo 3, busca-se descrever a teoria de van Hiele: origem, difusdo e descri¢ao.
Faz-se uma explanacao dos principais componentes dessa teoria: niveis de raciocinio,
propriedades, fases de aprendizagem e suas caracteristicas.

O capitulo 4 aborda os aspectos metodolégicos: descricdo do tipo de pesquisa,
escolha do campo, a caracterizacao dos participantes e a definicdo dos instrumentos e dos
procedimentos para analise dos dados.

O ultimo capitulo descreve a implementacédo da sequéncia didatica constituida pelos
testes e pelas atividades que foram aplicados aos sujeitos da pesquisa e traz a andlise dos
dados coletados a partir da aplicagdo desses instrumentos.

O trabalho se encerra com as consideragdes finais e alguns apéndices e anexos,
contendo os testes e as atividades que constituem os instrumentos da pesquisa.
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Capitulo 1

O Ensino de Geometria

Os alunos devem ser introduzidos ao ensino de Geometria de uma forma natural,
pois ela esta presente em diversas situagdes da vida cotidiana do ser humano: na natureza,
nos objetos que usamos, nas brincadeiras infantis, nas construgées, nas artes (NASSER;
LOPES, 1996).

Em nosso entorno podemos observar as mais diferentes formas geométricas. Muitas
delas fazem parte da natureza, outras ja sao resultados das a¢cdées do homem. Para Nasser
e Lopes (1996, p. 15), “a linguagem matematica esta de tal modo inserida no cotidiano que
a consciéncia desse fato ndo é explicitamente percebida. E dever da escola explicitar tal
fato a fim de mostrar que a geometria faz parte da vida”. As dificuldades mais frequentes
detectadas no ensino/aprendizagem de Geometria podem ser superadas quando esta for
solidamente trabalhada desde os primeiros anos de escolaridade.

Estudos e pesquisas vém sendo desenvolvidos ao longo dos ultimos anos com o
objetivo de “dar ao professor elementos que possibilitem mudangas em sua atuagao didatica
e onde o aluno seja 0 agente da construgédo de seu conhecimento”’(NASSER; LOPES, 1996,
p. 8). Dentre outros, podemos citar: Um estudo sobre a habilidade matematica na solugdo
de problemas de Geometria (DOBARRO; BRITO, 2010), Analise do desenvolvimento do
pensamento geomeétrico no Ensino Fundamental (BRAGA; DORNELES, 2011) e O (Novo)
Programa de Matematica do Ensino Basico e o desenvolvimento do raciocinio geomeétrico
no tépico tridngulos e quadrilateros (JANELA, 2012).

A Geometria como a conhecemos hoje, com todos os postulados e teoremas, néao
surgiu de uma vez s6. Os primeiros conhecimentos geométricos foram desenvolvidos
pela necessidade do homem. A seguir, € feito um breve relato de alguns dos principais
acontecimentos que influenciaram diversas culturas na construgdo desses conhecimentos.
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1.1 Breve Historico da Geometria

Segundo Calabria (2013, p. 5),“a Geometria é uma das areas da Matematica mais
antigas e foi utilizada pelas primeiras civilizagbes em atividades do dia a dia para resolver
problemas na medi¢do de areas de terras”. Provavelmente vem dai a origem da palavra
geometria que, em grego, significa medir terra (geo - terra / métron - medir).

Os gregos perceberam que os conhecimentos provenientes da Geometria ndo tinham
apenas utilidade pratica, mas podiam ser compreendidos e demonstrados, utilizando-se
o raciocinio légico-dedutivo. Para isso, observaram a forma como as antigas civilizacées
abordavam alguns pensamentos geométricos (CALABRIA, 2013).

1.1.1 As Antigas Civilizagoes

As primeiras civilizagdes surgiram entre 3500 e 500 a.C., proximas a regides de
vales de rios. Podemos citar o Egito, a Mesopotamia, a China e o Vale do Indo. Todas essas
civilizacbes eram dependentes da agricultura, de sistemas de irrigagao e da astronomia.
Tais atividades influenciaram o surgimento da matematica nessas culturas (CALABRIA,
2013).

“Assim, pode-se dizer que a matematica primitiva originou-se em certas
areas do Oriente Antigo primordialmente como uma ciéncia pratica para
assistir a atividades ligadas a agricultura e a engenharia. Essas atividades
requeriam o calculo de um calendario utilizavel, o desenvolvimento de um
sistema de pesos e medidas para ser empregado na colheita, armazena-
mento e distribuicdo de alimentos, a criagdo de métodos de agrimensura
para a construgao de canais e reservatorios e para dividir as terras”(EVES,
2004, p. 57).

Constata-se a importancia da matematica e, especialmente, da geometria nas
antigas civilizagdes, uma geometria concebida bem antes da que foi elaborada pela cultura
grega (CALABRIA, 2013).

1.1.2 Babilénia

A civilizacdo mesopotamica, talvez, a mais antiga do mundo, criou um tipo de escrita
e a registrou em tabulas de argila. Em uma dessas tabulas, a Tabula Plimpton 322, 1900
- 1600 a.C., encontra-se 0 mais antigo registro do teorema de Pitagoras. Mesmo esse
teorema tendo sido batizado com o nome de Pitagoras, percebe-se que os babilénicos ja o
conheciam e o utilizavam muito antes desse matematico grego. Os babilénicos possuiam
um método sistematico para encontrar ternas pitagéricas, bem conhecidas na época, e as
utilizavam nas solucdes de problemas geométricos (CALABRIA, 2013).

Segundo Eves (2004), a geometria babilénica se relaciona intimamente com a
mensuragao pratica. Exemplos concretos mostram que os babilénios do periodo 2000 a.C.
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a 1600 a.C. deviam estar familiarizados com as regras gerais da area do retdngulo, da area
do triangulo retangulo e do tridngulo is6sceles, da area do trapézio retangulo, do volume
de um paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do volume de um prisma reto
de base trapezoidal. Os babildénios, também, sabiam que os lados correspondentes de
dois triangulos retangulos semelhantes sao proporcionais. A marca principal da geometria
babildnica € seu carater algébrico, assim como a divisao da circunferéncia de um circulo
em 360 partes iguais.

1.1.3 Egito

No Antigo Egito, a geometria foi se desenvolvendo a partir da necessidade de
calcular areas de terras, volumes de celeiros e piramides. Como os celeiros tinham a forma
de cilindros circulares retos, os egipcios desenvolveram um método para determinar a area
do circulo da base e, assim, calcular o volume (CALABRIA, 2013).

“O conhecimento geométrico da civilizagdo egipcia era grande: construiram
grandes obras arquiteténicas, como as piramides, além de construirem bar-
cos, barragens e canais. Também se encontra geometria nas construgoes
de suas estatuas, pérticos, templos, muralhas e lagos”(CALABRIA, 2013,

p. 6).

InvestigacOes recentes mostram que 0s egipcios sabiam que a area de um triangulo
qualquer é o semiproduto da base pela altura. O papiro Rhind e o papiro Moscou sao
as principais fontes de informagdes referentes a matematica egipcia antiga. No papiro
Moscou, encontra-se um exemplo da formula de volume de um tronco de piramide de bases
quadradas (EVES, 2004).

1.1.4 China e India

Enquanto se dispde de grande quantidade de informagdes sobre a matematica dos
antigos babilénios e egipcios, pouco se sabe sobre essa matéria, no que diz respeito a China
e india na mesma época. Isso ocorre porque os babilénios usavam tabulas de argila cozida
e 0s egipcios usavam pedras e papiros. Mas os primitivos chineses e indianos usavam
material muito perecivel, como casca de arvore e bambu. Por consequéncia, muito do nosso
conhecimento sobre a matematica dos chineses e indianos baseia-se em informagdes orais
e interpretacdes posteriores de originais (EVES, 2004).

O mais influente livro chinés de matematica, Nove Capitulos sobre a Arte Matematica,
contém 246 problemas sobre mensuragao de terras, agricultura, sociedades, engenharia,
impostos, calculos, solucédo de equacdes e propriedades dos tridngulos retangulos. Nas
obras chinesas, chama a atencao a justaposicdo de resultados precisos e imprecisos,
primitivos e elaborados. Sao usadas regras corretas para as areas de triangulos e trapézios
(BOYER, 1996).
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Na Antiga india, seus habitantes mostravam ter conhecimento de geometria pelo
planejamento das cidades e pelas ceramicas decoradas com circulos que se interceptavam,
quadrados, triangulos unidos pelos vértices, etc (CALABRIA, 2013).

“O conhecimento geométrico dos indianos também aparece para atender
as necessidades dos rituais religiosos, sendo encontrado nos Sulbasu-
tras (manuais sobre construgdo de altares), que continham regras para
construgdo de altares de sacrificio. As figuras geométricas para formar
os altares eram: triangulos, quadrados, retangulos, trapézios, circulos e
semicirculos”(CALABRIA, 2013, p. 6).

1.2 Euclides e Os Elementos

E desapontador, mas pouco se sabe sobre a vida e a personalidade de Euclides
de Alexandria, matematico grego dos séculos IV e lll a.C., salvo que ele foi professor da
escola de matematica de Alexandria. Desconhecem-se, também, a data e o local de seu
nascimento, mas é provavel que tenha se formado na escola platénica de Atenas (EVES,
2004).

A maior de todas as contribuigcdes de Euclides a Matematica, bem como a ciéncia em
geral, foi a obra Os Elementos, em que apresentou, sistematicamente, os conhecimentos
de geometria de seu tempo - hoje chamada de geometria euclidiana -, muitos dos quais
frutos de seu proprio trabalho. A importancia desta obra deve ao fato de “ser o primeiro livro
em que se considera um corpo de conhecimento matematico como parte de um sistema
I6gico-dedutivo bem definido” (NETO, 2012).

Os Elementos de Euclides nao s6 constituem a mais antiga obra mate-
matica grega importante a chegar até nés, mas o texto mais influente de
todos os tempos. Foi composto em 300 a.C. aproximadamente e foi co-
piado e recopiado repetidamente depois. A primeira versao impressa de
Os elementos apareceu em Veneza em 1482, um dos primeiros livros de
matematica impressos; calcula-se que desde entdo pelo menos mil edigbes
foram publicadas (BOYER, 1996, p. 82).

Os Elementos sao praticamente tudo o que temos da matematica grega desde o
seu inicio. Ndo sabemos se Euclides escreveu essa obra para uso no ensino, ou apenas
para reunir o conhecimento matematico da época. Naquele tempo, ndo havia a preocupa-
cao pedagdgica dos dias de hoje, de sorte que Euclides alcancou os dois objetivos. Os
Elementos foram muito usados no aprendizado da matematica por mais de dois milénios
(AVILA, 2001).

Para Eves (2004, p. 178), talvez mais importante que o conteudo de Os Elementos
seja a maneira formal como se apresenta esse conteudo. “De fato, Os Elementos de
Euclides tornaram-se o prototipo da forma matematica moderna”.
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1.3 A Matematica Moderna e o Ensino de Geometria

Nos meados do século X X, a énfase na abstracdo e a preocupacgao crescente
com a analise das estruturas e modelos subjacentes comeg¢aram a chamar a atencao dos
interessados no ensino da Matematica. Muitos entenderam que seria oportuno adaptar essas
caracteristicas ao ensino. Formaram-se “grupos competentes e entusiastas empenhados
em reformular e modernizar a matematica escolar. Nascia a Matematica Moderna” (EVES,
2004, p. 690).

O movimento de reforma do ensino da Matematica iniciou-se nos Estados Unidos,
Franca e Bélgica em 1950, mas logo se espalhou por varios outros paises. Segundo os
reformistas, o curriculo estava ultrapassado, pois limitava-se a conhecimentos adquiridos
antes de 1700. Portanto, havia a necessidade de incluir conhecimentos mais recentes,
“como algebra moderna, l6gica simbdlica, nogdes de topologia e teoria dos conjuntos” nos
curriculos de matematica (AVILA, 2010, p. 5).

Os conteudos deveriam ser apresentados, enfatizando os axiomas, os conceitos
fundamentais e rigor nas demonstragoes. Isso iria trazer a integragdo das varias parte da
Matematica, enquanto no ensino tradicional essas partes eram ensinadas de forma isolada
(AVILA, 2010).

Porém, segundo Soares (2001), no Brasil, a geometria ensinada continuou sendo a
euclidiana, usando apenas a linguagem dos conjuntos defendida pelos modernistas, pois 0s
professores ndo encontraram uma maneira de apresentar os fatos geométricos segundo os
seus critérios de rigor e, ao mesmo tempo, inviavel nas escolas do ponto de vista didatico.

“O formalismo da Matematica acentuou-se nas décadas de 1960 e 1970,
durante o Movimento da Matematica Moderna, e a geometria, ao revestir-se
de uma concepgao voltada a linguagem, ficou relegada a um segundo
plano nos curriculos e livros didaticos brasileiros. Isso acabou por gerar
0 seu abandono pela escola basica, como evidenciamos em inUmeras
pesquisas na area de Educagao Matematica, principalmente na década de
1980”(GRANDO; NACARATO; GONCALVES, 2008).

A reforma n&o vingou no Brasil, mas conseguiu eliminar o modelo anterior; criando
assim, uma lacuna nas nossas praticas pedagodgicas a qual perdura até hoje.

Para Pavanello (1993), o ensino de geometria na abordagem tradicional ja enfrentava
problemas em relagdo ao conhecimento do professor, aos métodos utilizados, a passagem
da geometria pratica do ensino primario para a axiomatica do ensino secundario. Com a
proposta de que a geometria deveria ser ensinada focando nas transformacdes, problemas
ainda maiores ocorreram. Por ndo dominar muito o assunto, professores passaram a deixar
de ensinar a geometria sobre qualquer enfoque, apoiados na Lei de Diretrizes e Bases, a
LDB 5692/71, a qual permitia que cada professor montasse seu programa de acordo com
as necessidades da clientela.
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Ha de se considerar as razdes pelas quais os professores ficam inquietos em relacao
ao abandono da geometria. Primeiramente, a auséncia da Geometria e a valorizacéo da
Algebra prejudicam a formagéo do aluno, uma vez que este ndo se desenvolve integralmente.
E necessario desenvolver tanto o pensamento visual, proveniente da geometria, como o
sequencial, predominante na Algebra, pois os dois sdo necessarios a resolugéo de proble-
mas. Em segundo lugar, a supervalorizacao da Algebra pode levar os alunos a executar as
operagdes mecanicamente. Os individuos passariam a operar sem questionamento sobre
as regras pré-estabelecidas. Ja o trabalho efetuado com Geometria pode proporcionar o
desenvolvimento critico e autbnomo (PAVANELLO, 1993).

Kaleff (1994) explica que, nos dias atuais, ao trabalhar com a Geometria, a escola
ainda sofre influéncias do Movimento da Matematica Moderna. Desconsidera o mundo
tridimensional em que vivemos e enfoca, prioritariamente, os desenhos sobre superficies
planas, a repeticao, a classificacdo e a memorizacao das nomenclaturas das figuras planas,
relegando a um momento posterior a exploragdo e a manipulagédo dos solidos geométricos.

Até hoje se percebe o reflexo do formalismo no estudo da geometria, a qual esta pra-
ticamente ausente nas escolas, ficando em segundo plano no planejamento dos professores
(RABAIOLLI; STROHSCHOEN, 2013).

1.4 A Arte e o Ensino de Geometria

A Arte e a Matematica sao inerentes a vida. Ao observar um corpo humano, suas
proporcdes, simetrias, relagdes harmoniosas: estao presentes a Arte e a Matematica. Da
mesma forma que em cada flor, em cada fruto, em cada arvore ou em cada animal. “Dizem
que a Arte imita a vida, mas na verdade, a Arte é a expressao da vida através da Matematica”
(CONTADOR, 2013, p. 7).

Desde as civilizagbes mais antigas, a Matematica e a Arte sempre estiveram intima-
mente ligadas aliando razao e sensibilidade. Pode-se observar no decorrer da histéria uma
influéncia mutua de uma sobre a outra. Segundo Contador (2013), o homem tem demons-
trado, desde a antiguidade, que é possivel ser criativo mesmo sem conhecer Matematica
de forma académica, pois confeccionou belos objetos e realizou verdadeiras obras de arte.
Isso foi possivel porque possuimos um sentido geométrico primitivo, um sentido inato das
formas geométricas.

“A Arte mobiliza sentidos e capacidades essenciais para o desenvolvimento
humano, como a criatividade, imaginagao e a observagao. Sentidos e capa-
cidades essenciais no desenvolvimento do raciocinio légico, na capacidade
de resolver problemas, de enfrentar situagées novas” (LAPA; ARSIE; AN-
DRETT, 2011, p. 4).

Para Lapa, Arsie e Andrett (2011), o estudo da Geometria por meio das artes,
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desenvolve no educando a capacidade de percepcao, visualizacdo e reconhecimento
das formas podendo representa-las por meio de desenhos, identificando propriedades e
construindo as definigdes necessarias. Ao observar uma obra de arte, o educando pode
investigar relagcbes entre as formas apresentadas nas obras, identificando caracteristicas
comuns e classificando-as segundo critérios estabelecidos.

1.5 Materiais Manipulaveis e o Ensino de Geometria

Segundo Nasser e Lopes (1996, p. 7), “0 manuseio e a observacédo de objetos
desperta na crianga a curiosidade para os elementos geométricos quando devidamente
explorados”. Quando o aluno se depara com uma situagao desconhecida, o uso de um
material que possa ilustrar o que esta sendo discutido pode ser indispensavel. Diante do
exposto, € necessario que o aluno tenha acesso a atividades e materiais convenientes com
cada nivel de pensamento geométrico no qual ele se encontra.

Conforme Nacarato (2005, p. 1):

“O uso de materiais manipulaveis no ensino foi destacado pela primeira
vez por Pestalozzi, no século XIX, ao defender que a educagao deveria
comecar pela percepgao de objetos concretos, com a realizagao de agdes
concretas e experimentagdes. No Brasil o discurso em defesa da utilizagao
de recursos didaticos nas aulas de Matematica surgiu na década de 1920”.

Apd6s 1990, muitos recursos didaticos para o ensino de Matematica tém sido suge-
ridos. Além dos materiais manipulaveis; ressalta-se, também, o uso de calculadoras e de
computador — apesar de que esses recursos ainda estdo distantes da maioria das salas de
aula (NACARATO, 2005).

Segundo Pais (2006), o uso de material concreto propicia aulas mais dindmicas e
amplia o0 pensamento abstrato por um processo de retificagdes sucessivas que possibilita a
construcao de diferentes niveis de elaboracédo do conceito. Mas vale lembrar que utilizar o
material concreto por si s, ndo garante aprendizagem. E fundamental o papel do professor
nesse processo, enquanto mediador da agao e articulador das situagdes experienciadas
no material concreto e os conceitos matematicos, para uma posterior abstragéo e siste-
matizag&o. Para ter sucesso nas atividades, envolvendo materiais manipulaveis, devemos
apresenta-los previamente aos nossos alunos, assim como planejar e definir exatamente o
objetivo que queremos atingir com a sua utilizagao; para que, no decorrer da atividade, os
alunos consigam chegar a férmulas matematicas que ainda lhes sdo abstratas.

Nesse trabalho, muitos materiais manipulaveis foram usados como: palitos de pi-
colé, palitos de sorvete, papéis coloridos e de diferentes texturas. Porém, alguns recursos
merecem um destaque especial: a régua e 0 compasso, o0 geoplano e, também, o tangram.
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1.5.1 Reégua e Compasso

As construgcées com régua e compasso ja aparecem no século V a.C., época
dos pitagéricos, e tiveram enorme importancia no desenvolvimento da matematica grega
(WAGNER, 2007).

Desde Os Elementos de Euclides, o desenho geométrico acompanha a Geometria
Plana. A proposta de Euclides, ao elaborar sua geometria, era o estudo da possibilidade
de construir uma figura usando régua e compasso e nao, simplesmente, a execu¢ao do
tracado da figura com esses instrumentos. Porém, o desenho geométrico ja ndo é mais
trabalhado nas escolas e, paralelamente, a essa realidade ou como consequéncia dela, o
ensino de Geometria tem se tornado o terror da Matematica, tanto para alunos quanto para
professores (PUTNOKI, 2013).

Ainda, segundo Putnoki (2013, p. 369):

“A rigor, ensinar geometria sem esses instrumentos é como dar a uma
crianga um triciclo sem as duas rodas traseiras. Ela até consegue se
locomover, mas muito mal. Estamos é mutilando a geometria quando a
ensinamos como o fazemos hoje, além de abrir m&o de ferramentas cujo
alcance didatico € inesgotavel”.

Torna-se relevante que o uso da régua e do compasso seja incorporado definitiva-
mente a geometria.

1.5.2 Geoplano

Segundo Knijnik, Basso e Klisener (2004), o criador do geoplano foi o Dr. Caleb
Gattegno em 1961, na Inglaterra. A palavra geoplano vem do inglés “geoboards” ou do
francés “geoplans” em que “geo” vem de geometria e “plano” de tdbua ou tabuleiro ou
superficie plana dando origem a palavra. E um recurso didatico que auxilia no ensino de
geometria plana elementar e fragdes, dentre outros.

Os geoplanos sao tabuleiros quadrados, retangulares ou circulares que levam pregos
formando uma malha, podendo ser confeccionados em madeira natural ou pintados. Para
utiliza-lo, sdo necessarios elasticos, de preferéncia coloridos, do tipo de borrachas de
prender dinheiro, usadas pelos bancos, que servirdo para a construgao dos poligonos.

O geoplano é um instrumento didatico que oferece um apoio a representacédo mental
que auxilia na construgéo e consolidagao de conceitos e na abstracéo, proporcionando uma
experiéncia geométrica aos estudantes. Nao devendo ser esquecido que a utilizagdo de um
recurso didatico por si sé nao representa todo o ensino, devendo o professor no decorrer
dos trabalhos ir questionando, complementando, assessorando o processo de descoberta
(COSTA; PEREIRA; MAFRA, 2011).
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Ainda, de acordo com Costa, Pereira e Mafra (2011), o geoplano é um material
didatico concreto que possibilita aos alunos uma melhor visualizagdo das formas de figuras
planas, como também auxilia nos célculos de areas e de perimetros de diversos tipos de
poligonos regulares e irregulares, permitindo uma participagéo ativa dos alunos. Esse fato
mostra um maior envolvimento dos alunos no processo de ensino e aprendizagem o que,
consequentemente, propiciard uma melhor compreensao dos conceitos, tornando-os mais
significativos.

Nessa mesma direcao, Nasser e Lopes (1996, p. 137) afirmam:

“O uso do geoplano pode ser observado nas vérias regides do pais, na
confeccao de artesanato (pulseira, rede de pesca, etc.). Sendo assim, as
atividades com o geoplano sédo também um 6timo meio para a integragao
das aulas de Matematica com as aulas de Arte.”

A construcao do geoplano pode ser feita com materiais trazidos pelos préprios
alunos. E um material didatico de baixo custo, que pode ser facilmente construido. No
presente trabalho, utilizou-se o geoplano quadrangular e o triangular.

1.5.3 Tangram

O tangram é um quebra-cabeca chinés de origem milenar. E formado por sete pecas
organizadas conforme a representagao a seguir:

+ dois triangulos retdngulos isésceles grandes;
+ dois triangulos retangulos isésceles pequenos;

« um tridngulo retangulo is6sceles médio;

um quadrado;

» um paralelogramo.

E muito divulgado como possibilidade didatica para aprendizagem de alguns conteu-
dos de Matematica no Ensino Fundamental. O uso do tangram em sala de aula apresenta
muitos aspectos positivos, “pois a diretriz basica para seu uso didatico é possibilitar ao
aluno a acao-reflexdo” (MENDES, 2009, p. 28).

Dessa forma, a observacao das propriedades geométricas antecede as definicdes e
demonstracdes, as quais serao construidas posteriormente pelos alunos sob a orientagao
do professor (MENDES, 2009).

Corroborando, Mori e Onaga (2012, p. 51 - Manual do Professor) afirmam:
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“O tangram é utilizado como material de apoio didatico. Isso se deve ao
fato de as formas geométricas que o compdem permitirem indmeras ex-
ploragbes, como, por exemplo, a construgdo de poligonos: tridngulos, qua-
drilateros, pentdgonos e hexagonos. Este material é de facil manuseio e
contribui para que os alunos experimentem, explorem intuitivamente, visua-
lizem e contextualizem situagdes geométricas, o que auxilia no processo

de construgao do raciocinio l6gico-dedutivo e na explicitagao formal desse
raciocinio.”

Tanto como jogo quanto como arte, o tangram possui um forte apelo ludico e oferece
ao aluno um desafio envolvente (MORI; ONAGA, 2012).
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Triangulos

O triangulo é um dos poligonos mais utilizados tanto como base para estudo de
outras figuras geométricas quanto em nosso dia a dia. Segundo Pitombeira (2013), os
tridangulos estdo presentes em diversas dreas da vida humana; fascinando ndo s6 os
matematicos, mas as pessoas em geral.

Na Matematica, percebe-se sua importancia para o ensino mais geral da Geometria
e da Trigonometria. Como se pode observar na Figura 1, “qualquer poligono com mais de
trés lados pode ser decomposto em tridngulos” (MORI; ONAGA, 2012, p. 274).

Figura 1 — Hexagono decomposto em tridngulos.

D

Fonte: Elaboragéao propria

O triangulo, entre todos os poligonos, possui uma propriedade que 0s outros nao
tém: a rigidez. Uma vez construido, € impossivel modificar a abertura de seus angulos e
construir outro tridngulo. Essa propriedade vem do fato de que os trés lados determinam
o triangulo. Ja um poligono com quatro lados ou mais nao fica determinado apenas pelos
seus lados (MORI; ONAGA, 2012).

O fato de o triangulo ser uma figura rigida, ou seja, ndo se deformar; faz com que
essa forma geométrica tenha muitas aplicagdes praticas na carpintaria, na engenharia e
na arquitetura. Essa rigidez proporcionada pelos tridngulos é utilizada na sustentagcao das
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estruturas em construgcées de modo geral, proporcionando-lhes firmeza (MORI; ONAGA,
2012).

Figura 2 — Presenca de triangulos no telhado de uma casa.

Fonte: (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2005, p. 98)

Figura 3 — Presenca de tridngulos na estrutura de uma ponte.

Fonte: (MORI; ONAGA, 2012, p. 274)

A sequir, serdo apresentados os principais conceitos relativos aos tridngulos extrai-
dos da obra Topicos de Matematica Elementar (NETO, 2012).

2.1 Definicao, Elementos e Classificacao

Considere trés pontos A, B e C do plano. Se C' estiver sobre a reta A§, tem-se
que A, B e C sao colineares; caso contrario, A, B e C' sdo nao colineares, conforme
apresentado na Figura 4.
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Figura 4 — Trés pontos ndo-colineares

c

E r

™ @

Fonte: Elaboragao propria

Trés pontos nao colineares formam um tridngulo. Nesse caso, a regiao triangular
correspondente é a regido limitada do plano, delimitada pelos segmentos que unem os trés
pontos dois a dois. Sendo A, B e (' tais pontos, tem-se que A, B e C' sdo os vértices do
triangulo ABC' (NETO, 2012, p. 21).

Figura 5 — Triangulo ABC' de vértices A, Be C.

C

Fonte: Elaboragéo propria

Segundo Neto (2012, p. 21), ainda em relagdo ao triangulo genérico ABC', os

segmentos AB, AC e BC s&o os lados do triangulo; escreve-se em geral AB = ¢, AC = b
e BC = a para denotar os comprimentos dos lados de um triangulo ABC'. A soma dos
comprimentos dos lados do triangulo é seu perimetro. Os angulos A = BAC, B = ABC e
C' = ACB s&o os angulos internos do triangulo.

Os triangulos podem ser classificados de duas maneiras basicas: em relacao aos
comprimentos de seus lados ou em relagdo as medidas de seus angulos internos. Por
enquanto, serdo classificados em relacédo a seus lados (NETO, 2012, p. 22).

2.1.1 Classificacao quanto aos Lados

Para Neto (2012), como todo tridngulo tem trés lados, as Unicas possibilidades para
0s comprimentos dos mesmos sao que haja, pelo menos, dois lados iguais ou que os trés
lados sejam diferentes dois a dois.
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Definicao 2.1 Um tridngulo ABC' é denominado:

(i) Equilatero, se AB = AC = BC'.

(ii) Isdsceles, se ao menos dois entre AB, AC, BC forem iguais.

(iii) Escaleno, se AB # AC # BC # AB.

Figura 6 — Tridngulos equilatero, isdsceles e escaleno.

C

A B A B A B

Fonte: Elaboragao propria

Pela defini¢cao, todo triangulo equilatero € isdsceles; no entanto, a reciproca néo é
verdadeira.

Quando ABC for um triangulo isésceles, tal que AB = AC, diz-se que o lado
BC é a base do triangulo. Para triangulos equilateros, qualquer um dos seus lados pode
ser chamado de base, mas, nesse caso, raramente se usa essa palavra, isto é, em geral
reserva-se a palavra base para triangulos isésceles nao equilateros (NETO, 2012, p. 23).

2.2 Congruéncia

Definicao 2.2 Um tridngulo é congruente a outro se, e somente se, é possivel estabelecer
uma correspondéncia entre seus vértices de modo que:

 seus lados sdo ordenadamente congruentes aos lados do outro;

e seus angulos sdo ordenadamente congruentes aos angulos do outro.

A Figura 7 mostra dois triangulos congruentes ABC, A’B’C’, com a correspondéncia de
vértices

A A: B B C o (.

Para tais triangulos, temos entéo:
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Figura 7 — Tridngulos congruentes.

A C’

B ®, A
Bf

Fonte: (NETO, 2012, p. 31)

A=A;B=D;C=C"

AB = A'B"; AC = A'C"; BC = B'C"

2.2.1 Casos de Congruéncia

Axioma 2.1 Caso LAL: Se dois lados de um tridngulo e o dngulo formado por esses dois
lados forem respectivamente iguais a dois lados de outro tridngulo e ao dngulo formado por
esses dois lados, entdo os dois tridngulos sdo congruentes.

Figura 8 — O caso de congruéncia LAL.

A ¢

C A
B

Fonte: (NETO, 2012, p. 34)

Em simbolos, o caso de congruéncia LAL garante que, dados dois triangulos ABC'
e AB'C’, tem-se:

AB=AB,AC = AC", A= A = ABC = A'B'C".

com a correspondéncia de vértices A <+ A’; B <+ B’; C <+ C'. Em particular, segue,
dai, que

Axioma 2.2 Caso ALA: Se dois angulos de um tridngulo e o lado compreendido entre
esses dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro tridngulo e ao
lado compreendido entre esses dois 4ngulos, entdo os dois tridngulos sdo congruentes.
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Figura 9 — O caso de congruéncia ALA.

A C’

!
B C A
B!
Fonte: (NETO, 2012, p. 36)
Em simbolos, dados dois triangulos ABC e A’B'C’, tem-se:

A=A, B=DB,AB=AB = ABC = A'B'(".

com a correspondéncia de vértices A <+ A’; B +» B’; C < C’. Em particular,
também deve-se ter

C=CAC =AC"e BC = BC..

Axioma 2.3 Caso LLL: Se os trés lados de um tridngulo sdo, em alguma ordem, res-
pectivamente congruentes aos trés lados de outro tridngulo, entao os dois tridngulos sdo
congruentes.

Figura 10 — O caso de congruéncia LLL.

A C’

B & A
Bf

Fonte: (NETO, 2012, p. 37)

Em simbolos, dados dois triangulos ABC e A’B'C’, tem-se:

AB=A'B'",BC =B'C",CA=(C"A'"= ABC = AB'C".

com a correspondéncia de vértices A «+» A'; B «< B’; C < ('. Em particular,
também se observa que
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2.2.2 Aplicacao dos Casos de Congruéncia

E valido conhecer algumas aplicagdes Uteis dos casos de congruéncia de triangulos
de acordo com Neto (2012, p. 44-45).

~

Proposicao 2.1 Se ABC é um tridngulo isésceles de base BC, entao B=C.

Demonstracao 2.1 Dado o tridngulo ABC', seja M o ponto médio do lado BC'.

Figura 11 — ABC is6sceles = B = C'.
A

By €
Fonte: (NETO, 2012, p. 44)

Como BM = CM, AB = AC e AM é lado comum de AMB e AMC, segue do
caso de congruéncia LLL que tais tridngulos sdo congruentes. Logo, ABM = ACM.

Corolario 2.1 Os angulos internos de um tridngulo equilatero sdo todos iguais.

Demonstracao 2.2 Basta observar que todos os lados de um tridngulo equilatero podem
ser vistos como bases do mesmo, considerado como tridngulo isosceles.

2.3 Angulos

Considera-se que um angulo ZAOB é agudo quando 0 < ZAOB < 90°, reto
quando ZAOB = 90° e obtuso quando 90° < ZAOB < 180°. Observe, ainda, na Figura
12, a notacgao especial utilizada para angulos retos (NETO, 2012, p. 17).

Figura 12 — Angulos agudo, reto e obtuso.

Fonte: (NETO, 2012, p. 17)

Como anteriormente mencionado, um tridngulo possui trés angulos internos.
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2.3.1 Soma dos Angulos Internos

Segundo Neto (2012, p. 53-54) tem-se que:
Proposicao 2.2 A soma dos dngulos internos de um tridngulo é igual a 180 °.

Demonstracao 2.3 Seja ABC um tridngulo qualquer, e W a reta paralela a % e pas-
sando por A.

Figura 13 — Soma dos angulos internos de um triangulo.

X A Y

B C

Fonte: (NETO, 2012, p. 54)
Tem-se que B = BAX e C' = CAY e dai,
A+ B+C=A+BAX + CAY =180°
Corolario 2.2 Os angulos de um tridngulo equilatero sdo todos iguais a 60 °.

Demonstracao 2.4 Ja se sabe que todo tridngulo equilatero tem trés angulos iguais. Como
a soma de tais angulos é 180 °, cada um deve medir 60 °.

Apresenta-se a seguir mais um conjunto de condigdes suficientes para a congruéncia
de tridngulos, conhecido como o caso de congruéncia (NETO, 2012, p. 56).

Corolario 2.3 Caso LAAo: Se dois dngulos de um tridngulo e o lado oposto a um desses
angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro tridngulo e ao lado oposto ao
angulo correspondente nesse outro tridangulo, entdo os dois tridangulos sdo congruentes.

Figura 14 — O caso de congruéncia LAAo.

A

i B, ’ Cc
B |

Fonte: Elaboragao prépria

Em simbolos, dados dois tridangulos ABC e A, B:(C', tem-se:
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B_C = BlCl, A = Ala B = Bl = ABC = AlBlcl.

com a correspondéncia de vértices A < A;; B < By; C < C). Em particular,
também deve-se ter

C =Cy; AC =A,C, e AB = AB,.
Demonstracao 2.5 Basta observar que A = A, tem-se que
C=180°—A—-B=180°— A, — B, = C;
Portanto, tem-se para os tridngulos ABC' e A1 B,C que
BC =B,C,;B=DB;C =0,
Pelo caso ALA, tais tridngulos sdo congruentes.

2.3.2 Teorema do Angulo Externo

Corolario 2.4 Em todo tridngulo, a medida de um angulo externo é igual a soma das
medidas dos dois dngulos internos ndo adjacentes a ele.

Demonstracao 2.6 Basta ver que ACX =180°—C = A+ B.

Figura 15 — O teorema do angulo externo.

A

B* = %

Fonte: (NETO, 2012, p. 55)

2.3.3 Classificacao quanto aos Angulos

Agora, ja4 pode ser visto como classificar triangulos quanto as medidas de seus
angulos internos. Para tanto, note primeiro que todo tridngulo tem no maximo um angulo
interno maior que ou igual a 90 °. De fato, se, em um tridngulo ABC', ocorresse que A>90°
e B> 90°, seria
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A+B+C>A+B>90°+90°=180°

o que é um absurdo (NETO, 2012, p. 54) . Assim, segue que:

Definicao 2.3 Um tridngulo é denominado:

(i) Acutangulo, se todos os seus angulos internos forem agudos.
(ii) Retangulo, se tiver um angulo reto.

(iii) Obtusangulo, se tiver um angulo obtuso.

Figura 16 — Triangulos acutangulo, retangulo e obtusangulo.

A A

B c B c B C

Fonte: Elaboragéo propria

O lado oposto ao angulo reto de um triangulo retangulo é sua hipotenusa e os
outros dois sao os catetos do triangulo.

2.4 Desigualdade Triangular

E importante ressaltar que, em todo triangulo, os comprimentos dos lados guardam
uma certa relacdo. Ha, também, uma relacao entre os comprimentos dos lados e as medidas
dos angulos a eles opostos (NETO, 2012, p. 62).

Proposicdo 2.3 Se ABC é um triangulo tal que B > C, entdo AC > AB.
Demonstracao 2.7 Como B>C, podemos tragar a semirreta ﬁ , Intersectando o interior

. 1.~ 4
de ABC e talque CBX = §(B — (). Sendo P o ponto de intersegdo de BX com o lado
AC, segue do teorema do angulo externo (Figura 17) que

R . . 1 -~ N I
APB=CBP +BCP = (B~ C)+C = 3(B+0).
. 1. A 1, A " .
Mas como ABP = B — §(B -C) = 5(3 + (), segue que o tridngulo ABP é

isdésceles de base BP. Portanto,
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Figura 17 — Triangulo ABC com B > C' = AC > AB .

A

B C
Fonte: (NETO, 2012, p. 63)

AB = AP < AC

Corolario 2.5 Se ABC é um tridngulo tal que A > 90°, entdo BC é seu maior lado. Em
particular, num tridngulo retangulo a hipotenusa é o maior lado.

Demonstracao 2.8 Basta observar que, se A >90°, entdo A é o maior angulo de ABC,
de modo que BC' é o maior lado.

A proposicao a seguir é conhecida como a desigualdade triangular (NETO, 2012,
p. 63).

Proposicao 2.4 Em todo tridngulo, cada lado tem comprimento menor que a soma dos
comprimentos dos outros dois lados.

Demonstracdo 2.9 Seja ABC um tridngulo tal que AB = ¢, AC = b e BC = a. Sera
provada a desigualdade a < b+ ¢, sendo a prova das demais totalmente analoga.
Figura 18 — Desigualdade triangular.

D

B ¢
Fonte: (NETO, 2012, p. 64)

—
Marcando o ponto D sobre a semirreta C'A talque A € CD e AD = AB.

Uma vez que

CD=AC+AD=AC+AB=b+c
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é suficiente mostrar que BDC < DBC. Mas como BDA = DBA, basta observar
que

BDC = BDA = DBA < DBA+ ABC = DBC.

Segue da desigualdade triangular que, sendo a, b e ¢ 0s comprimentos dos lados de
um triangulo, devemos ter

a<bt+ceb<a+t+cec<a+b.

Reciprocamente, dados segmentos cujos comprimentos a, b e ¢ satisfazem as
desigualdades acima é sempre possivel construir um triangulo tendo tais segmentos como
lados (NETO, 2012, p. 64).
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Capitulo 3

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, apresentaremos o0 modelo geométrico de Van Hiele, sua origem,
implementacgéao e difusdo em diversos paises, assim como as propriedades centrais desta
teoria muito utilizadas para avaliar as habilidades dos alunos e facilitar a compreensao de
conteudos em geometria.

3.1 A Teoria de van Hiele de Desenvolvimento do Pensamento

Geométrico: Origem e Difusao

E comum professores de Matematica do Ensino Fundamental e Ensino Médio,
apontarem falhas no desempenho de seus alunos nas aulas de Geometria. Os professores
se lamentam de uma série de problemas, como a dificuldade de levar os alunos a aprender
algum conceito novo ou a de aplicar os conceitos aprendidos em exemplos semelhantes,
pelo fato de estarem presos a formulas. Essa problematica ocorre ndo sé no Brasil, mas em
todo o mundo e vem sendo enfrentada por muitos anos (PAVANELLO, 1993).

Foi a preocupacéo diante desse problema enfrentado por dois professores holande-
ses, que davam aula de Matematica no curso secundario, que os levou a estudar a fundo
a situacado com o objetivo de encontrar uma solucéao (JAIME; GUTIERREZ, 1990). Esses
professores sao Pierre Marie van Hiele e Dina van Hiele-Geldof, que, sob a orientacao do
educador matematico Hans Freudenthal, pesquisaram o ensino de Geometria com alunos
de 12 e 13 anos, enfatizando a manipulagao de figuras. O resultado dessa pesquisa foi
publicado apd6s concluirem o doutorado na Universidade de Utrecht. Dina faleceu logo
depois de terminar a tese, entédo foi Pierre quem esclareceu, aperfeicoou e promoveu a
teoria de van Hiele, como é conhecida (CROWLEY, 1996).

A aplicacao da metodologia de ensino baseada na teoria de Van Hiele, também
considerada um modelo de aprendizagem, é uma possivel estratégia para a reversado da
problematica no ensino da geometria, pois, por ter sido originada em sala de aula, a teoria
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aliou os aspectos cognitivo e pedagdgico do ensino da geometria (NASSER, 1995).

O modelo de van Hiele s6 néo ficou totalmente no obscurantismo porque a Unido
Soviética o adotou nos anos 60, apds a reformulacéo do curriculo de geometria em suas
escolas. O modelo demorou a merecer atengao internacional. Nos Estados Unidos, somente
na década de 1970, motivados por encontrar solugdes para os problemas com o ensino de
geometria na escola secundaria, muitos pesquisadores tomaram como base de estudos a
teoria dos van Hiele. Em 1973, Hans Freudenthal publicou um livro intitulado Mathematical
as an Task Educational no qual citava o trabalho dos van Hiele e, em 1976, o professor
americano lzaak Wirsup comecou a divulgar o modelo em seu pais. O interesse pelas
contribui¢cdes dos van Hiele tornou-se cada vez maior apés as traducdes para o inglés feitas
em 1984 por Geddes, Fuls e Tisher. De modo geral, tais pesquisas objetivavam testar a
validade do modelo, a viabilidade, as vantagens de sua aplicacdo (KALEFF et al., 1994).

No Brasil, uns dos trabalhos pioneiros foram apresentados pelo professor Nilson
José Machado no livro Matematica e Lingua Materna da editora Cortez publicado em 1990,
e em 1992, uma aplicacao do modelo foi publicada pelo Projeto Fundao, da Universidade
Federal do Rio de Janeiro, numa apostila chamada Proposta de Geometria segundo a teoria
da van Hiele (KALEFF et al., 1994).

Andrade e Nacarato (2004), em pesquisa produzida no Brasil sobre as tendéncias
didatico-pedagdgicas no ensino de Geometria a partir de trabalhos apresentados nos
Encontros Nacionais de Educacdo Matematica no periodo de 1987 a 2001, apontam
que, teoricamente, os trabalhos produzidos vém se pautando pelo modelo van Hiele, pela
didatica da Matematica Francesa e pelos construtos epistemoldgicos relativos a visualizagao
e representagao.

O modelo de van Hiele tem servido de base para trabalhos desenvolvidos no Ensino
Fundamental e Médio abordando, principalmente, os niveis iniciais do mesmo. Entre varios
trabalhos, podemos citar: Algumas reflexées sobre a Teoria de van Hiele (VILLIERS, 2010)
e Analise do desenvolvimento do pensamento geométrico no Ensino Fundamental (BRAGA;
DORNELES, 2011). O modelo tem influenciado, também, pesquisas desenvolvidas em
ambientes computacionais envolvendo a Geometria como: O modelo de desenvolvimento
do pensamento geométrico de van Hiele e possiveis contribuicbes da geometria dindmica
(SAMPAIO; ALVES, 2010).

3.2 Descricao da Teoria de van Hiele

O modelo de desenvolvimento geométrico e as fases de aprendizagem desenvolvi-
das pelos Van Hiele propdem um meio de identificar o nivel de maturidade geométrica dos
alunos e indicam caminhos para ajuda-los a avangar de um nivel para outro. Ressalta-se
que, mais do que a maturidade, € o ensino o fator que contribui significativamente para



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 45

esse modelo. A teoria de Van Hiele propde que o desenvolvimento do pensamento em Geo-
metria seja dividido em niveis. A composicao desses niveis se deu por influéncia da teoria
piagetiana, identificando quatro fatores atuantes no processo de desenvolvimento cognitivo:
maturacao, experiéncia com o mundo fisico, experiéncias sociais e equilibracao. Na teoria
de Van Hiele, contudo, atencao maior é dada ao processo de ensino-aprendizagem, sendo
este um meio através do qual o estudante atinge certo nivel de desenvolvimento (SAMPAIO;
ALVES, 2010).

O modelo criado pelo casal van Hiele é sequencial e hierarquico, subdividido em
cinco niveis que descrevem o desenvolvimento da compreensao dos alunos em Geometria
(BRAGA; DORNELES, 2011).

Para Villiers (2010), a distingdo destes cinco niveis de raciocinio € a principal
caracteristica do modelo. Cada nivel envolve a compreenséo e utilizacdo de conceitos
geométricos de uma maneira diferente, o que se reflete na forma de interpreta-los, defini-los,
classifica-los e fazer demonstragdes. Os niveis sdo sequenciais e ordenados de tal forma
que nao se pode pular nenhum. Portanto, hd uma relacao hierarquica entre os cinco niveis,
uma vez que o aluno s6 atinge um nivel superior apds passar por todos os niveis anteriores.

A passagem de um nivel para o seguinte se da pela vivéncia de atividades adequa-
das e ordenadas, passando por cinco fases de aprendizagem. Conclui-se, entdo, que o
progresso de niveis relaciona-se mais com a aprendizagem que com a idade ou a maturagao
do aluno. Para van Hiele, um nivel mais elevado € alcancado a medida que as regras do
nivel precedente tornam-se explicitas, a fim de se obterem novas estruturas. Considera-se
também a maturagao do sujeito durante o processo (NASSER; LOPES, 1996).

“E evidente que o alcance de um nivel é resultado de um processo de
aprendizagem. (...) De qualquer modo, seria um deploravel erro supor que
um nivel é alcangado como resultado de uma maturacao biolégica que
o professor ajuda a influenciar” (HIELE, 1986, p. 65) apud (DOBARRO;
BRITO, 2010, p. 37).

O modelo van Hiele de desenvolvimento do pensamento geométrico pode ser
utilizado para orientar a formag&o assim como para avaliar as habilidades dos alunos.

3.2.1 Os Niveis de Raciocinio

De acordo com o modelo original da Teoria de van Hiele, as pessoas desenvolveriam
0 pensamento geométrico conforme cinco niveis, enumerados de 0 a 4. Respeitando as
criticas dos pesquisadores americanos sobre a relevancia do nivel zero, em 1986, Pierre M.
van Hiele escreveu o livro Structure e insight: a theory of mathematics education, propondo
uma simplificacdo do modelo original, com os niveis enumerados de 1 a 5, descritos em
termos gerais e comportamentais (OLIVEIRA, 2012).
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Segundo Crowley (1996), os niveis de raciocinio podem ser descritos como segue

no Quadro 3.1:

Quadro 3.1 — Niveis de raciocinio da teoria de Van Hiele

Nivel 0

Visualizacao

Neste nivel, os alunos reconhecem as figuras geo-
métricas por sua aparéncia global. Reconhecem tri-
angulos, quadrados, paralelogramos, entre outros,
por sua forma, ndo conseguindo identificar suas
partes ou propriedades. Sao capazes de reproduzir
figuras dadas e aprender um vocabulario geomé-
trico basico.

Nivel 1

Andlise

E onde se inicia a analise dos conceitos geométri-
cos. Neste nivel, os alunos comegam a discernir as
caracteristicas e propriedades das figuras, mas nao
conseguem ainda estabelecer relagdes entre essas
propriedades e nem entendem as definicdes ou vé
inter-relagdes entre figuras.

Nivel 2

Deducao informal

Aqui o aluno comega a estabelecer inter-relagbes
de propriedades dentro de figuras e entre figuras,
deduzindo propriedades e reconhecendo classes
de figuras. Agora, a definicao ja tem significado;
todavia, o aluno ainda nao entende o significado da
dedugédo como um todo ou o papel dos axiomas nas
provas formais.

Nivel 3

Deducao formal

Neste estagio, o aluno analisa e compreende o pro-
cesso dedutivo e as demonstragbes com o0 processo
axiomatico associado. Agora, ele ja consegue cons-
truir demonstragdes e desenvolvé-las de mais de
uma maneira, também faz distingbes entre uma afir-
magao e sua reciproca.

Nivel 4

Rigor

Agora, o aluno ja é capaz de trabalhar em diferentes
sistemas axiomaticos; analisa e compreende geo-
metrias ndo euclidianas. A geometria é entendida
sob um ponto de vista abstrato.

Fonte: (CROWLEY, 1996)

3.2.2 Propriedades da Teoria de van Hiele

Junto com as caracteristicas particulares de cada nivel de raciocinio, faz-se neces-

sario mencionar algumas propriedades globais da teoria de van Hiele. Para Crowley (1996,

p. 4), “essas propriedades sao particularmente significativas para educadores, pois podem

orientar a tomada de decis6es quanto ao ensino”. Sao elas:

1. Sequencial

O aluno deve, necessariamente, passar por todos 0s niveis, uma vez que nao é

possivel atingir um nivel posterior sem dominar os anteriores.
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2. Avanco

A progressao ou nao de um nivel para outro depende mais dos métodos de ensino
e do conteudo do que da idade ou maturagéao biolégica. Nenhum método de ensino
permite ao aluno pular um nivel, alguns acentuam o progresso, mas ha alguns que
retardam.

3. Intrinseco e Extrinseco

Os objetivos implicitos num nivel tornam-se explicitos no nivel seguinte.

4. Linguistica

Cada nivel tem sua propria linguagem e um conjunto de relagées interligando-os.
Assim, uma relagao que € correta em um certo nivel, pode se modificar em outro nivel.

5. Combinagéo inadequada

O professor e o aluno precisam raciocinar em um mesmo nivel, caso contrario, o
aprendizado nao ocorre. Ou seja, professor, material didatico, contetdo e vocabuléario
devem estar compativeis com o nivel do aluno.

3.2.3 Fases de Aprendizagem

Para completar a descricao da teoria, vamos expor a proposta de van Hiele sobre
0S passos que o professor deve seguir para ajudar seus alunos a avancgar nos niveis de
raciocinio. Como ja foi mencionado, os van Hiele afirmam que o progresso ao longo dos
niveis depende mais da instrucédo recebida do que da maturidade do aluno. “Portanto
0 método e a organizacao do curso, assim como o conteludo e o material usados, sao
importantes areas de preocupacao pedagogica” (CROWLEY, 1996, p. 6).

Dessa forma, os van Hiele propuseram uma sequéncia didatica de cinco fases de
aprendizagem: interrogacao informada, orientagao dirigida, explicagao, orientacao livre e
integracdo. As fases néo séo, por conseguinte, associada a um determinado nivel, mas cada
nivel de raciocinio comega com atividades da primeira fase e continua com as atividades
das fases seguintes. No final da quinta fase, os alunos devem ter atingido o préximo nivel
de raciocinio (CROWLEY, 1996).

Para Crowley (1996), as principais caracteristicas das fases de aprendizagem sao:

1. Interrogagéo informada

Professor e aluno conversam e desenvolvem atividades sobre os objetos de estudo
do respectivo nivel. Aqui se introduz o vocabulario especifico do nivel, séo feitas
observacdes e varias perguntas. E uma fase preparatéria para estudos posteriores.
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2. Orientacao dirigida

Atividades sao desenvolvidas para explorarem as caracteristicas de um nivel e isso
deve ser feito com o uso de material selecionado e preparado pelo professor.

3. Explicagao

Agora, o papel do professor é de somente orientar o aluno no uso de uma linguagem
precisa e adequada. Baseando-se em experiéncias anteriores, os alunos revelam
seus pensamentos e modificam seus pontos de vista sobre as estruturas trabalhadas
e observadas.

4. Orientacao livre

Diante de tarefas mais complexas, os alunos procuram solugdes préprias que podem
ser concluidas de maneiras diferentes. Assim, eles ganham experiéncia ao descobrir
sua prépria maneira de resolver tarefas.

5. Integracao

Nesta fase, o0 aluno relé e resume o que foi aprendido, com o objetivo de formar uma
visdo geral da nova rede de objetos e relagdes. Assim, 0 aluno alcanga um novo nivel
de pensamento.

“Agora sao necessarios professores e pesquisadores para se aprimorarem
as fases de aprendizagem, desenvolver materiais baseados no modelo Van
Hiele e implementar o uso desses materiais e essa filosofia no contexto
da sala de aula. O raciocinio geométrico pode ser acessivel a todas as
pessoas” (CROWLEY, 1996, p. 19).

3.3 Testes para Identificacao dos Niveis de Raciocinio

Professores e pesquisadores que trabalham com o modelo van Hiele utilizam testes
para determinar o nivel de raciocinio geométrico dos alunos. Estes testes sdo necessarios
tanto para iniciar um trabalho apoiado no modelo van Hiele, como para avaliar a evolu¢ao
dos alunos.

O teste pode ser oral, que consiste de entrevistas clinicas individuais entre professor
e aluno, ou escrito. Pode ser elaborado com questdes de multipla escolha ou com questdes
de respostas livres. O de multipla escolha, além da facilidade de aplicagdo, apresentam
a vantagem da agilidade na organizagao dos dados. Obviamente, a entrevista individual
€ a que proporciona resultados mais confiaveis sobre o nivel de raciocinio geométrico de
uma pessoa (JAIME; GUTIERREZ, 1990). Porém, este método ndo € muito viavel a nossa
realidade, pois consome muito tempo nao podendo ser aplicado a grupos muito grandes.
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Para Jaime e Gutierrez (1990), em qualquer caso, ao se preparar um questionario
para avaliar o nivel de raciocinio dos alunos, é conveniente seguir algumas normas para
torna-lo o mais confiavel possivel. Sao elas:

1. as atividades devem ser selecionadas de tal forma que os estudantes possam expres-
sar suas ideias e sua forma de raciocinar por meio das respostas;

2. nao se deve confundir o questionario para conhecer o nivel de raciocinio com um
exame tradicional que se trata de avaliar o nivel de conhecimento dos alunos. Para
determinar o nivel de raciocinio, a coisa mais importante ndo é saber se os alunos
responderam de forma certa ou errada, mas como e porque eles responderam assim;

3. mesmo que o professor tenha alguma ideia prévia sobre o nivel de raciocinio dos alu-
nos, para fazer a selecao dos exercicios € conveniente que estes sejam selecionados
de tal forma a cobrir todos os niveis ou, pelo menos, os niveis de 0 a 2, no caso de
alunos de séries menos avangadas.

A busca por testes para definir o nivel de raciocinio em que um aluno se encontra
ajudou na evolugédo do modelo. Inicialmente, van Hiele considerava que a passagem de um
nivel para o seguinte ocorria de forma brusca. Mas, foi notado pelos pesquisadores que,
nas entrevistas, as respostas oscilavam entre dois niveis, levando-os a considerar que a
evolucao dos niveis ocorre de maneira continua conforme retratado na Figura 19.

Figura 19 — Niveis de van Hiele

Nivel 4

: Y Fase 3

Fase 2

Fonte: Jaime e Gutierrez (1990, p. 336)
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De acordo com Jaime e Gutierrez (1990), na pratica, nenhum salto brusco ocorrera
quando vocé terminar de trabalhar em um nivel e comegar o seguinte.

A teoria de Van Hiele considera a linguagem como fator de grande importancia para
0 avanco dos niveis, destacando também a importancia da linguagem empregada pelo
professor em sala de aula de forma a ser compreendido pelos alunos. Van Hiele considera
que os conceitos sdo dindmicos e o processo de aprendizagem € influenciado pelas pessoas
daquele periodo (DOBARRO; BRITO, 2010).

Uma importante contribuicdo para a realizacao de testes para avaliar os niveis de
raciocinio da teoria de van Hiele no Brasil, vem de um projeto da professora Lilian Nasser
do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (SAMPAIO; ALVES,
2010). Testes aplicados por esse projeto, conhecido como Projeto Funddo, em alunos
brasileiros confirmaram que o nivel de aprendizado em geometria € muito baixo.
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Capitulo 4

Aspectos Metodologicos

Neste capitulo, sdo apresentados os aspectos metodoldgicos do estudo: descricao
do tipo de pesquisa, apresentacdo do campo onde a pesquisa decorre, caracterizagao
dos sujeitos e definicdo dos instrumentos e dos procedimentos para analise dos dados da
pesquisa.

Para Neves e Domingues (2007), a metodologia deve ser entendida como um
conjunto de etapas dispostas de forma l6gica que devem ser vencidas na investigacao de
um fenémeno.

4.1 Tipo de Pesquisa

Quanto a forma de abordagem do problema, cuja resposta se deseja buscar e
quanto ao seu objetivo, a referida pesquisa tem um carater qualitativo e exploratério. De
acordo com Neves e Domingues (2007, p. 57), a pesquisa qualitativa “é vista como uma
relagdo entre sujeitos, portanto dialdgica, na qual o pesquisador € uma parte integrante do
processo investigativo”. Cabe destacar que a andlise qualitativa pode ter apoio quantitativo,
contudo geralmente se omite a andlise estatistica ou seu emprego nao é sofisticado.

Nesta mesma dire¢cao, Godoy (1995) afirma que uma pesquisa qualitativa possui
como caracteristica seu carater descritivo, considerando:

“O ambiente como fonte direta dos dados e o pesquisador como instrumento
chave; o processo é o foco principal de abordagem e néo o resultado ou o
produto; a andlise dos dados é realizada de forma intuitiva e indutivamente
pelo pesquisador; ndo requer o uso de técnicas e métodos estatisticos; e,
por fim, tem como preocupagao maior a interpretagao de fenédmenos e a
atribuicao de resultados.”(GODOQY, 1995, p. 58).

Para Gil (2002, p. 41), a pesquisa exploratéria tem por objetivo o esclarecimento
de ideias, que sdo desenvolvidas de forma a proporcionar uma maior familiaridade com o
problema, a fim de melhor explicita-lo, construindo uma visao geral acerca de determinado
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fato, envolvendo levantamento bibliogréafico, entrevistas e analise de exemplos que auxiliem
sua compreensao.

A pesquisa exploratoria é utilizada quando o pesquisador se depara com temas
pouco estudados, o que torna dificil a formulacdo de hipéteses precisas, assumindo, geral-
mente, as formas de pesquisas bibliogréaficas e estudos de caso (GIL, 2002).

4.2 Campo da Pesquisa

A pesquisa ocorreu no Colégio Estadual Baltazar Carneiro localizado no municipio
de Cardoso Moreira no estado do Rio de Janeiro. Criado em Campos dos Goytacazes,
em 06 de setembro de 1918 e transferido para Cardoso Moreira em 1945, seu nome é
uma justa homenagem ao Professor Baltazar Dias Carneiro, poeta e educador da cidade
de Campos. Atualmente, o Colégio conta com boas instalagdes, como biblioteca, sala de
video, sala de jogos, laboratério de informatica, laboratério de ciéncias, quadra de esportes
e auditorio. Funciona em 3 turnos com 494 alunos ao todo. Est4 localizado no centro da
cidade e, por ser a Unica escola que oferece a modalidade de Ensino Médio, atende alunos
de todo o municipio.

A escolha dessa escola como campo de pesquisa se deu pelo fato de ser o local onde
a pesquisadora leciona a disciplina de Matematica, desde 2009, para os niveis Fundamental
e Médio. Presenciando, assim, as dificuldades apresentadas pelos alunos nesta disciplina e,
mais notadamente, em relagdo aos conceitos geométricos. Tendo anseio por proporcionar
a esses alunos experiéncias e atividades significativas e diversificadas que Ihes deem a
oportunidade de intervir ativamente no processo de ensino/aprendizagem.

4.3 Sujeitos da Pesquisa

Partindo do pressuposto que, “a escolha dos informantes ou sujeitos do estudo deve
ser baseada na procura por individuos sociais que tenham uma vinculagéo significativa
com o objeto de estudo” (NEVES; DOMINGUES, 2007, p. 57), os testes e a intervencéao
pedagdgica propostos neste trabalho foram submetidos a alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental, visto que o tema sobre tridngulos é parte integrante do curriculo minimo para
este ano de escolaridade.

A pesquisa foi realizada nas turmas 801 e 802 do Colégio Estadual Baltazar Carneiro
que ocupam, respectivamente, as salas de nimero 1 e 2 do primeiro pavimento no turno da
manha. Na turma 801, estdo matriculados 21 alunos, porém um nao frequenta. Na 802, sdo
17 matriculados com apenas 15 frequentando. Totalizando 35 alunos como sujeitos desta
pesquisa.
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Neste trabalho, cada sujeito da pesquisa foi identificado em ordem alfabética, por
S1 a S35, respectivamente.

4.4 Os Instrumentos da Pesquisa

4.4.1 Teste de van Hiele

O teste de van Hiele (Anexo A) foi elaborado pela equipe do Projeto Fundao (NAS-
SER; SANTANNA, 1997). Consta de 15 questdes, distribuidas em trés blocos, cada um
deles correspondente a um dos niveis de van Hiele. Tem por objetivo investigar o nivel
de pensamento geométrico de cada aluno para que as atividades, a serem preparadas
e aplicadas, estejam em consonancia com este nivel. Relembrando Crowley (1996), as
propriedades da teoria de van Hiele orientam os educadores na tomada de decisdes quanto
ao ensino. Nao é possivel um aluno atingir um nivel posterior sem dominar os anteriores e
a progressao de um nivel para o outro depende dos métodos de ensino. Dai, percebe-se
que sao necessarias vivéncias de atividades adequadas para cada nivel.

O primeiro bloco de questbes pauta-se no nivel basico. Esse nivel caracteriza-se
pela capacidade de identificagcdo, comparacao e nomenclatura de figuras geométricas com
base em sua aparéncia global. Com essas cinco questdes, busca-se verificar as habilidades
dos alunos em identificar, comparar e nomear figuras geométricas.

As questdes de 6 a 10 referem-se ao nivel 1, que tem como caracteristica a analise
dos componentes de uma figura geométrica, o reconhecimento de suas propriedades e o
uso dessas propriedades para resolver problemas.

O terceiro bloco de questdes procura avaliar habilidades pertinentes ao nivel 2,
segundo a teoria de van Hiele. Esse nivel caracteriza-se pelas seguintes capacidades:
percepcao da necessidade de uma definicdo precisa, percepg¢ao de que uma propriedade
pode decorrer de outra; argumentacgao logica informal e ordenagao de classes de figuras
geomeétricas.

4.4.2 Teste sobre Triangulos

O teste sobre triangulos (Apéndice A), elaborado pela autora, consta de 13 questoes,
algumas de multipla escolha e outras de respostas livres, conforme consideragdes de Jaime
e Gutierrez (1990) mencionadas no capitulo 3. Essas questdes abordam os principais
conceitos relativos aos tridngulos. Esse teste aplicado no inicio e reaplicado no fim da
pesquisa, objetiva investigar o conhecimento especifico de cada aluno sobre esse assunto
antes e apos a intervencgao pedagdgica.

Assim como no teste do Projeto Fundao (NASSER; SANTANNA, 1997), as questdes
deste teste abordam os trés primeiros niveis da teoria de van Hiele.
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4.4.3 Atividades

Além dos testes ja citados, propde-se uma intervencao pedagodgica por meio da
aplicagéo de oito atividades sobre triangulos (Apéndice B), focando o uso de materiais mani-
pulaveis e obedecendo as fases de aprendizagem segundo a teoria de van Hiele. O objetivo
principal dessa intervencao pedagogica é favorecer o desenvolvimento de competéncias e
habilidades, promovendo o avanc¢o na aprendizagem dos conceitos sobre tridngulos pelos
sujeitos da pesquisa.

Segundo Crowley (1996, p. 9), “nos escritos de van Hiele esta implicita a nogao
de que seria apresentada as criangas uma variedade ampla de experiéncias geométricas.”
Partindo desse principio, as atividades propostas, neste trabalho, permitirdo aos alunos
experiéncias exploratérias através de pinturas, recortes, varetas, canudinhos, geoplanos,
trabalhos em malhas e outros.

Como relatado no capitulo 3; o progresso, ao longo dos niveis, depende mais da
instrugdo recebida do que da maturidade do aluno. O modelo de pensamento geométrico
e as fases de aprendizagem desenvolvidos pelos van Hiele, além de identificar o nivel
de maturidade geomeétrica dos alunos indicam caminhos para ajuda-los a avangar de um
nivel para outro. Sendo o ensino, o fator que contribui mais significativamente para esse
desenvolvimento (CROWLEY, 1996).

4.5 Os Procedimentos da Pesquisa

A pesquisa foi realizada em quatro momentos:

1. aplicacao do teste de van Hiele;
2. aplicacao do teste sobre triangulos;

3. intervengao pedagégica com atividades sobre os principais conceitos relativos aos
tridangulos;

4. reaplicacdo do teste sobre tridngulos.

A investigacao deu-se a partir das informacdes coletadas no periodo de fevereiro a
abril do ano de 2015. Ao todo, foram 11 encontros com os alunos conforme Quadro 4.1.
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Quadro 4.1 — Cronograma dos encontros com os alunos

Data Tarefa Participantes
12/02 Aplicacao do teste de van Hiele 35 alunos
24/02 Aplicagao do teste sobre triangulos 35 alunos
25/02 Atividade | - Observando formas triangulares 35 alunos
26/02 Atividade Il - Rigidez triangular 35 alunos
05/03 | Atividade Il - Desigualdade triangular e construcao 35 alunos
com régua e compasso
12/03 Atividade IV - Classificagao dos triangulos quanto 35 alunos
aos lados
20/03 Atividade V - Congruéncia de triangulos 35 alunos
26/03 Atividade VI - Soma dos angulos internos 35 alunos
09/04 | Atividade VII - Classificagao dos triangulos quanto 35 alunos
aos angulos
16/04 | Atividade VIII - Angulos externos de um triangulo 35 alunos
30/04 Reaplicagéo do teste sobre triangulos 35 alunos
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Capitulo 5

Sequéncia Didatica Aplicada em Sala de
Aula

Este capitulo descreve a implementagdo da sequéncia didatica constituida pelos
testes e pela intervengao pedagdgica com atividades sobre tridngulos baseados na teoria
de van Hiele.

5.1 Aplicacao do Teste de van Hiele

Neste item, é descrita e analisada a aplicagao do teste de van Hiele, cujo objetivo é:

* investigar o nivel de pensamento geométrico de cada aluno de acordo com a teoria
de van Hiele.

A aplicagao desse instrumento ocorreu no dia 10/02/2015 com a participacao dos 35
sujeitos da pesquisa. Inicialmente, os alunos ficaram apreensivos em saber que fariam um
teste, mas apds a explanacao do objetivo deste, sentiram-se mais seguros e a aplicagao
transcorreu sem problemas.

E apresentada, a seguir, uma andlise das respostas dos alunos para cada questao:
Questao 1

Apenas dezenove alunos acertaram a questao, identificando como triangulos as
figuras B, C e E. Cinco alunos assinalaram as figuras B, D e E, possivelmente, eles tenham
considerado apenas a aparéncia global dessas figuras e tenham sido levados a assinalar a
figura D, porque apresenta um angulo nitidamente agudo, como, provavelmente, muitas das
representacdes de tridngulos que conhecem (Figura 20). Usando esse mesmo raciocinio,
onze alunos assinalaram apenas as figuras B e E, nao identificando a figura C como
tridngulo, talvez porque tenha um angulo obtuso (Figura 21). Nenhum aluno considerou a
figura A como tridngulo.
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Figura 20 — Resposta do sujeito S5 para a questdo 1 do teste de van Hiele.

1- Assinale o(s) tﬂdﬂgulﬂ(ﬂ; ~

Fonte: Elaboragéo propria

Figura 21 — Resposta do sujeito S4 para a questdo 1 do teste de van Hiele.

- Assinale o(s) triangulo(s):
<5 N e C /2\ “\

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 2

Vinte e um alunos assinalaram as duas opg¢des corretas. Onze marcaram apenas a
figura identificada pela letra R como sendo um quadrado, desconsiderando a figura T, que
nao estava com os lados paralelos as bordas da folha, conforme mostra a Figura 22. Os
demais alunos assinalaram as figuras R e S.

Figura 22 — Resposta do sujeito S33 para a questédo 2 do teste de van Hiele.

2- Assinale o(s) quadrado(s):

=) e T
et ir\ xl | |

Fonte: Elaboragao prépria

E valido destacar que nenhum aluno assinalou as figuras P ou Q, mostrando que
distinguem de forma clara circulos e triangulos de quadrados.

Questao 3

Nessa questao, ocorreu 0 mesmo fato que havia acontecido na questao anterior.
Alguns alunos s6 consideraram como retangulo a figura U por terem lados paralelos as
bordas da folha. Vinte e dois alunos acertaram a questao, pois assinalaram as figuras U e .
Os demais consideraram o paralelogramo ou o trapézio como retangulo.

A resposta de um aluno foi bem curiosa, reproduzida na Figura 23, pois este consi-
derou todos os quadrilateros (figuras U, V, X e Y) como sendo retangulos.
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Figura 23 — Resposta do sujeito S3 para a questédo 3 do teste de van Hiele.

/

3- Assinale o(s) retangulo(s):

] B\ A7

Fonte: Elaboragéo propria

Questao 4

Somente treze alunos acertaram a questao. A maioria assinalou apenas a figura A,
nao considerando a figura D como paralelogramo, outros assinalaram somente a figura C e,
alguns assinalaram todos os quadrilateros como sendo paralelogramos, como ilustrado na
Figura 24 . Nenhum aluno assinalou o circulo ou o triangulo.

Figura 24 — Resposta do sujeito S32 para a questao 4 do teste de van Hiele.

4- Assinale o(s) paralelogramo(s):

Fonte: Elaboragao propria

Questao 5

Nesta questao, onze alunos acertaram os pares de retas paralelas, pois marcaram
as figuras A e C. Seis alunos marcaram as retas da figura E, confundindo os conceitos de
paralelismo e perpendicularismo como mostrado na Figura 25.

Figura 25 — Resposta do sujeito S10 para a questao 5 do teste de van Hiele.

5- Assinale os pares de retas paralelas:
_. B 2 o
e X0 —

Fonte: Elaboragao propria

Os demais sujeitos da pesquisa erraram por terem considerado como paralelas as
retas das figuras A, C e D, pois entendem que retas paralelas sdo aquelas que nao se
cruzam, esquecendo-se, porém, de que o desenho D representa apenas parte das retas
que, prolongadas, cruzar-se-iam.
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Questao 6

Apenas quatro alunos acertaram completamente a questdao, marcando como alter-
nativas corretas as letras A, B e C. Os demais consideraram apenas uma ou duas entre as

alternativas corretas.
Questao 7

Cinco alunos néo escreveram nenhuma propriedade. Trinta alunos escreveram que
0s quadrados possuem lados iguais; alguns destes colocaram apenas mais uma propriedade
e apenas quatro alunos escreveram de forma correta trés propriedades como era pedido
(Figura 26).

Figura 26 — Resposta do sujeito S13 para a questdo 7 do teste de van Hiele.

7- Dé 3 propriedades dos quadrados:

B O A L e L A e e

2" AR e e |-u-u-|-:|-u|nt_l--u-

:,&' PR, S T P R T B sidvaEass asTas ey

Fonte: Elaboragéo propria

Questao 8

Dos trinta e cinco sujeitos da pesquisa, apenas oito acertaram a questao. Entre os
que erraram, alguns assinalaram mais de uma opgao, porém o enunciado é bem claro ao
pedir para assinalar “a alternativa verdadeira”; outros, induzidos pela imagem, assinalaram
a opc¢ao D a qual afirmava que os trés angulos tém a mesma medida.

Questao 9

Nenhum aluno escreveu de forma correta trés propriedades dos paralelogramos.
Muitos deixaram essa questao em branco e entre os que tentaram responder observou-se
um vocabulario geométrico muito restrito como visto na Figura 27.

Figura 27 — Resposta do sujeito S2 para a questédo 8 do teste de van Hiele.

9-Dé 3 propriedades dos paralelogramos:
l‘l‘l\l:‘?!l;-.b'h--.i-l...--'l_l-ihtll-o'II-ln.-'-'-'--ill-'l!l"'l-l-ll-l‘-l-r!-li'qu!illl‘l-l-l-
2" ............................. .u.--...u.--uu.uuu-uuo ----- CIELERT S it

- A ¥
B e A e T e T PP T e T Rttt e L e

Fonte: Elaboragao propria

Questao 10

A Figura 28 reproduz a resposta do Unico aluno que acertou a questao. Dez alunos
desenharam paralelogramos ou trapézios, porém nao souberam nomear estes quadrilateros.



Capitulo 5. Sequéncia Didatica Aplicada em Sala de Aula 60

Os demais sujeitos da pesquisa deixaram a questdao em branco.

Figura 28 — Resposta do sujeito S5 para a questao 10 do teste de van Hiele.

10-D2 um exemplo de um quadrildtero cujas diagonais ndo tém o
mesmo comprimento. Desenhe este quadrildtero.

1y
J

Lonokdgyuom—o

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 11

Nenhum dos sujeitos da pesquisa acertou a questdo, pois nao identificaram o
quadrado como retangulo, conforme Figura 29. Esse fato pode ser observado nas questdes
6 e 7, pois os alunos que responderam corretamente a questao 6 erraram a questdo 7, ou
seja, ndo perceberam que todas as propriedades dos retangulos sédo validas, também, para
0s quadrados.

Figura 29 — Resposta do sujeito S9 para a questdo 11 do teste de van Hiele.

11- Assinale a(s) figura(s) que pode(m) ser considerada(s) retangulos:

B ) F7 Z

Fonte: Elaboragao propria

Questao 12

Em relagédo a essa questao, somente trés alunos responderam corretamente aos
trés itens. O sujeito S13 respondeu que nao se pode afirmar que ABCD é um quadrado
porque “um retangulo também tem angulos iguais”. Outros doze sujeitos da pesquisa
responderam corretamente apenas ao item “a”, sem justificar o item “b”, nem souberam
classificar o quadrilatero no item “c”. Dez alunos responderam “sim” ao item “a” e os demais
nao responderam a nenhum item.

Questdo 13

Dez alunos n&o responderam essa questao. Dezoito alunos responderam “nao” e
os demais responderam “sim”, porém apenas um aluno apresentou justificativa coerente,
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mesmo assim, usando um vocabulario muito restrito, o que pode ser observado na Figura
30.

Figura 30 — Resposta do sujeito S26 para a questao 13 do teste de van Hiele.

13- Pode-se afirmar que todo retingulo é também um paralelogramo?
seae it ele b s rnenssnasansunsssanses POF QUET TR0 pelen i ucbebO e et siiidlimbunes fedibinites

Fonte: Elaboragéo propria

Questao 14

Apenas cinco alunos assinalaram a opgao correta. Os demais marcaram de forma
aleatéria qualquer uma das op¢oes apenas para que a questdao nao ficasse em branco,

conforme Figura 31.

Figura 31 — Resposta do sujeito S3 para a questdo 14 do teste de van Hiele.

14- Considere as afirmativas;
(D) A figura X é um retangulo,
(1) A figura X é um triangulo.
Assinale a afirmativa verdadeira;
(a) Se I é verdadeira, entio Ii é verdadeira.
(b) Se 1 & falsa, entdo 11 é verdadeira.
& 1 e I ndo podem ser ambas verdadeiras.
(d) 1 e II ndo podem ser ambas falsas,
{e) Se I ¢ falsa, entdo I é verdadeira.

Fonte: Elaboragao propria

Questao 15

Foi observado que, nessa ultima questao, ocorreu 0 mesmo fato descrito na questao
anterior. Alguns alunos assinalaram de forma aleatéria qualquer alternativa. Apenas dois
sujeitos da pesquisa acertaram, como mostra a Figura 32.

Figura 32 — Resposta do sujeito S29 para a questao 15 do teste de van Hiele.

15- Assinale a afirmativa que relaciona corretamente as propriedades
dos retangulos e dos quadrados;
(a) Qualquer propriedade dos quadrados é também vilida para os
retangulos.
(b) Uma propriedade dos quadrados nunca & propriedade dos retin-
. _gulos,
Qualquer propriedade dos retangulos & também vilida para os
quadrados.
{d) Uma propriedade dos reténgulos nunca é propriedade dos qua-
drados
(e) Nenhuma das afirmativas anteriores,

Fonte: Elaboragéo propria
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5.1.1 Conclusoes da Aplicacao do Teste de van Hiele

A verificacdo do nivel de pensamento geométrico de cada aluno é apresentado
no Quadro 5.1, considerando que o sujeito da pesquisa tenha que acertar a maioria das
questdes de cada bloco para atingir o referido nivel.

Quadro 5.1 — Nivel de pensamento geométrico dos sujeitos da pesquisa segundo o teste

de van Hiele
Questdes/{1 |2 |3 |4 |5 (6 |7 |8 |9 |10 11| 12| 13| 14| 15| Nivel
Sujeitos
ST -l X X X X |- X |- |- |- |- ]1-1]1-/1-1-160
S2 - x X X |- - - Ix |- |- |- |- 1-1-1-10
S3 X |- |- | X |xX |- |- |X |- |- |- |- /- |x |- 10
S4 - - e e X X e e e XX e
S5 S I I S AT A B -l x |- - - e
S6 X |x [- |- T e e N Y S A N A
S7 -olx [ x |- - e e e e
S8 X |- |x |- |[x |- |- 1-1-1-1-1/1-1-|x1]1- 160
S9 X [x | x |x (- |- |- |- 1-1- /|- 1|x1|1-1-1- 10
S10 X | X |- |- |- |- |- "1-1-1-1-"|1-1- /|- /|-
S11 - | x | x | X X |- |x |- |- |- |- 1-1-1]- 10
S12 -l x [x |- - - - S N R R N AR
S13 X [ X |X | X |[xX [- |x |- |- |- |- |/x1]1-1]1-1-160
S14 X | X | X | X [XxX |- - x| - - - - - - - 0
S15 X | X [ X |- |- |- |- |[x |- 1-1-1-/1-1-1-10
S16 X |- |- |- |- |- |- |- 1-1-1- /|- 1- |x |-
S17 X X |- |[x |- |- |xX |- (- |- |- |- 1-1-10
S18 X [ X |- | X [ X |- |- |- |- |- |- 1-/1-1-1-10
S19 X |- [x |- |- |- |- |- 1-1-"/1-1-1- /(- /|-
S20 - x| X |- X |- |- |- |- 1-1-1-1-1-10
S21 X | x | x |- - - - - - - - - - - -
S22 S R I G N A N I I A A A A AT A
S23 X |- | X |- |[X |- |X |- |- |- |- |-1-1-1-160
S24 e e e T e e e e e N N R e e
S25 X [ X | X |- |- |- |- |- |- 1-"|1-1-1-1-1-10
S26 X [ X |X |[x |- |[x |- |- |- 1- |- /- |x1]-1-10
S27 e N R N A e N A A N N R e
S28 X |- |- |- |- |- |- 1-1-1-1-/1-1-/1-/1-
S29 X [x |- |x (- |- |x |[x |- |- |- 1-1-1-1]1x 10
S30 - X X X X |- - - - I x |0
S31 e I G B e N B I A A A A AT A
S32 X |x |- |- |- |- |- |- |- 1|1- /- 1-/1- /|-
S33 S R A BT A N I IR A A A A AT I G
S34 -l xX X X I x |- |- Ix |- |- |- ]1-1]1-/1-1-10
S35 S I O I O e N e R e R

Fonte: Elaboragao proépria
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Quadro 5.2 — Legenda do Quadro 5.1

X Indica que o aluno acertou a questao.
- Indica que o aluno errou a questao.
0 Indica que o aluno atingiu o nivel 0 (basico).
1 Indica que o aluno atingiu o nivel 1.
2 Indica que o aluno atingiu o nivel 2.
Indica que o aluno ndo atingiu nenhum dos niveis.

Fonte: Elaboragao prépria

Conforme foi dito anteriormente, o objetivo da aplicacao do teste de van Hiele era
investigar em que nivel de pensamento geométrico os sujeitos da pesquisa se encontravam.
O resultado obtido mostra que, dos 35 sujeitos, 17 deles ndo atingiram nem mesmo o nivel
0 (basico), 18 alunos atingiram o nivel 0 (basico) e nenhum atingiu o nivel 1 ou o nivel 2.

E valido observar que, por vezes, um aluno pode estar situado em um determinado
nivel na aprendizagem dos conceitos geométricos segundo a teoria de van Hiele, mas
domina algumas habilidades do nivel seguinte, ou seja, as respostas no teste podem oscilar
entre dois niveis. Isso foi constatado por Jaime e Gutierrez (1990) e retratado na Figura 19
do capitulo 3.

5.2 Aplicacao do Teste sobre Triangulos

Neste item, é descrita e analisada a aplicagao do teste sobre tridngulos, cujo objetivo

* investigar o conhecimento geométrico de cada aluno em relacdo aos conceitos sobre
triangulos.

A aplicacéao desse instrumento aconteceu no dia 24/02/2015 com a participacao dos
35 sujeitos da pesquisa.

A seguir, apresenta-se a analise das respostas dos alunos para cada uma das
questodes.

Questao 1

Oito alunos nao responderam a questao, dizendo nao saber o que era forma geomé-
trica. Todos os outros acertaram, pois identificaram o triangulo como a forma geométrica
que aparece em maior quantidade na obra.

Questao 2

Nessa questdo, os tridngulos nao foram apresentados como figuras isoladas, mas
estavam “"dentro” de outras figuras planas.
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Apenas dois alunos acertaram a questao, pois identificaram 13 tridngulos. Um aluno
identificou 12 triangulos, apenas deixou de perceber que ha um triangulo que é formado
por outros tridngulos. Vinte e dois alunos encontraram menos de 13 tridngulos e dez
identificaram mais de 13 tridngulos, possivelmente tentaram criar novos triangulos a partir
das figuras apresentadas.

Questao 3

Os alunos apresentaram muita dificuldade nessa questao. Inicialmente, mostraram-
se inseguros sobre quais pontos escolher. Depois, tracaram os lados do tridngulo a mao
livre, ndo formando segmentos de reta, conforme apresentado na Figura 33 e, por fim, ndo
perceberam que sé é possivel desenhar um tridngulo se os pontos escolhidos nao forem
colineares. Nenhum sujeito da pesquisa acertou a questéo.

Figura 33 — Resposta do sujeito S4 para a questao 3 do teste sobre tridngulos.

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 4

Apenas um aluno acertou completamente a questdo, pois afirmou nao existir o
tridangulo (Figura 34). Quatro alunos ndo responderam. Dez afirmaram existir o triangulo,
mas ndo justificaram. Entre os vinte alunos restantes, dez destes responderam n&o existir o
tridngulo, pois “os lados devem ser iguais” e os outros dez alunos, também, responderam
nao existir o tridngulo, pois este deveria ter “dois lados iguais e um diferente”.

Figura 34 — Resposta do sujeito S13 para a questdo 4 do teste sobre triangulos.

o

4. Pode existir ym tridngule com lados medindo 8 cm, 4 em & 3 em? Por qué? |
k .1:-7 L - h . L i - .

F B
} i £yl o t .l . - A

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 5

Catorze alunos nao responderam a questao. Do restante, cinco erraram por terem
escrito que triangulos “tem trés lados iguais”, alguns alunos escreveram apenas “tem trés
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lados” e dois alunos responderam: “possuem trés lados e trés angulos internos”.

Observa-se que nenhum aluno atingiu o objetivo da questao e, também, mostraram
um vocabulario geométrico muito restrito.

Questao 6

Doze alunos nao responderam a questao. Quinze alunos escreveram que a ca-
racteristica comum entre os tridngulos apresentados é que “tem trés lados” e somente o
restante dos sujeitos da pesquisa perceberam que os lados dos tridngulos tém medidas
iguais, conforme mostra a Figura 35.

Figura 35 — Resposta do sujeito S21 para a questdo 6 do teste sobre triangulos.

Cite uma caracteristica comum a todos esses triangulos.

Fonte: Elaboragao prépria

Nenhum dos sujeitos da pesquisa ressaltou como caracteristica comum que os
angulos internos tém medidas iguais.

Questao 7

Apenas trés alunos acertaram a questao: dois afirmaram que os tridngulos sdo equi-
lateros (Figura 36) e um escreveu que sao isésceles. Vinte ndo responderam e os demais
escreveram palavras sem sentido como, por exemplo: “perimetro”, “palitos”, “angulos”, etc.

Figura 36 — Resposta do sujeito S2 para a questao 7 do teste sobre triangulos.

g Como_ essgs tridngulos s&o classificados em relag&o as medidas de seus lados?

."'\II': 5

!

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 8

Os alunos ficaram muito incomodados com essa questao; pois, segundo eles, era
impossivel de ser respondida ja que ndo havia nenhuma medida dos angulos. Dessa forma,
vinte e sete alunos nao responderam. Entre os que tentaram responder, dois escreveram
que cada angulo mede 90 °, um respondeu que mede 70° e, apenas dois alunos escreve-
ram corretamente que os angulos medem 60 ° cada. Porém, nenhum sujeito da pesquisa
classificou os triangulos em relagao aos angulos, ou seja, nenhum deles atingiu o objetivo
da questao.
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Questao 9

Onze alunos responderam corretamente que os lados do triangulo medem 25 cm
cada. Dois alunos escreveram que o triangulo possui dois lados medindo 30 cm e um
lado de medida 15 cm, conforme mostra a Figura 37. Os demais alunos nao souberam

responder.

Figura 37 — Resposta do sujeito S2 para a questao 9 do teste sobre tridngulos.

_Se o perimetro de um tridngulo equilatero & de 75 cm, quanto mede cada Iapg‘?
) - g lis / -

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 10

Nessa questédo, o aluno precisava conhecer a definicdo de tridngulos isésceles e
resolver a equacgao formada. Apenas dois alunos acertaram completamente a questao
(Figura 38). Onze tentaram resolver mas erraram ou na montagem da equagédo ou na
resolucdo da mesma. Vinte e dois ndo resolveram.

Figura 38 — Resposta do sujeito S8 para a questdo 10 do teste sobre triangulos.

T = ]

)

B

Fonte: Elaboragéo proépria

Questao 11

Vinte e dois alunos nao responderam a questdo. Apenas cinco responderam correta-
mente o valor do angulo; mas, ao justificarem, como encontraram o valor usaram frases
muito vagas do tipo: “Fazendo as contas”, “Escrevendo e resolvendo a equagao”, como pode
ser observado na Figura 39. Os demais sujeitos da pesquisa atribuiram valores quaisquer

para o angulo como, por exemplo: 34°, 90°, 124 °, etc.
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Figura 39 — Resposta do sujeito S14 para a questdo 11 do teste sobre tridngulos.

Fonte: Elaboragéo proépria

Questao 12

Seis alunos acertaram a questdo como pode ser observado na Figura 40 e os

demais sujeitos da pesquisa nao responderam.

Figura 40 — Resposta do sujeito S27 para a questao 12 do teste sobre tridngulos.

Fonte: Elaboragao prépria

Questao 13

Apenas trés alunos acertaram o valor da medida do segmento, porém nenhum deles
conseguiu identificar o caso que garantia a congruéncia dos triangulos. Todos os demais
alunos nao responderam a questao. Dessa forma, nenhum sujeito da pesquisa atingiu o

objetivo da mesma.

5.2.1 Conclusoes da Aplicacao do Teste sobre Tridngulos

Apds a analise dos dados sobre a aplicacao desse teste, percebe-se que os sujei-
tos da pesquisa mostraram interesse em resolver as questdes, mas apresentaram muita
dificuldade na resolugéo destas.
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Como o objetivo desse instrumento era investigar o conhecimento geométrico de
cada aluno em relagao aos conceitos sobre tridngulos; conclui-se que o conhecimento
destes é muito baixo para esse tdpico.

Uma analise mais aprofundada sera realizada apds o término da pesquisa, depois
da reaplicacdo desse mesmo teste, pois a comparagao entre os dois resultados sera
imprescindivel para concluir se houve avanco na aprendizagem sobre tridngulos, a luz da
teoria de van Hiele.

5.3 Intervencao Pedagogica

Apos a aplicagéo do teste de van Hiele e do teste sobre tridngulos, foi realizada uma
intervencao pedagoégica com atividades que favoregam o desenvolvimento de habilidades
e competéncias, buscando promover 0 avango na aprendizagem dos conceitos sobre
tridngulos pelos sujeitos da pesquisa. Tais atividades estdo em consonancia com as fases
de aprendizagem propostas por van Hiele, pois, segundo ele, o aluno precisa ser estimulado
por determinadas atividades que propiciem esta aprendizagem. As referidas fases de
aprendizagem sao passos que o professor deve seguir para garantir a aprendizagem
(CROWLEY, 1996).

Foram realizados 8 encontros que duraram em média 90 minutos cada. E importante
ressaltar que em todas as atividades desenvolvidas buscou-se priorizar o uso de materiais
manipulaveis com o objetivo de tornar o trabalho mais dindmico e a aprendizagem mais
significativa.

5.3.1 Atividade I - Observando formas triangulares

A sequir, é descrita e analisada a aplicacao da Atividade |. Esta atividade se enquadra
na primeira fase de aprendizagem da Teoria de van Hiele (Interrogagéo informada). Como
os resultados da aplicagdo do teste de van Hiele mostraram que muitos alunos ndo haviam
atingido nem mesmo o nivel basico (visualizagao), esta primeira atividade tem como objetivo:

» desenvolver no educando a capacidade de percepgao, visualizagdo e reconhecimento
de triangulos.

Segundo Janela (2012, p.36), “a percepgcao humana € muito visual, por isso o
recurso a aspectos visuais e representagdes em tarefas matematicas € natural e é uma
parte integrante do desenvolvimento dessas tarefas”.

Inicialmente, os alunos foram convidados a observar imagens de diferentes obras
de arte, retratadas na Figura 41. Por meio de indagacdes feitas pela professora, os alunos
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concluiram que em todas as obras de arte observavam a presencga de triangulos. Ainda,
destacaram semelhancas e diferengas entre os triangulos visualizados.

Figura 41 — Imagens de obras de arte.

Fonte: Elaboragéo prépria

Em seguida, receberam em papel colorido a reproducao de um tangram, recortaram
suas pegas e a partir delas criaram desenhos variados, montando diversos painéis como
o apresentado na Figura 42. Nao era dificil perceber que a forma geométrica que mais se
destacava nos painéis eram os triangulos, uma vez que, das sete pecas do tangram, cinco
sdo tridngulos.

Figura 42 — Alunos montando figuras com as pegas do tangram.

Fonte: Elaboragéo propria
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Para encerrar o encontro, os alunos foram desafiados a fazer suas préprias obras de
arte. Foi um momento muito divertido, em que cada aluno pode expressar sua criatividade e
imaginagao. Alguns desses desenhos estao reproduzidos na Figura 43.

Figura 43 — Pinturas feitas pelos alunos.

Fonte: Elaboragao prépria

5.3.2 Atividade II - Rigidez triangular

Este item descreve e analisa a aplicagcédo da Atividade I, que tem como objetivo:

« facilitar a percepg¢éo do fato que o tridngulo é o unico poligono que tem rigidez e que
as inumeras aplicagdes praticas dessa forma geométrica se deve a esta propriedade.

Esta atividade estd em consonéncia com as duas primeiras fases de aprendizagem
da teoria de van Hiele: interrogagéo informada e orientacao dirigida.

Com a supervisao e orientacao da professora, os alunos usaram palitos de sorvete
e percevejos e construiram poligonos variados: tridngulos, quadrilateros, pentagonos, etc.
Pressionando os vértices desses poligonos, 0s sujeitos da pesquisa perceberam que com
excegao do triangulo, todos os demais poligonos sdo deformaveis, nao tém rigidez. O
poligono de quatro lados pode ser um quadrado que se transforma num losango. O de cinco
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lados pode ser um pentagono regular, que se torna nao regular e depois pode ficar ndo
convexo (Figura 44).

Figura 44 — Poligonos construidos com palitos.

Fonte: Elaboragao propria

A rigidez do tridngulo de palitos tem a ver com a propriedade: os trés lados de-
terminam um triangulo. Ao passo que um poligono com quatro lados ou mais nao fica
determinado apenas pelos seus lados.

Usando esse material simples, foi possivel explorar muitas ideias interessantes.
Os alunos ficaram muito empolgados e acharam a aula muito divertida, o que reforga a
afirmacao de Pais (2006) que o uso de material concreto propicia aulas mais dinamicas.

Na questédo 2, os alunos foram desafiados a observar imagens de diferentes objetos
e construgdes e concluiram que, em todas as imagens, o tridngulo estava sendo usado para
garantir estabilidade. Todas as observacdes e conclusdes eram registradas nas folhas de
tarefas.

E, em seguida, usando a camera do celular, capturaram imagens de triangulos em
construcdes diversas. Algumas das fotos estdo reproduzidas na Figura 45. Nessa etapa da
intervencao pedagdgica, os alunos ja identificam triangulos e reconhecem sua aplicabilidade
para sustentacdo em virtude da rigidez que apresentam.
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Figura 45 — Fotos tiradas pelos alunos.
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Fonte: Elaboragéao propria

5.3.3 Atividade III - Desigualdade triangular e construgao com régua e

compasso

Este item descreve e analisa a aplicagao da Atividade Ill, que tem como objetivo:
* levar o aluno a descobrir a condi¢cao de existéncia de um triangulo.

Esta atividade se enquadra na terceira fase de aprendizagem da teoria de van
Hiele (Explicagao); pois, seguindo Crowley (1996), nessa fase o papel do professor € de
somente orientar os alunos. Estes, baseando-se em experiéncias anteriores, revelam seus
pensamentos e modificam seus pontos de vista.

Os alunos foram dispostos em grupos e receberam os palitos de churrasco com
tamanhos determinados como descritos na questao 1 da folha de tarefas. Por meio de uma
conversa entre professora e alunos, estes expressaram que em todas as tentativas seria
possivel construir os triangulos.

Iniciaram as constru¢des usando os palitos e massa de modelar, conforme Figura
46 e, ficaram curiosos ao perceberem que nem sempre era possivel formar o tridngulo
desejado. Comecaram a perceber que havia uma relacédo entre os lados de um triangulo,
mas nao a conseguiam identificar. Todas essas observacado eram registradas na folha de
tarefas.

Apébs essas construgdes, os alunos foram orientados a completarem a tabela re-
presentada na Figura 47; na qual, as medidas a, b e ¢ sdo os comprimentos dos lados
dos triangulos. A linguagem simbdlica comega a ser usada, porém, observa-se uma certa
resisténcia por parte dos alunos.
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Figura 46 — Tridngulos construidos com palitos e massa de modelar.

—

Fonte: Elaboragéo propria

Figura 47 — Relagéo entre os lados de um tridngulo.

FORMA
TRIANGULO
TENTATIVA LADO b+c LADO | a+c LADO at+b SiM NAO
a b C
1&
2&
3&

4&

Fonte: Elaboragéo propria

Apéds a observagdo dos dados da tabela, os alunos concluiram a condi¢cao de
existéncia de um tridngulo (Figura 48).

Figura 48 — Conclusdes do sujeito S1 sobre a condi¢ao de existéncia de um triangulo.

&) Apds completar esta tabela, podemos observar que existe uma relagdo entre as medidas dos
lados para que seja possivel a construgio de um tridngulo. Qual & esta relagio?

. 99, QO VoD Qup, Ou RO e

3 W) Jodi ol drip

Fonte: Elaboragéao propria

Em seguida, foi proposta a construgao de tridngulos, usando régua e compasso numa
tentativa de dar subsidios aos alunos para a compreensao das condi¢des que determinam
a existéncia de um triangulo: a relagao entre as medidas dos lados. As instru¢cdes da folha
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de tarefas deveriam ser seguidas, tais como estdo descritas abaixo:

Desenhe uma reta r qualquer e, sobre ela, marque o ponto A. Com a ponta-seca do
compasso em A e abertura igual @ medida de AB, trace um arco e marque o ponto B
sobre aretar.

Com a ponta-seca do compasso no ponto B e abertura igual & medida de BC, trace
um arco.

Com a ponta-seca do compasso em A e abertura igual a medida de AC, trace um
arco intersectando o primeiro arco tragado e marque o ponto C.

Tracando os segmentos AB, BC' e AC, construimos o triangulo ABC.

Como era a primeira vez que os alunos usavam o compasso, tiveram muita dificul-

dade na construcéo do primeiro triangulo. Mas, a partir da segunda construcédo, a maioria

conseguiu desenhar os triangulos sem ajuda. A Figura 49 mostra um triangulo construido

por uma aluna.

Figura 49 — Tridngulo desenhado pelo sujeito S23.

¥
|

Fonte: Elaboragéao propria

5.3.4 Atividade IV - Classificacao dos tridangulos quanto aos lados

Este item descreve e analisa a aplicagao da Atividade IV, cujos objetivos sao:

construir triangulos no geoplano;
sistematizar a classificagdo dos triangulos em relacdo as medidas de seus lados;
construir o conceito de perimetro de um triangulo;

calcular o perimetro de um tridngulo.



Capitulo 5. Sequéncia Didatica Aplicada em Sala de Aula 75

Assim como a anterior, esta atividade refere-se a fase de explicacao da teoria de

van Hiele.

Inicialmente, os alunos se organizaram em quatro grupos e, usando os geoplanos
quadrangular e triangular, construiram diferentes tipos de triangulos, conforme Figura 50.

Figura 50 — Alunos construindo triangulos no geoplano.

Fonte: Elaboragéao propria

Como dito anteriormente, o geoplano é um material didatico concreto que possibilita
aos alunos uma melhor visualizacdo das formas de figuras planas, como também auxilia
nos calculos de areas e de perimetros de diversos tipos de poligonos, permitindo uma
participacado ativa dos alunos (COSTA; PEREIRA; MAFRA, 2011).

Ao visualizar os triangulos construidos, os alunos puderam perceber que nem todos
eram iguais. Dessa forma, poderiam separa-los em grupos de acordo com as caracteristicas
comuns e, assim, poderiam classifica-los. Usando régua, mediram os lados de cada triangulo
e identificaram os trés casos que podem ocorrer em relagcao as medidas dos lados de um
triangulo. As observacgdes iam sendo registradas na folha de tarefas na qual, também,
constava a definicdo abaixo.

Um triangulo ABC' é denominado:

« equilatero, se AB = AC' = BC};

« isésceles, se ao menos dois dentre AB, AC, BC forem iguais;
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 escaleno, se AB # AC' # BC' # AB;

Apos ser-lhes apresentada a definicao de perimetro, os alunos completaram a tabela
com os valores do perimetro de cada tridngulo construido inicialmente nos geoplanos. Em
seguida, realizaram as demais atividades da folha de tarefas. Dada a sua importancia,
nesse momento, é retomada a construgao com régua e compasso pois, segundo Putnoki
(2013, p. 369), nao podemos abrir “mao de ferramentas cujo alcance didatico é inesgotavel”

5.3.5 Atividade V - Congruéncia de triangulos

Este item descreve e analisa a aplicagao da Atividade V. Esta atividade esta de
acordo com a quarta fase de aprendizagem segundo a teoria de van Hiele (Orientagéo livre).
Nesse momento, diante de tarefas mais complexas, os alunos procuram solucdes préprias
que podem ser concluidas de maneiras diferentes. Assim, eles ganham experiéncia ao
descobrir sua propria maneira de resolver tarefas (CROWLEY, 1996). Os objetivos desta
atividade sao:

« comprovar a congruéncia de triangulos em situagdes do mundo fisico;
* perceber quando dois triangulos sao congruentes;

* identificar os casos de congruéncia de tridngulos.

Em geral, os alunos apresentam muita dificuldade na compreensao dos casos de
congruéncia e na sua aplicagdo para resolver os exercicios que exijam justificativas e
demonstracdes. Essas dificuldades podem ser explicadas pelo fato de que este tipo de
exercicio exige raciocinio no nivel 3 de van Hiele (Deducao formal), enquanto a maioria dos
alunos do 8° ano atingiu, no maximo, o nivel 1 (Analise)(NASSER; LOPES, 1996).

Dessa forma, as demonstracdes envolvendo os casos de congruéncia serao evitadas
nessa abordagem. Assim, a definicdo de congruéncia e a conclusao sobre os casos de
congruéncia nos tridngulos serdo trabalhadas através da justaposicao de figuras e com
auxilio de régua e transferidor para a medicao de lados e angulos.

Ao iniciar a aula, os alunos receberam as folhas de tarefas e, seguindo as instrucoes
descritas, construiram o tangram (Figura 51).

» Construa um quadrado de lado 15¢m e nomeie seus vértices (ABC D);
« trace a diagonal AB;
* marque o ponto médio nessa diagonal e o nomeie (ponto médio O);

« trace uma perpendicular a D B, passando pelos pontos O e A;
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« marque os pontos médios de DO (ponto médio M) e de OB (ponto médio N);
« marque os pontos médios de DC (ponto médio P) e de C'B (ponto médio Q);

« trace 0 segmento P(), marque o seu ponto médio e o nomeie (ponto médio R);

« trace os segmentos PM, OR e NR.

Figura 51 — Tangram.

B Q C
o R
0 P
M
o D

Fonte: Elaboracgao prépria

Recortando as pecas e fazendo a sobreposicdo das mesmas, responderam aos
itens da questao 1 proposta nas folhas de tarefas.

Em seguida, os alunos usaram régua e transferidor e fizeram as medi¢coes dos lados
e angulos dos triangulos ABC e DEF, completando as tabelas conforme reproduzidas na
Figura 52.

Ao realizar essa tarefa, foi possivel verificar que as medidas dos lados e dos angulos
de um triangulo sdo as mesmas dos lados e dos angulos do outro e, também, que ao
recorta-los e fazer a justaposicéo, os vértices de um coincidiam com os vértices do outro.
Dessa forma, os alunos concluiram que os tridngulos eram congruentes.
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Figura 52 — Resposta do sujeito S13 para a questdo 2 da Atividade V.

2. Com a ajuda de uma régua e um transferidor, preencha as tabelas relacionadas aos tridngulos
aba -
E (] :
\ _.".
Trangulo ABC Trnangulo DEF
| Medida de AE = Vaan Medida de DE
Medida de BC | o Oy | Medida de EF 1
| Medida de CA 0 _ | Medidade FD | &
| Medida de CAB | A | Medidade FDE | ° (%
| Medida de ABC | Medida de DEF |
|Medidade Bl | 24 | Medida de EFD |
a) O que se pode afimar sobre 05 lados do A ABC e dg A DEF?
b) E sobre 0s angulos?

Fonte: Elaboragao propria

A questao 3 afirmava que nem sempre é possivel recortar as figuras e usar a sobre-
posicao para verificar se dois tridngulos sdo congruentes. Para tanto, o conhecimento das
medidas dos lados e dos angulos desses tridngulos torna-se necessario para a verificagao
da congruéncia. Por outro lado, ndo é necessario conhecer todas essas medidas.

A partir desse momento, os alunos foram seguindo as orientacdes da folhas de
tarefas e deduzindo os casos de congruéncia. Usavam os instrumentos de medida (régua
e transferidor) e recortavam os triangulos para confirmar a congruéncia. Ao chegarem a
questao de numero 5, a qual exigia o reconhecimento de tridngulos congruentes através
da identificagdo de um dos casos de congruéncia, a maioria dos alunos nao apresentou
duvidas, mostrando que assimilaram o conceito de congruéncia, bem como, a identificagcao
dos casos.

Quando se depararam com o desafio, ficaram um pouco intrigados, mas logo con-
seguiram decifrar o enigma usando, para isso, moedas que haviam sido levadas pela
professora, conforme a Figura 53.
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Figura 53 — Alunos resolvendo o desafio usando moedas.

B
W

Fonte: Elaboragéo propria

5.3.6 Atividade VI - Soma dos angulos internos de um triangulo

Este item descreve e analisa a aplicagcao da Atividade VI. Esta atividade esta de
acordo com a quarta fase de aprendizagem segundo a teoria de van Hiele. Tem como
objetivos:

« construir um procedimento para deduzir a soma das medidas dos angulos internos de
um triangulo;

+ determinar a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer.

Iniciando a aula, foi proposto que os alunos desenhassem um tridngulo qualquer,
destacassem os angulos internos com lapis colorido e, em seguida, rasgassem o tridngulo
em trés partes, conforme a Figura 54.

Figura 54 — Angulos de um triangulo.

ANTANY = N

Fonte: (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2005, p. 104)

Em seguida, foi solicitado que os alunos deslocassem os trés pedagos e 0s juntas-
sem de modo a obter trés angulos adjacentes e consecutivos, conforme a Figura 55.

Figura 55 — Angulos de um triangulo.

Fonte: (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2005, p. 104)
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Realizando todas as etapas propostas anteriormente (Figura 56), os alunos percebe-
ram que o angulo formado era um angulo raso, ou seja, de 180 °.

Figura 56 — Alunos observando a soma dos angulos internos do triangulo.

Fonte: Elaboragao propria

Seguidamente, os alunos, trabalhando em duplas, abriram o Geogebra instalado nos
computadores do laboratério de informética da escola. Foi a primeira vez que utilizaram esse
programa de geometria dinamica, por isso apresentaram muita dificuldade na utilizacao dos
comandos.

Acompanhando as sugestdes da folha de tarefas, escolheram a opcdo do menu
Poligono para construir o tridangulo (Figura 57) e visualizaram as medidas dos angulos
internos (Figura 58).

Figura 57 — Construgao de tridangulos no Geogebra.

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda ;
t - c . = alllud
B 8% 12 (o)) BN D2 B3 09
* Janelade Algebra |t poligono i
:':‘ Poligono Regular
M Poligono Rigido

I+ Poligono Semideformavel

Entrada: =

Fonte: Elaboragéo propria
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Figura 58 — Visualizagdo dos angulos internos de um triangulo no Geogebra.
&
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Fonte: Elaboragao propria

Na construcao do tridngulo, a maioria dos alunos optou por fazer como estava no

enunciado, ou seja, por construir um triangulo e arrastar um dos vértices para obter um
outro tridngulo (Figura 59).

Figura 59 — Soma dos angulos internos de um triangulo no Geogebra.
24
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Fonte: Elaboragéo propria
Facilmente, os alunos concluiram que a soma dos angulos internos de um tridngulo é
180 °, como se constata pelas descri¢oes das conclusdes elaboradas pelos alunos, conforme

mostra a Figura 60. Na terceira questao, os alunos registraram a que conclusao tinham
chegado apos as experiéncias | e .
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Figura 60 — Conclusdes de um aluno sobre os angulos internos de um triangulo.

0 que acontece com as medidas dos 4ngulos e com a respectiva soma?

&) Arraste novamente um vértice qualquer do tridngulo. Some as medidas dos angulos internos.
Compare esta nova soma com as anteriores

Y. I L -

3. Apés realizar as duas experiéngias, a que conclusao vocé chega? |

B B e e e e

TR

Fonte: Elaboragéo proépria

Foi pedido, entdo, a varios alunos que explicassem as suas conclusdes. Desta
discussao, em consequéncia do que os alunos tinham observado durante a resolucédo da
atividade, resultou a demonstragdo da soma dos angulos internos de um triangulo.

5.3.7 Atividade VII - Classificacao dos tridngulos quanto aos angulos

Este item descreve e analisa a aplicacdo da Atividade VI, cujos objetivos sao:

* vivenciar a construgdo de um fractal geométrico, percebendo regularidades;
+ construir tridngulos no geoplano;

« classificar os triangulos em relagao aos angulos.

Esta atividade também esta de acordo com a quarta fase de aprendizagem segundo
a teoria de van Hiele.

A aula se iniciou com uma conversa sobre os fractais. Essas formas possuem
caracteristicas especiais, como a simplicidade em sua lei de formacéao, a construcéo por
processos recorrentes e a autossimilaridade, sendo esta a principal delas, uma vez que
constituem uma imagem de si préprias em cada uma das partes. (JELINEK; KAMPFF,
2009)

Os alunos receberam a folha de tarefas e, seguindo as instrugées, construiram o
fractal - Tridngulo de Sierpinski.

« Construa na malha triangular um tridngulo equilatero de lado 16.

» Marque o ponto médio de cada um de seus lados.

Construa segmentos unindo esses pontos médios.

Quantos triangulos vocé possui agora?
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» Para cada triangulo, exceto o do centro da figura, marque o ponto médio de cada um
de seus lados e construa segmentos unindo esses pontos médios.

* Repita a operagéo quantas vezes o desenho permitir.
Inicialmente, alguns tiveram muita dificuldade, errando o padréo diversas vezes. Por

fim, todos realizaram a tarefa e ficaram impressionados com o resultado. Alguns podem ser
observados na Figura 61.

Figura 61 — Alunos desenhando Fractais - Triangulo de Sierpinski.

Fonte: Elaboragao propria

Em seguida, os alunos comecaram a ser instigados sobre as caracteristicas dos
lados e angulos dos tridngulos que visualizavam. Todas as observacdes eram registradas
na folha de tarefas. Assim, perceberam que os tridngulos podem ser classificados, também,
em relacao aos seus angulos e, que levando-se em consideracdo que a soma das medidas
dos angulos de um triangulo é 180°, podem ocorrer as seguintes situacoes:

+ 0s trés angulos sao agudos; entao, o triangulo & acutangulo;
» um dos angulos é reto; nesse caso, o triangulo é retangulo;
» um dos angulos é obtuso; temos, entdo, um tridngulo obtusangulo.

Em um segundo momento, os alunos construiram diferentes tridngulos usando os
geoplanos e os classificaram em relagdo as medidas de seus angulos.

Na ultima questao, quando foi pedido para mostrar que os angulos da base de um
tridngulo is6sceles sdo congruentes, os alunos puderam constatar que essa relacéo entre
os elementos citados € justificada com a aplicagao imediata dos casos de congruéncia.

5.3.8 Atividade VIII - Angulos externos de um triangulo

Este item descreve e analisa a aplicacédo da ultima atividade da intervencao pedago6-
gica proposta, cujos objetivos sao:
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» deduzir a soma das medidas dos angulos externos de um triangulo;
» determinar a soma das medidas dos angulos externos de um tridngulo qualquer;

+ deduzir o teorema do angulo externo.

Esta atividade esta de acordo com a quinta fase de aprendizagem da teoria de van
Hiele (Integragao). A linguagem simbdlica foi muito utilizada e, também, as generalizagbes
e demonstragdes. Segundo Crowley (1996), nesta fase, o aluno relé e resume o que foi
aprendido, com o objetivo de formar uma visdo geral da nova rede de objetos e relagdes.

Inicialmente, os alunos foram interrogados sobre a figura que visualizavam na folha
de tarefas. Em seguida, foram orientados a pintarem os angulos do triangulo conforme
estava sendo pedido na questédo 1 (Figura 62).

Figura 62 — Angulos internos e externos de um tridngulo pintados por um aluno.

Fonte: Elaboragao propria

A medida que iam lendo os itens da questdo 1, os alunos concluiram que a relagéo
entre o angulo vermelho e o dngulo azul era que a soma deles formava um angulo raso, ou
seja, igual a 180 °. Efetuaram a soma pedida no item ¢ e conseguiram verificar que eram trés
angulos rasos, ou seja, 540 ° e, que subtraindo a soma dos angulos internos do tridngulo,
obtinham 360 °; conforme item d retratado na Figura 63, conseguindo assim deduzir que em
qualquer triangulo a soma dos angulos externos é sempre igual a 360 °.

Figura 63 — Conclus6es de um aluno sobre os angulos externos de um tridngulo.

d) Sabendo que a soma dos angulos internos do tridngulo & 180°, & possivel saber o valor da
soma dos angulos externgs desse triangulo? Como?
g | A L

Fonte: Elaboragéo propria
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Na segunda questao, os alunos observaram os angulos assinalados (Figura 64) e,
na folha de tarefas, foram anotando as relagcdes entre esses angulos.

Figura 64 — Teorema do angulo externo de um tridngulo.

A

Fonte: Elaboragao propria

No item ¢, chegaram a igualdade:

a+pB+y=7+0
a+pf=y+0—v
a+pB=10

Por fim, puderam sintetizar suas ideias e concluiram que a medida de qualquer
angulo externo de um tridngulo € igual a soma das medidas dos angulos internos néao
adjacentes a ele. Esse teorema é conhecido como o teorema do angulo externo.

5.3.9 Conclusoes da Intervencao Pedagogica

Em todas as atividades desenvolvidas, a pesquisadora observou que os alunos
demonstraram interesse na realizagdo das mesmas. Percebeu-se que o envolvimento deles
se deveu as tarefas em si e a sua concretizagdo na sala de aula e nao apenas ao uso
dos materiais manipulaveis usados. Os alunos viram esses materiais como ferramentas
facilitadoras, as quais se tornaram parte integrante da sua atividade. Reconheceram o
seu valor porque os ajudou, através da experimentagao, a descobrir as propriedades e as
relacbes dos triangulos, de um modo que nao seria possivel apenas com o lapis e papel.

A organizagao das tarefas, pela sua estruturacao e coeréncia, associada a dinadmica
de sala de aula, foi determinante para o empenho e envolvimento dos alunos.

Outro fator determinante para o sucesso da intervengédo pedagdgica, foi o fato de as
atividades terem sido preparadas de acordo com o nivel de raciocinio geométrico dos alunos.
Como ja visto, (CROWLEY, 1996) afirma que o professor e o0 aluno precisam raciocinar em
um mesmo nivel, caso contrario, o aprendizado nao ocorre. Ou seja, professor, material
didatico, conteudo e vocabulério devem estar compativeis com o nivel do aluno.
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5.4 Reaplicacao do Teste sobre Triangulos

Este item descreve e analisa a reaplicacao do teste sobre Tridngulos, o qual objetiva:

* investigar se, de fato, as atividades propostas e realizadas na intervengao pedagdgica,
contribuiram para a aprendizagem dos conceitos sobre tridngulos.

Apéds a intervencao pedagdgica, os sujeitos da pesquisa foram submetidos no-
vamente ao teste sobre tridngulos. Este instrumento foi aplicado no dia 30/04/15 com a
participacédo de todos os 35 alunos. Como dito anteriormente, este teste foi elaborado pela
pesquisadora e a proposta para a sua aplicagao neste momento era comprovar se as
atividades desenvolvidas contribuiram para a aprendizagem dos conceitos sobre tridngulos.

5.4.1 Conclusoes da Reaplicagao do Teste sobre Triangulos

Finalizada a recolha de dados, é possivel analisar, quantitativamente, os resultados
obtidos por meio da interveng¢ao pedagdgica.

A Tabela 1 apresenta o percentual de acertos, por questdo, na aplicagcdo e na
reaplicagao do teste sobre triangulos.

Tabela 1 — Percentual de acertos no teste sobre tridngulos

Questbes Aplicagdo Reaplicagao

01 7% 100%
02 6% 51%
03 0% 91%
04 3% 1%
05 0% 66%
06 23% 97%
07 6% 83%
08 0% 80%
09 31% 66%
10 6% 54%
11 14% 69%
12 17% 60%
13 0% 51%

Fonte: Elaboragéo proépria

Pelos dados expostos, observa-se aumento significativo no percentual de acertos,
em cada questdo, na reaplicacao do teste. Isso mostra que uma sequéncia organizada de
tarefas e a maneira como estas foram desenvolvidas através da intervencao pedagdgica
com uso de materiais manipulaveis foram fundamentais para a compreensao dos conceitos
geométricos envolvidos.
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No quadro 5.3, observam-se os acertos, por sujeito da pesquisa, na aplicacao do
teste sobre tridngulos e, também, na reaplicacao deste mesmo teste. Concluindo, portanto,
que todos os 35 sujeitos da pesquisa apresentaram avango no que se refere aos conceitos
relativos aos triangulos apés a intervencao pedagdgica.

Quadro 5.3 — Acertos de cada sujeito da pesquisa na aplicacédo e na reaplicacdo do teste
sobre triangulos

Questodes/ 1 2 |83 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 [12 |13 | Avanco
Sujeitos

S1 XIX | =IX | =IX | X ]I I I X XX /- ] /X | /X ] /x| SIM
S2 XIX | =IX | IX | -IX | -f- | -IX | XIX | -IX | - | - - | -~ | -/~ | SIM
S3 XIX | =X | =IX | -IX | IX | -IX I -IX ] - -IX ] -IX | xIX | -/x | SIM
S4 XIX | X/- | /- | I | IX | I |- | - I - I -~ ] - | SIM
S5 X | f- I - A XX XX - - | -~ - | -1~ | SIM
S6 X | I X I X I X I eI ] IX | I ] - | SIM
S7 XIX | =IX | =X | I | =IX | I I - I I - | -~ ] - | SIM
S8 XIX | - | I | - | I | -IX |-~ | -IX |-~ | X[- | -~ | x/- | -/x | SIM
S9 XIX | =X | =IX | -IX | I IX I X I -IX ] -Ix | -Ix |-/~ | SIM
S10 IX |-l I A I X I X I -Ix | - | -Ix | SIM
S11 XIX | +- | <Ix | =IxX | -/~ | -[- | -[- |-/~ | -Ix |- |-Ix|-/-|--|SIM
S12 X | IX | AIX | - X X A - x| - | -~ | - | -1~ | SIM
S13 XIX | XIX | =/X | XIX ] -IX | XX ] XIX | -IX ] XIX | -Ix ] xIX | xIx | -Ix | SIM
S14 XIX | =IX | AIX | I ]| X ] X | X XX /X XX | xIX | /X | SIM
S15 XIX | -[- | I | -IX |-~ | XIX | IX | -IX ] X=X ] -Ix | -Ix | -Ix | SIM
S16 XIX | -/- | I | -- | I | -IX | IXx | -IX |- | -IX ] -Ix | -Ix | -/~ | SIM
S17 XIX | -1- | =IX | - | <X | =IX | I | -IX |-~ |- I |-~ | -/~ | SIM
S18 XIX | =f- | =X | I ] IX | I IX I X ] IX | x| -Ix | SIM
S19 XIX | =IX | =IX | =[- | - | XIX | XIX | I ] xIX |-/~ ]I | xIx |-/~ | SIM
S20 XIX | =IX | =IX | I |- | I I X XIX | XX X | -Ix ] -Ix | SIM
S21 XIX | /- | I | =IX | I XIX | IX | -IX | -l | -] I | -Ix |-/~ | SIM
S22 IX | IX X I A X - - - X - | - | <Ix | SIM
S23 XIX | -1- | I | =IX ]I XIX | -IX | -IX XX -] -Ix | -Ix | -Ix | SIM
S24 X | IX A - X X A XX - - | -~ - | -1~ | SIM
S25 XIX | =f- | =X | I ] IX | IX ]I X XIX | I X | I ] - | SIM
S26 XIX | =IX | =IX | Af- | AIX XXX I X I ] IX | I ] -Ix | SIM
S27 XIX | =IX | =X | I |- | I XX XIX | I - | I ] -Ix | SIM
S28 X |- X S X XIX X I x| I | -Ix | <= | -/~ | SIM
S29 XIX | =X | /X | -IX | IX | -IX I -IX ] - I xIX | -Ix | -Ix | SIM
S30 XIX | -IX | =IX | - | -~ | XIX | IX | -IX |-l | -IX |-~ | -Ix | -/~ | SIM
S31 X | IX | IX | X - XX A XIX | - xIX | -/~ ] -Ix | SIM
S32 XIX | =f- | /X | I | IX | IX ] IX | I ]I -] X xIX ] -Ix | SIM
S33 XIX | =IX | =IX | I | IX | I I X I - - | <. ] I | SIM
S34 XIX | /- | <X | <X | f- | XX XXX - | /- | x| /- | SIM
S35 XIX | == | Ix | -IX | =IX | -IX ]I X ] Ix | I xIX | -/ | -Ix | SIM

Fonte: Elaboragao propria
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Quadro 5.4 — Legenda do Quadro 5.3

X Indica que o aluno acertou a questao.

- Indica que o aluno errou a questao.

/ Indica separacéo entre aplicagao e reaplicagéo do
teste.

Fonte: Elaboragao prépria

Outro dado importante que foi verificado por meio dos dados obtidos é que o

processo de intervengdo ndo atingiu igualmente a todos o0s sujeitos, uma vez que 0 processo
educativo é de grande complexidade.

A analise dos dados coletados para este trabalho representa uma contribuicao para
novos conhecimentos sobre o processo de ensino - aprendizagem de Geometria. Portanto,
€ importante que o professor busque formas eficazes para melhorar a aprendizagem, como
por exemplo, o0 modelo de van Hiele de desenvolvimento do pensamento geométrico.
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Consideracoes Finais

A Matematica esta presente na vida de todos nés. E inquestionavel sua importancia
e, também, sua necessidade enquanto disciplina da Educacao Basica para a formacéao de
um cidadao consciente. Por meio dela, compreendemos e transformamos o mundo em que
vivemos. Uma das areas mais antigas da Matematica € a Geometria, a qual foi utilizada
pelas primeiras civilizagées em atividades do dia a dia.

Nas décadas de 1960 e 1970, durante o Movimento da Matematica Moderna,
acentuou-se o formalismo dessa disciplina. Pregava-se que os conteudos deveriam ser
apresentados enfatizando os axiomas, os conceitos fundamentais e o rigor nas demons-
tragdes (AVILA, 2010). Os professores, ndo encontrando uma maneira de transmitir os
conceitos geométricos segundo os critérios defendidos pelos modernistas, passaram a
deixar de ensinar esses conceitos apoiados na LDB 5692/71 que lhes dava autonomia
para que montassem seus préprios programas. Nesse contexto, ao revestir a Geometria de
uma concepgao voltada a linguagem, esta foi ficando em segundo plano nos curriculos da
Matematica (SOARES, 2001).

Em contrapartida a uma educagao que tem negligenciado o ensino da Geometria,
este trabalho trouxe a tona sua importancia desde a Antiguidade quando da divisdo de
terras, na construcao de objetos, nos monumentos a exemplo das piramides, entre outros;
até os dias atuais, quando a Geometria se faz presente na arquitetura, nos objetos, nas
brincadeiras, nas artes, etc.

Partindo do pressuposto que a aplicagdo da metodologia de ensino baseada na teoria
de van Hiele é uma estratégia para a reversao da problematica no ensino da Geometria
(NASSER, 1995); o presente trabalho apresentou uma sequéncia didatica para o ensino
de tridngulos no 8° ano do Ensino Fundamental. Por meio da aplicagdo de testes, que
buscavam investigar o nivel de conhecimento geométrico dos sujeitos da pesquisa, e de
uma intervencao pedagdgica, constituida por atividades elaboradas de acordo com as fases
de aprendizagem da teoria de van Hiele e realizadas com auxilio de materiais manipulaveis,
buscou-se apresentar os conceitos sobre tridngulos de forma dindmica e com a participagao
direta dos sujeitos da pesquisa.

Mediante os resultados obtidos na reaplicagao do teste sobre tridngulos e a tudo
que presenciei em sala de aula durante o processo investigativo, considero que o objetivo
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do estudo foi alcancado, que era tornar significativa a aprendizagem dos conceitos sobre
triangulos no Ensino Fundamental.

Sendo assim, pode-se responder a questdo de pesquisa proposta, ou seja, pode-se
afirmar que, por meio de atividades adequadas ao nivel de raciocinio geométrico que os
alunos se encontram, o uso de materiais manipulaveis aliado a uma sequéncia didatica
embasada na teoria de van Hiele contribuiu de forma significativa para a aprendizagem
dos conceitos relativos aos triangulos no 8° ano do Ensino Fundamental. Destaca-se que
o modelo de aprendizagem baseado na teoria de van Hiele foi de extrema importancia, a
medida que auxiliou na andlise do nivel de raciocinio geométrico dos sujeitos da pesquisa
e norteou a elaboracédo de atividades, as quais estavam de acordo com as fases de
aprendizagem da referida teoria.

Ainda, a experiéncia relatada neste trabalho nos apresenta a possibilidade de
oferecer aos alunos do Ensino Fundamental uma aula mais dindmica, em que possam
participar mais ativamente de todo o processo de constru¢gdo do conhecimento.

Assim, foi possivel concluir que, no processo de ensino-aprendizagem, especifica-
mente nos conceitos relativos aos tridngulos, o uso de atividades e recursos adequados,
favorecem o desenvolvimento de vérias habilidades.

Muito ainda ha de ser feito no tocante a aprendizagem em Geometria, pois esse
estudo nao esgotou o assunto. Outras pesquisas poderao ser realizadas buscando investigar
o nivel de raciocinio geométrico em alunos de outros anos de escolaridade, outras escolas,
entre outros, oferecendo propostas de atividades adequadas ao nivel de raciocinio em que
estes se encontram.
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Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
AAA Pesquisadora: Schirlane dos Santos Aguiar Rodrigues \'d' ‘| - |
AA Orientadora: Liliana Angelina Leon Mescua ,}/%.-

Aluno:
PROFMAT Turma: Data: // Universdade Estackal o Meorte Flaminense Dircy Ritery

TESTE SOBRE TRIANGULOS

1. Kandinsky utiliza frequentemente nas suas obras figuras geométricas simples. Observando a
tela abaixo, qual forma geométrica aparece em maior quantidade?

2. Quantos triangulos vocé consegue identificar nas figuras abaixo?

3. Escolha trés pontos da malha abaixo e tente desenhar um tridangulo.

Foi possivel desenhar o tridngulo a partir dos pontos escolhidos? E sempre possivel desenhar
um tridngulo cujos vértices sejam trés pontos quaisquer?




4. Pode existir um triangulo com lados medindo 8 cm, 4 cm e 3 cm? Por qué?

5. Quais séo as caracteristicas (propriedades) geométricas de um triangulo?

Observe a sequéncia abaixo formada por tridngulos e responda as questdes 6, 7 € 8:

/\ I\ ¢ /X 7\

\ / N/ \. \

Fonte: http://www.questoesdeconcursos.com.br/

6. Cite uma caracteristica comum a todos esses triangulos.

7. Como esses triangulos sao classificados em relagdo as medidas de seus lados?

8. Quanto mede cada um dos éngulos desses tridngulos? Como sao classificados esses tridngulos
de acordo com as medidas de seus angulos?

9. Se o perimetro de um tridngulo equilatero é de 75 cm, quanto mede cada lado?

10. Se 0 AABC é isésceles de base BC, determine o valor de x.

A

-7 W+ 5




11. No tridngulo abaixo, qual a medida de x? Como vocé descobriu?
A

12. No triangulo ABC abaixo, qual a medida de x?

13. Qual é o caso que garante a congruéncia destes dois triangulos? Qual o valor de x?

2cm

o] 28° ¢ 28° .
4 cm 4cm
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A
sd

Aluno:

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Pesquisadora: Schirlane dos Santos Aguiar Rodrigues
Orientadora: Liliana Angelina Leon Mescua

PROFMAT

Grupo: Turma:

Data:

/] Uriversidade Estadkal do Norte Flainerse Dircy Rt

ATIVIDADE | — Observando formas triangulares

1. O que ha em comum entre estas obras de arte?

Artista: ELIANE STAHL
Obra: TRIANGULOS
Fonte: http://galeriadearte.arteblog.com.br/r3648/ELIANE-STAHL/2/

Acesso: 10/02/2015

Artista:WASSILY KANDINSKY
Obra : BLACK AND VIOLET
Fonte: http://totallyhistory.com/black-and-violet/nio
Acesso: 10/02/2015

i ,ﬁw'?’
Artista: WASSILY KANDINSKY
Obra: DECISIVE PINK
Fonte: http://www.wassilykandinsky.net/work-262.php

Acesso: 10/02/2015

Artista : ERMINIO SOUZA

Obra : OS TRIANGULOS
Fonte: http://falandodearte.arteblog.com.br/30899/ERmINIO-SOUZA/
Acesso: 10/02/2015

Artista : WASSILY KANDINSKY
Obra : COMPOSICAO VI
Fonte: http://www.wassilykandinsky.net/work-50.php

Acesso: 10/02/2015

i y R 2l
Artista : VICENTE DO REGO MONTEIRO
Obra : COMPOSIGAO COM TRIANGULOS
Fonte: http://totallyhistory.com/black-and-violet/nio
Acesso: 10/02/2015




2. Kandinsky utiliza frequentemente nas suas obras figuras geométricas simples tais como
circulos, triangulos e quadrilateros. Observe a tela abaixo e considere as questdes:

Fonte: http://www.allposters.com.br/-st/Wassily-Kandinsky-posters_c25627_.htm
Acesso: 10/02/2015

a) Enumere as formas geométricas presentes na obra.

b) Quantos triangulos vocé consegue identificar?

c) Esses triangulos sao todos iguais? Justifique.

d) Destaque algumas semelhangas e diferengas entre esses triangulos.

3. Vocé ira receber um quadrado como o da figura abaixo. Recorte-o pelas linhas coloridas a fim
de obter as pecas do TANGRAM.

<




a) Quantas formas geométricas vocé obteve? Quantas sao triangulos?

b) Que semelhancgas vocé consegue identificar entre estes triangulos?

4. Com as pegas do tangram é possivel formar varios desenhos diferentes como animais,
objetos, pessoas em diferentes posigdes, numeros, letras, etc. Veja estes exemplos:

Fonte: http://falandoemmatematika.blogspot.com.br/
Acesso: 10/02/2015

a) Usando as pegas do seu tangram, monte um desenho.
b) Reuna, com seus colegas, e organizem todos os desenhos formando um lindo painel.

c) Qual a figura geométrica que mais se observa no painel?

5. Agora, é a sua vez de fazer uma obra de arte!
Usando tela, pincel e tinta, faga uma pintura usando as formas geométricas. Dé preferéncia ao
triangulo.
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ATIVIDADE Il — Rigidez triangular

1. Usando palitos de sorvete e percevejos, construa um tridngulo, um quadrado e um pentagono
como os das imagens abaixo:
@

®©
]

9 e @ & ® ®

Fonte: Imenes e Lellis. Matematica. 72 série. Editora Scipione

a) Que semelhancas vocé consegue identificar nos poligonos construidos?

b) Tente transformar o quadrado em um losango sem remover 0s percevejos. Vocé conseguiu?
Como fez?

c) Sera que vocé consegue transformar o pentagono inicial em um pentagono diferente também
sem remover os percevejos? Desenhe como ficou 0 novo pentagono.

d) Agora, puxe os lados do triangulo. O que acontece?

e) Ainda usando palitos de sorvetes, construa um hexagono e um heptagono. Se vocé puxar seus
lados eles se deformam?

f) Apds essas construgdes, que caracteristicas podemos atribuir ao triangulo?




2. Ao observar as construcbes e os objetos a
geométricas. Veja essas imagens.

nossa volta, percebemos diferentes figuras

http://www.i-decoracao.com/moveis/m-stool-modular-modular-j1-studio
Acesso: 10/02/2015

http://magiasdamatematica.blogspot.com.br/

e X

http://www.Iojaskd.com.b-r/base—para—mesa—cavaIete—triangular
Acesso: 20/02/2015

http://commons.wkiedia.org/wiki/FiIé:Lérge_Timber_ow
Acesso: 20/02/20157

http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=21071
Acesso: 20/02/2015

— - -

http://www.encontraarguari.com.br/empresas/tl;ianguIo-estruturas
Acesso: 20/02/2015

a) Que forma geométrica esta sendo usada nas estruturas desses objetos e construgdes?

b) Por que essa forma foi escolhida?

3. E vocé... Onde mais vé triangulos?

4. Agora, vocé é o fotografo! Com uma camera, capture imagens de tridangulos em objetos, moveis,
construgdes ou outras estruturas. Faca uma exposicao das fotos em sua classe.
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ATIVIDADE Ill — Desigualdade triangular e construgcao com régua e compasso

1. Vamos construir triangulos usando palitos para churrasco. Vocé vai precisar de 12 palitos de
madeira: 2 de 25¢cm, 3de 20cm, 3 de 15cm,3de10cme 1de5cm.

a) Tente construir triangulos usando palitos com as seguintes medidas:
12 tentativa - 25 cm, 15cm e 20 cm

22 tentativa - 20 cm, 15cm e 10 cm

32 tentativa - 25 c¢m, 15cm e 10 cm

42 tentativa - 20cm, 10cme 5cm

b) Sempre que voceé utilizou trés palitos foi possivel construir um tridngulo?

c) Escreva as possibilidades com as quais vocé n&o conseguiu formar tridangulos. Explique o que
aconteceu.

d) Denotando por a, b e c, respectivamente, os lados de cada tridangulo; complete a tabela abaixo:

FORMA
TRIANGULO
TENTATIVA | LADO b+c LADO | a+c LADO | a+b SIM NAO
a b c
1a
26
3a
42

e) Apds completar esta tabela, podemos observar que existe uma relagédo entre as medidas dos
lados para que seja possivel a construgao de um triangulo. Qual é esta relagao?

f) Agora complete esta outra tabela:

FORMA
TRIANGULO
TENTATIVA | LADO | |b—] LADO | |a—] LADO | |a-b| SIM NAO
a b c

1a
2a
3a
42

g) Observando os dados da segunda tabela, percebemos a existéncia de outra relagdo entre as
medidas dos lados de um triangulo. Descreva-a.

f) Usando desigualdades, escreva a relacdo que deve existir entre os lados (a, b e ¢) de um
triangulo.




2. Usando régua e compasso, construa um triangulo cujos lados sejam os segmentos de reta a
seguir.
AB=6cm BC=5cm AC =3cm
Siga as instrugdes:
o Desenhe uma reta r qualquer e, sobre ela, marque o ponto A. Com a ponta-seca do compasso em A e
abertura igual & medida de AB, trace um arco e marque o ponto B sobre a reta r.
e Com a ponta-seca do compasso no ponto B e abertura igual & medida de BC, trace um arco.
e Com a ponta-seca do compasso em A e abertura igual & medida de AC, trace um arco intersectando o
primeiro arco tragcado e marque o ponto C.
e Tragando os segmentos AB, BC e AC, construimos o triangulo ABC.

3. Agora construa o tridngulo PQR, usando as seguintes medidas:
PQ=7cm QR = 4cm PR=2cm

Foi possivel tragar o triangulo PQR? Por qué?

4. E possivel construir um tridngulo com lados medindo 3 cm, 10 cm e 5 cm? Por qué?




5. Que valores x pode assumir para ser possivel construir um tridngulo com lados medindo x c¢m,
3 cm e 4 cm, como 0 exemplo que segue?

6. Sabendo que dois lados de um triangulo medem 8 cm e 6 cm, qual é a menor medida inteira
que o terceiro lado pode ter?

7. Usando régua, compasso e transferidor, construa o triangulo ABC, conhecendo as medidas de
dois lados e a medida do angulo compreendido entre eles.

AB=5cm AC =3cm A ==60°

Procedimento:

Desenhe uma reta r qualquer e, sobre ela, marque o ponto A. Com a ponta-seca do compasso em A e
abertura igual @ medida de AB, trace um arco e marque o ponto B sobre a reta r.

Trace AB.

Com o transferidor, construa um angulo de 60° com A, um lado AB e outro AX.

Com a ponta-seca do compasso no ponto A e abertura igual & medida de AC, trace um arco sobre a
semirreta AX marcando o ponto C.

Tragcando os segmentos AC e BC construimos o triangulo ABC.
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ATIVIDADE IV - Classificagao dos triangulos quanto aos lados

1.

diferentes de tridngulos.
a) Usando geoplanos (como os modelos) e elasticos coloridos, construa 5 tridngulos diferentes.

Observando as estruturas dos objetos e das construgdes, percebemos que existem tipos

ooooooo

ooooooo

oooooooo

ooooooo

ooooooooo

Fonte: http://matunifal.blogspot.com.br/2011/05/geoplano.html

Acesso: 26/02/2015

b) Com uma régua, mega cada um dos lados dos tridngulos e registre as medidas na tabela que

segue.

Tridngulo

Medidas dos lados

AP WIN—~

c) Compare as medidas dos lados de cada triangulo.

d) Ao fazer as comparacgdes, vocé deve ter percebido que trés casos podem ocorrer.

Descreva-os.

2. Leia com atencao esta definigao:
Um tridngulo ABC é denominado:

Equilatero, se AB = AC = BC .
Isésceles, se ao menos dois dentre AB, AC, BC forem iguais.
Escaleno, se AB # AC # BC # AB.




Equilatero Isosceles Escaleno

A
A A

VAN

B C B C B

Fonte: Tépicos de Matematica Elementar

Agora, classifique cada triangulo construido no geoplano de acordo com as medidas dos seus
lados.

3. A soma dos comprimentos dos lados do triangulo é chamada de perimetro. Preencha a tabela
com o perimetro de cada tridngulo.
Tridngulo Perimetro

AR WIN|—~

4. No geoplano triangular, construa um tridngulo equilatero de perimetro igual a 18.

5. O perimetro de um triangulo equilatero é 48 cm. Quanto mede cada lado?

6. O APQR é isosceles, sendo PQ = PR.O perimetro desse triangulo é 25,6 cm. Quanto mede
cada lado do APQR.

y+ 95




7. Com régua e compasso, desenhe os seguintes tridngulos:
a) equilatero de perimetro 12 cm.

b) isésceles de base 2 cm e perimetro 8 cm.

c) escaleno de lados 3cm, 5cm e 6 cm.

8. Desafio: Contando tridngulos
Um triangulo equilatero de lado 4 € composto por triangulos equilateros unitarios de lado 1, como
na figura. Quantos triangulos, com lados contidos na malha triangular, ha nessa figura?

L

® é @ © ®

Fonte: Sérgio Correia JR. Os triangulos do Mateus. Revista do professor de Matematica. n° 86
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ATIVIDADE V - Congruéncia de triangulos

1. Nesta atividade, vamos continuar investigando os triangulos. Para tanto, providencie régua,
tesoura e papel quadriculado.
e Construa um quadrado de lado 15 cm e nomeie seus vértices (ABCD).
Trace a diagonal DB.
Marque o ponto médio nessa diagonal e 0 nomeie (ponto médio 0).
Trace uma perpendicular a DB, passando pelos pontos O e A.
Marque os pontos médios de DO (ponto médio M) e de OB (ponto médio N).
Marque os pontos médios de DC (ponto médio P) e de CB (ponto médio Q).
Trace o segmento PQ, marque o seu ponto médio e o nomeie (ponto médio R).

Trace os segmentos PM, OR e RN.
B Q 6

N R

A D

a) Vocé conhece a figura que acabou de construir? Como ela se chama?

b) Essa figura é formada por quais formas geométricas?

c) Com o auxilio da tesoura, destaque as sete formas geométricas e separe os tridngulos.

d) Quantos triangulos PMD sao necessarios para formar um triangulo AOD?

e) Quantos triangulos NRO sao necessarios para formar um triangulo AOD?

f) Quantos tridngulos PMD s&o necessarios para formar um triangulo NRO?

g) Quantos tridangulos BAO s&o necessarios para formar um tridangulo AOD?

h) Ao manipular as pecas recortadas para responder os itens anteriores, 0 que vocé observou
sobre os triangulos:

e PMD e NRO?

e BAO e AOD?




2. Com a ajuda de uma régua e um transferidor, preencha as tabelas relacionadas aos triangulos

abaixo:
B D F
)
A E
Tridngulo ABC Tridngulo DEF
Medida de AB Medida de DE
Medida de BC Medida de EF
Medida de CA Medida de FD

Medida de CAB

Medida de FDE

Medida de ABC

Medida de DEF

Medida de BCA

Medida de EFD

a) O que se pode afirmar sobre os lados do A ABC e do A DEF?

b) E sobre os angulos?

c) Recorte o triangulo ABC e sobreponha ao tridangulo DEF.

Vocé deve ter observado que os vértices de um coincidiram com os veértices do outro.

Ao realizar esta tarefa, foi possivel verificar que as medidas dos lados e dos angulos de um
tridangulo sdo as mesmas dos lados e dos angulos do outro.

Nesse caso, dizemos que A ABC e A DEF sao congruentes.

A ABC = A DEF

3. Nem sempre € possivel recortar as figuras e usar a sobreposi¢ao para observar e verificar se
dois triangulos s&o congruentes.

Para tanto, o conhecimento da medida dos lados e dos éangulos pode ajudar.

Mas sera necessario conhecer todas as medidas dos lados e dos angulos para garantir que dois
triangulos sejam congruentes? Vejamos:

a) Usando régua, meca os lados dos tridangulos 1 e 2.

B

Triangulo 1

Medida de AB
Medida de BC
Medida de CA




wwwwwwwwwwww \7
< \\ Triangulo 2
\\ \\
N \ Medida de A;B;
\\\ \\ Medida de B (;
\ \ Medida de C; A,
\
N \
L \
\\\ \i\

N

Agora, recorte os tridangulos 1 e 2 e observe se é valida a sobreposigao.

Os triangulos 1 e 2 sdo congruentes?

Vocé percebeu que conhecer os lados e o fato destes terem a mesma medida foi o suficiente para
garantir a congruéncia entre os tridngulos.

Como é conhecido esse caso de congruéncia?

b) Agora, complete a tabela em relagdo aos triangulos 3 e 4.

A

Triangulo 3

Medida de AB
Medida de BC
Medida de ABC




Triangulo 4

Medida de A, B,
Medida de B, C;
Medida de A,B;C,

Agora, recorte os tridangulos 3 e 4 e observe se € valida a sobreposigao.

Os triangulos 3 e 4 sao congruentes?

Vocé percebeu que conhecer apenas a medida de dois lados, e o angulo formado entre eles, foi
suficiente para garantir a congruéncia entre os triangulos.

Como é conhecido esse caso de congruéncia?

4. Nos itens anteriores, vocé conheceu dois casos de congruéncia de triangulos, mas ndo séo os
unicos. Confira, agora, todos os casos:

Caso LLL: lado, lado, lado
Dois triangulos s&o congruentes quando possuem os trés lados respectivamente
congruentes.

Caso LAL: lado, angulo, lado
Dois triangulos sao congruentes quando possuem dois lados e o angulo compreendido
entre eles respectivamente congruentes.

Caso ALA: angulo, lado, angulo
Dois triangulos s&o congruentes quando possuem um lado e os dois angulos adjacentes a
ele respectivamente congruentes.

Caso LAA, : lado, angulo, angulo oposto
Dois triangulos sao congruentes quando possuem um lado, um angulo adjacente e o angulo
oposto a esse lado respectivamente congruentes.

Atencao!

As figuras ao lado mostram que a
congruéncia dos trés angulos nao
garante a congruéncia dos triangulos.




5. Verifigue em cada item se podemos ou n&o garantir que os triangulos s&o congruentes sem
efetuar medi¢cbes. Em caso positivo, indique o caso que garante a congruéncia (LLL, LAL, ALA
ou LAA,).

a] r ~ d] ™ 3
70°
26 3,2cm 4cm ) 2,5 cm
2,5cm
D i 3,2cm : \\/\
4cm \ rd
‘\Zgo /"’2,5 cm
2,5ecm Vv
\ J \ J
e 3 3\
b] A e] /'\\\
AN N
60° 60°\
£ N
N\
\
/ \
o o L o
A70 50° 579 \\
3cm
J_ T ol S
70 50° 60°
\ 600/ o
3cm
¥ J \, J
c [ ]
/\‘\ 30°
N
1. 302 50° N\ 33cm |
3,3cm
50°
- "

Fonte: Dante. Tudo é Matematica. 8° ano. Editora Atica

6. Desafio: Triangulo invertido

Movendo apenas trés moedas, faca com que
o triangulo fique com a base para cima e o
vértice oposto para baixo (enfim, fique em
posi¢ao contraria a dada ao lado).

Fonte: http://www.distico.com/enigmas2008
1 26/02/2015
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ATIVIDADE VI — Soma dos angulos internos de um tridngulo
1. Experiéncia I:

a) Desenhe um tridngulo, recorte, pinte cada angulo de uma cor €, a seguir, rasgue o triangulo em
trés pedacos, separando os trés vértices. Siga as ilustragdes abaixo.

-

Fonte: lezzi et al. Matematica e Realidade. Ensino Fundamental. 72 série. Editora Atual

b) Desloque os trés pedacos e junte-os de modo a obter trés angulos adjacentes e consecutivos.

Fonte: lezzi et al. Matematica e Realidade. Ensino Fundamental. 72 série. Editora Atual

c) O que vocé observa?

2. Experiéncia ll:
a) Usando o software de geometria dinamica Geogebra, construa um tridngulo. Siga as instrugbes

abaixo:
e Clique na ferramenta Poligono,

e} GeoGebra - o IEE
Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

", A el e E AN = -
R ALAILND O Ol L1 neell el -

+ Janela de Aigebra | t-, Poligono
::' Poligono Regular
M\ Poligone Rigido

Ia Poligono Semideformavel

Entrada:




e Selecione sucessivamente trés pontos,
primeiro ponto para fechar o tridngulo.

24

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

31 B = o] ) P N e

+ Janela de Algebra = + Janela de Visualizagéo
- Ponto
s A= (5, 1)
2 B=(1,2)
s C=(4,-2)
Segmento
+a=6
< b=10
@ e=5
= Triangulo
+ pol1 =18

Entrada:

b) Visualize as medidas dos angulos internos do triangulo.

o
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

Y5 % B8 = o]l [#) P DN IR P
+ Janela de Algebra |+ Janela de| Angulo
- Ponto

s A=(:5,1)

+ B=(1,2)

s C=(4,-2)

Segmento

s a=6

4 b=10

s g=5
= Triangula

+ poll =16

Selecione trés pontos ou duas retas

Entrada:

sendo o ponto do centro, o angulo a ser medido.

Volte na barra de ferramentas e clique em Angulo.

Geolebra

0s quais serdo os vértices do tridngulo. Depois, clique outra vez no

Depois clique em trés pontos distintos, sempre em sentido anti-horario em relagéo aos pontos do triangulo,




Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[&] LA > 0] 4 Nl ] ) 74
+ Janela de Algebra ™ | + Janela de Visualizagéo
- Ponto
s A=(-5-1)
v B=(-1,2)
v C=(4,-2)
= Segmento
v a=6
+ b=10
2 e=5
= Triangulo

@ poll =16

= Angulo e e
@ a=37 B=112 B
s =112 = =N

@ y=31" /

Entrada:

c) Agora some as medidas desses angulos. Qual valor vocé obtém?

d) Arraste um vértice qualquer de modo a obter um novo tridngulo.
e Clique na ferramenta Mover.

Arquivo Editar Exibir OpgSes Ferramentas Janela Ajuda

Tl L] s
Bl Al slolel &Nl +] :
Mover
Arraste ou selecione um ou mais objebos (Esch
U

} de Visualizagio

= Segmento
+sa=6
@ b=10
#c=5

« Triangulo
4 pol1 =16
Angule

4 a=3r

* p=112" 'O\
@ y=3" /ﬁ=112°\\,\

Entrada:

e Em seguida, cligue em um dos vértices do triangulo e arraste até o local desejado.




(] GeoGebia - s IEN
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

oAU~ LIl P -' A .,:i'- " LUTSNT AR 3 0 24
v Janela de Algebra = v Janela de Visualizacdo %
+ Ponto

Segmento

s a=7

4 b=10

s c=8 E

Triangulo {: N

@ poll =26 < B = 84%,

Angulo

» a=42°

+ p=84° 4

s y=54° e a\

Entrada; =

O que acontece com as medidas dos angulos e com a respectiva soma?

e) Arraste, novamente, um vértice qualquer do triangulo. Some as medidas dos angulos internos.
Compare esta nova soma com as anteriores.

3. Apds realizar as duas experiéncias, a que conclusao vocé chega?

4. Acompanhe a demonstracéao:
Vamos considerar um triangulo ABC e observar os angulos 4, B e € do triangulo.

Fonte: lezzi et al. Matematica e Realidade. Ensino Fundamental. 72 série. Editora Atual

Pelo vértice A, vamos tracar uma reta r paralela ao lado BC e observar os angulos 1 e 2.

Fonte: lezzi et al. Matematica e Realidade. Ensino Fundamental. 72 série. Editora Atual




Do paralelismo de r e BC, considerando-se a transversal AB, decorre que:

1 =B
Do paralelismo de r e BC, considerando-se a transversal AC, decorre que:
2=C

Substituindo entdo 1 por B e 2 por €, temos:
r A/

,B C B
Fonte: lezzi et al. Matematica e Realidade. Ensino Fundamental. 72 série. Editora Atual

Observando o tridngulo da direita e somando os angulos que tém vértice em A, concluimos que:
A+ B + C = angulo raso
Resumindo: A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180°.

5. Com base no que vocé acabou de ver, responda:
a) Se 0 AABC tem A de 47° e B de 103°, qual é a medida do C?

b) Se os trés angulos internos de um tridangulo sdo congruentes (de medidas iguais), qual € a
medida de cada um?

c) E possivel desenhar um tridngulo cujos angulos internos medem 90°, 50° e 60°? Justifique.

d) Um triangulo pode ter dois angulos internos retos? Por qué?

e) Um triangulo pode ter um angulo interno agudo, um obtuso e um reto? Justifique.

6. Em cada item, calcule o valor de x.
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ATIVIDADE VI - Classificagao dos triangulos quanto aos angulos

1. Fractais (do latim fractus, frac¢ao, quebrado) séo formas em que as partes sdo semelhantes
ao todo.
Vamos aprender a construir um fractal. Para isso, vocé precisa de régua, malha triangular e
caneta preta.
Siga as instrugdes abaixo:
e Construa na malha triangular um triangulo equilatero de lado 16.
Margue o ponto médio de cada um de seus lados.
Construa segmentos unindo esses pontos médios.
Quantos triangulos vocé possui agora?
Para cada triangulo, exceto o do centro da figura, marque o ponto médio de cada um de seus lados e
construa segmentos unindo esses pontos médios.
e Repita a operacdo quantas vezes o desenho permitir.

Esse fractal é conhecido pelo nome de Tridangulo de Sierpinski

oy A i
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_de_Sierpinski
Acesso: 02/03/2015

a) Como esses triangulos sao classificados quanto as medidas de seus lados?

b) Registre na tabela a medida dos lados e dos angulos em cada etapa da construgao:

Etapa Medida dos lados Medida dos angulos
0

AW N | =




c) Através da observacao dos dados registrados na tabela, percebemos que nesses triangulos
equilateros os angulos internos medem 60° cada um. Esse fato é valido para qualquer triangulo
equilatero? Por qué?

2. Os tridngulos podem ser classificados em relagao aos angulos. Levando-se em consideragao
que a soma das medidas dos angulos de um tridangulo € 180°, podem ocorrer as seguintes
situacoes:

e Os trés angulos sao agudos. O triangulo é acutangulo.

e Um dos angulos é reto e os outros dois s&o agudos. Nesse caso, o tridngulo € retangulo.

e Um dos angulos é obtuso e os outros dois sdo agudos. Temos um tridngulo obtusangulo.

=

Acutangulo Retangulo Obtuséangulo

3. Usando o geoplano e elasticos coloridos, construa tridngulos e classifique-os quantos aos
angulos. Veja o exemplo:

Triangulo acutangulo

4. Classifique cada forma triangular destacadas nessas imagens quanto aos lados e quanto aos
angulos.

el

Fonte: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/storage/materiais/0000016817.PDF
Acesso: 02/03/2015




5. Em relacdo aos angulos, todos os triangulos destacados abaixo sao classificados como
triangulos

e
Fonte: http://frankderodrigues.blogspot.com.br/p/geometria.html
Acesso: 02/03/2015

6. Dois angulos de um triangulo medem, respectivamente, 45°¢ 57°. O triangulo é acutangulo,
retdngulo ou obtusangulo?

7. Um tridngulo pode ter dois angulos obtusos? E dois angulos retos?

8. Mostre que em um tridngulo isdsceles, os angulos da base sdo congruentes (iguais).
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ATIVIDADE VIII — Angulos externos de um triangulo

1. Os poligonos também tém angulos externos. No triangulo ABC, abaixo, um dos angulos
externos é o angulo DAB que se obtém construindo a semirreta CA (prolongando o lado AC) e o
ponto D exterior ao segmento de reta AC.

Sao igualmente angulos externos os angulos EBC e FCA.

a) Pinte os angulos internos de vermelho e os angulos externos de azul.

b) Escreva a relagao entre a medida do angulo interno e a do angulo externo de cada vértice do
triangulo.

c) Qual é o valor da soma BAC + DAB + CBA+ EBC + ACB + FCA?

d) Sabendo que a soma dos angulos internos do tridngulo é 180°, é possivel saber o valor da
soma dos angulos externos desse triangulo? Como?

e) A conclusao tirada do item anterior permanece valida se considerarmos outro triangulo? Por
qué?

f) Conclui-se que:
Em qualquer triangulo, a soma dos angulos externos é sempre igual a 360°.




2. Considere o triangulo ABC a seguir:

5 C
a) Escreva a relagao existente entre as medidas dos angulos internos desse tridngulo.

b) Qual a relagao entre as medidas dos angulos y e 67

c) Com base nessas duas igualdades que vocé determinou, temos:
a+ pf+y=y+ 0
a+ B=y+0—y
a+ =0

d) A conclusao tirada do item anterior permanece valida se considerarmos outro tridngulo? Por
qué?

e) Conclui-se que:
A medida de qualquer angulo externo de um triangulo é igual a soma das medidas dos
angulos internos nao adjacentes a ele.

3. Em cada item, calcule o valor de x:

242

21° X

4. Calcule a soma x + y + z na seguinte figura:
X

]
=
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ANEXO A

Teste de van Hiele



TESTE DE VAN HIELE

1- Assinale o(s) triangulo(s):

ANVANA NIRVAVAN

2- Assinale o(s) quadrado(s):

O NHEICO

3- Assinale o(s) retangulo(s):
. N s/ 0 j
4- Assinale o(s) paralelogramo(s):

/7 O LN\ /A

5. Assinale os pares de retas paralelas:

o X

D
—‘.\

i | .

O ]

Basico:




6- No retangulo ABCD, as linhas AC e BD sdo chamadas de diagonais.
Assinale a(s) afirmativa(s) verdadeira(s) para todos os retangulos:
a) Tém 4 angulos retos.

b) Tém lados opostos paralelos. |
¢) Tém diagonais de mesmo comprimento. -
d) Tém os &4 lados iguais.

e) Todas sdo verdadeiras.

7-Dé 3 propriedades dos quadrados:

8- Todo triangulo isésceles tém dois lados iguais. Assinale a afirmativa
verdadeira sobre os angulos do tridngulo isdsceles:
(a) Pelo menos um dos angulos mede 60°.
(b) Um dos angulos mede 90°.
(c) Dois angulos t8m a mesma medida.
(d) Todos os trés dngulos t2m a mesma medida.
(e) Nenhuma das afirmativas é verdadeira.

9-Dé 3 propriedades dos paralelogramos:
5.5 SO U SO RUUS R URNERRARERER R / /

10-Dé um exemplo de um quadrildtero cujas diagonais ndo tém o
mesmo comprimento. Desenhe este quadrildtero.

Nivel 1:




11- Assinale a(s) figura(s) que pode(m) ser considerada(s) retangulos:

(7

12- Os quatro angulos A,B,C e D de um quadrildtero ABCD sio todos
iguais.
(a) Pode-se afirmar que ABCD € um quadrado? ...
(D) POY QUET...cimissssmassassesssasssssssonsasssnsnsssasassssasassassssssrsnsssssssssensussssansessasssasssns
(c) Que tipo de quadrildtero é ABCD? .......uivenmscnsnninssssnsnsssssssssssssasens

13- Pode-se afirmar que todo retangulo é também um paralelogramo?
........................................... POF QUET ..occeereeenicrsnrcanssistssnsssnisssssssssasssssssnsensansane

14- Considere as afirmativas:
(1) A figura X é um retangulo.
(11) A figura X é um triangulo.
Assinale a afirmativa verdadeira:
(a) Se 1 é verdadeira, entido II é verdadeira.
(b) Se I é falsa, entdo II é verdadeira.
(c) I e I1 ndo podem ser ambas verdadeiras.
(d) 1 e 1T ndo podem ser ambas falsas.
(e) Se I é faisa, entdo I é verdadeira.

15- Assinale a afirmativa que relaciona corretamente as propriedades
dos retingulos e dos quadrados;

(a) Qualquer propriedade dos quadrados é também vilida para os
retangulos.

(b) Uma propriedade dos quadrados nunca é propriedade dos retan-
gulos.

(c) Qualquer propriedade dos retangulos é também valida para os
quadrados.

(d) Uma propriedade dos retidngulos nunca é propriedade dos qua-
drados

(e) Nenhuma das afirmativas anteriores.

Nivel 2.
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