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Resumo

O fim unico deste trabalho é analisar um Método Alternativo de resolucédo de inequacées
polinomiais, mais simples que o tradicional encontrado nos livros didaticos. Tal método foi
compilado de diversas fontes ndo oficiais, porém, a luz da matematica, ele foi demonstrado.
Para enriquecer esta pesquisa bibliografica, foram acrescentadas férmulas de resolugao
de equacgdes polinomiais a fim de se encontrar as raizes, também com suas devidas
demonstragdes, bem como a proposi¢cao de atividade para sala de aula. Auxiliando, assim,
a todos quantos fizerem uso deste.

Palavras-chaves: Inequacao, Método Alternativo, Afastamento.



Abstract

The unique purpose of this work is to analyze an alternative method of solving polynomial
inequalities, simpler than the traditional one found in textbooks. This method was compiled
from several unofficial sources, but in the light of mathematics it was demonstrated. In order
to enrich this bibliographical research, formulas were added to solve polynomial equations
in order to find the roots, also with their due demonstrations, as well as the proposition of
activity for the classroom. He thus helps all who make use of it.

Key-words:Inequality, Alternative Method, Expulsion.
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Introducao

Dentre as dificuldades apresentadas pelos alunos do 9° ano que fizeram a Prova
Brasil em 2011, uma delas aponta para as inequagdes polinomiais de 1° grau (SCAPATICIO,
2012). Fato este, que me despertou curiosidade, pois desde que terminei o curso de
Licenciatura em Matematica (UFRJ), década de 1990, j4 no estagio supervisionado no
Cap-UFRJ, percebi uma certa aversdo dos alunos com relacdo & Algebra. Em parte pela
dificuldade que eles tem em transformar linguagem formal em linguagem algébrica (FALCAO,
1993) e no aumento da distancia da matematica escolar com a matematica do cotidiano.

Nos anos que se seguiram, em minha vida docente, este quadro ndo tem apresen-
tado melhora. Em especial, o estudo das inequacgodes, relacionadas ao dominio das fungoes,
por exemplo, tem chamado minha atencédo. Com relagdo especificamente as inequacgoes,
Beltrao (1999) verificou que as dificuldades dos alunos sdo ainda maiores e comegou a
pesquisar as causas da ocorréncia desse fendmeno. Entretanto, o autor descobriu poucos
estudos disponiveis, tendo encontrado como resultado quatro dissertagdes: A pesquisa
de Marinho (1999), Inequacéo: a construcdo de seu significado, investiga, a luz da Teo-
ria de Gerard Vergnaud (1991), onde verifica se os alunos sdo capazes de construir o
conceito de relagdo de ordem e se apropriam do estudo da variagédo do sinal da fungao,
de forma que a interpretacdo do grafico ajude na solugdo de inequacgdes. Traldi Junior
(2002), em seu trabalho, Sistemas de Inequagbées do 1° grau — uma abordagem no processo
de ensino-aprendizagem focando Registros de Representagéo, investiga, utilizando-se da
teoria de Raymond Duval Pontes e Kluppel (2011), como os alunos identificam os sinais de
desigualdade... FONTALVA (2006), propde o seguinte tema Um estudo sobre inequacgdes:
entre alunos do Ensino Médio, focado nas inequagdes de 1°, 2° e 3° graus, utilizando-se das
noc¢oes da Dialética ferramenta-objeto e Interagdo entre dominio de Régine (1984). Clara
Clara et al. (2007), realiza seu estudo, Resolucées de inequacbes logaritmicas: um olhar
sobre a produgdo dos alunos, também voltado a luz da teoria de Régine (1984), investi-
gando e apontando as dificuldades dos alunos ao resolver problemas de desigualdade ou
inequagodes logaritmicas.

Dessa forma, passei a pesquisar, ha algum tempo, recolhendo informacdes e “dicas”
de colegas e algumas poucas em livros. Fui compilando tais informacbes e buscando
formalizar matematicamente a demonstragcéo para tais “dicas”.
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A contribuicdo deste trabalho, diferentemente dos citados até agora, nao é voltada
para a pesquisa de campo, investigando as dificuldades do aluno, mas sim, na proposta de
um Método Alternativo de resolugao de inequagdes, contrapondo-se ao Método tradicional
encontrado nos livros didaticos de Ensino Fundamental e Ensino Médio, como por exemplo
em (IEZZI et al., 2013).

Vale ressaltar que, algumas dificuldades dos alunos com relacéo a aprendizagem da
matematica estao relacionadas as ideias de linguagem e simbolismo, D’Amore (2007). Uma
das propostas deste Método Alternativo € reduzir os simbolismos, na area em questao.

Os PCN’s, Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) salientam a importan-
cia da resolugéo de problemas, uma vez que as inequagdes sao utilizadas na maioria das
situagdes como mais uma dessas ferramentas. O objetivo geral deste trabalho é formalizar
um Método, que se propde ser mais objetivo, rapido e com menos etapas a serem desen-
volvidas, para se resolver inequagodes polinomiais, apenas. Os objetivos especificos sao,
dar subsidio a resolugao destas inequagdes através da apresentacéo e demonstragao de
férmulas que encontrem as raizes das equacgoes. Assim, esta dissertacao foi organizada
em introducdo, quatro capitulos e as consideragdes finais.

No primeiro capitulo, Continuidade das func¢des Polinomiais, seré oferecida toda a
base matematica para o estudo das fungdes polinomiais. Principalmente no que concerne
a continuidade destas fungbes e ao teorema do valor intermediario, que serdo de suma
importancia para o Método Alternativo.

No segundo capitulo, Equacdes, serao descritas e demonstradas, todas as férmulas,
aqui utilizadas na resolucao de polindbmios, ou seja, formulas que podem ser usadas para
encontrar as raizes dos polindmios. E 6bvio que este assunto néo esta esgotado no primeiro
capitulo deste trabalho, mas acreditamos que as sugestdes ali descritas sejam suficientes
para resolver os problemas que se apresentam no Ensino Fundamental e Médio.

No terceiro capitulo, Método Tradicional de Resolucao de Inequagdes, sera apresen-
tado o método tradicional, tal como ele se apresenta nos livros didaticos, com uma breve
analise dos pontos de conflito para os alunos, durante a aprendizagem.

No quarto capitulo, Método Alternativo de Resolucéo de Inequagdes, passamos a
descrever o Método Alternativo de resolucao de inequagdes polinomiais, utilizando o devido
rigor matematico, bem como apresentando exemplos de cada caso.

No quinto capitulo, Proposta de Atividade para a Sala de Aula, seré proposta uma
atividade para ressaltar a diferenga entre o Método Tradicional e o Método Alternativo, e
também, exercitar o Método proposto.

Por fim, serdo apresentadas as consideragodes finais, destacando os pontos signifi-
cativos desta pesquisa, bem como sua relevancia no meio educacional. Em seguida, as
referéncias bibliograficas e o apéndice.
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Capitulo 1

Continuidade das Funcoes Polinomiais

Sendo o objetivo deste trabalho analisar as inequacdes polinomiais, e somente elas,
€ mister que sejam apresentadas aqui as definicdes basicas das fungdes polinomiais. Assim
daremos embasamento ao desenvolvimento proposto nos préximos capitulos.

1.1 Um pouco da Histoéria do calculo

O surgimento do calculo diferencial e integral foi palco de uma grande controvérsia
sobre a paternidade da descoberta. A discussao envolveu dois grandes génios: Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1642-1716).

Atualmente considera-se que os dois matematicos descobriram o célculo de forma
independente e, assim, o crédito € dado a ambos. No entanto, a época o debate de quem
merecia o reconhecimento foi acalorado, com defensores aguerridos de ambos os lados.

E importante observar também que uma descoberta matematica importante nao
aparece do nada. E o resultado do trabalho de muitas pessoas ao longo de séculos. Newton
reconheceu este fato por meio de sua famosa frase "Se vi mais longe foi por estar de pé
sobre ombros de gigantes."

Newton e Leibniz tiveram abordagens diferentes do Calculo e tomaram caminhos
distintos em suas descobertas. Newton tentava resolver problemas na Fisica e seguiu um
caminho mais pratico voltado a solucao destes problemas. Leibiniz era um filésofo e tomou
um caminho mais abstrato.

Foi Leibniz que criou a notacao % para a derivada de y em relacdo a x. Ele imaginava
um "triangulo infinitesimal"formado pelo incremento Az e o incremento correspondente Ay.
A razao % se aproxima do coeficiente angular da tangente quando Ax. Leibiniz via este
limite como a divisdo de duas quantidades "infinitesimais".

Newton descobriu os fundamentos do Calculo diferencial e integral muitos anos
antes de Leibniz, mas publicou seus trabalhos mais tarde. Newton chamou o célculo de
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"métodos de fluxées". Usando diferenciacao, Newton produziu métodos que resolviam
problemas do calculo da area, tangentes, comprimento de curvas e maximos e minimos de
funcgdes.

Newton também percebeu o fato crucial de que a integracdo de uma funcéao é a
operacao inversa da diferenciagao, o que hoje € chamado Teorema Fundamental do Célculo.

Historia retirada do Livro Fundamentos de Célculo de Antonio Caminha Muniz Neto,
Colecdo PROFMAT — Sociedade Brasileira de Matematica, localizada na Unidade 09 pagina
21. cite

1.2 Funcao Polinomial
Sao fungbdes descritas desta forma:

() = apa™ 4+ ap_12™ ' 4 .. 4 aox® + a1 + ag

onde x é a variavel unica e a,,, a,_1, ..., as, a; € ag SA0 0s coeficientes.

1.3 Dominio

Como nao ha restricées para x, ou seja, x pode assumir qualquer valor, entdo o
dominio sdo todos os Complexos.
D(f(z)) cC

1.4 Imagem

Também néo ha restricées para f(x), ou seja, f(x) pode assumir qualquer valor, entdo
a imagem sao todos os Complexos.

Im(f(x)) € C

1.5 Numero de Raizes

Para sabermos quantas raizes um polinémio tem, basta usarmos um teorema bem
simples que é o Teorema dos Fatores.

1.5.1 Teorema dos Fatores

Um ndmero z; € um zero de um polindmio P se e somente se P(z) tem um fator da
forma (z — ;). Como um polindmio de grau n possui n fatores, concluimos que ele possui
n raizes.
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1.6 Nummero de Raizes Complexas

Zeros (ou raizes) complexas (ou imaginarias) aparecem quando temos raizes de
indice par (raizes quadradas, quartas, sextas, etc.) de nimeros negativos. Sendo assim,
elas sempre ocorrem aos pares.

Ex: 2% = -9

r=4v-9

z = +1/9v/—1, chamamos v/—1 de unidade imaginaria i
r = =£3i

Seja p: R — R definida por p(x) = a, 2" + a,_12" ' + ... + asz? + a1z + ap, com
n um ndmero inteiro impar e a,, # 0. Entdo p(z) possui uma raiz real.

1.7 Continuidade

Condicao ou estado do que é continuo, sem interrupcdes: a continuidade do barulho
da tempestade. Insisténcia, persisténcia ou prosseguimento das caracteristicas préprias de
um determinado contexto, fato ou circunstancia.Conjunto dos procedimentos que conservam
a unidade visual e sonora de uma filmagem.[Eletricidade] Ligac&do do que faz parte de um
circuito elétrico.Radiologia. Acao de passar de um programa para outro sem interrompé-
lo.(Etm. do latim: continuitas.atis)

Continuidade é sinénimo de: perpetuidade, ininterrup¢ao, perenidade.
Sejam f,g:D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo « intesecte D\{a}. Se
lim, . f(z) =1 elim, ., g(x) =1y
a) lim, . (f + 9)(z) = L + I
9)(@) =l
I

#+ (0 paratodo z € D e l, # 0 tem-se que hmx_)a(g)(:c) =3

b) lim, .. (f
c) Se g(x

d) Se f(z) = g(z) entdo lim, 4 (fg)(x) = limypa(f )(2) = limea(f(2))? = (L)?
Sejam f,g: D — R:

(f
)

a) Se c € R, entdo lim,_,, cf(v) = c(lim,_, f(x)) = ¢4
b) lim,u(f — g)(x) =1y — I
Se p é um polinébmio qualquer, entdo, para todo a € R,

lim p(z) = p(a)

r—a

Sejam f : D — R uma funcao definida no dominio D C R e a € D, um ponto tal que todo
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intervalo aberto contendo «a intersecta D\{a}. Dizemos que a fungéo f é continua em a se

lim f(z) = f(a)

T—a

Seja f uma fungao definida em um intervalo /. Se f é derivavel em zy € [ entdo f é
continua em xz.

Polinbmios sédo fung¢des continuas uma vez que sao derivaveis em todos os pontos
do seu dominio e

lim p(z) = p(a)

r—a

1.8 Teorema do Valor Intermediario

Seja f : [a,b] — R uma funcéo continua e seja d um ndmero entre f(a) e f(b). Entdo
existe um numero ¢ € (a, b) tal que

fle)=d

Por esta razéo, o valor numérico do polindmio entre as raizes, ter4 sempre o mesmo
sinal, ou so positivo ou sé negativo.
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Capitulo 2

Equacoes

Neste capitulo, veremos as férmulas necessarias para se obter as raizes das fungdes
polinomiais encontradas nos exercicios voltados ao Ensino Fundamental e Médio, com as
suas devidas demonstracdes. Este capitulo é importante para o estudo das inequagoes
pois, para encontrar as raizes destas, é necessario primeiramente decompor as inequacoes
em produtos e/ou quocientes de equacdes. Em seguida, utilizando os métodos descritos
neste capitulo, encontramos as raizes destas equagdes. A conclusao é que as raizes da
inequagao, sdo também raizes da equacao. Nao apresentamos neste capitulo as equagbes
do 1° grau por serem de facil resolucao e por estarem bem detalhadas no capitulo 3.

2.1 Equacao do 22 Grau

No capitulo 2 estudaremos equacgdes do 1° grau. Entendemos que por ser muito
simples, ndo ha necessidade de acresentarmos um capitulo sobre elas. E possivel, da
mesma maneira como sera feito no capitulo 2, estudar a variacdo de sinal e resolver
inequacoes de expressoes envolvendo produtos e quocientes de trinbmios do 2° grau,
desde que se possa fatorar esses trinbmios em binémios do 1° grau. Neste capitulo, porém,
veremos que, sendo possivel ou nao fatorar os trinbmios do 2° grau em binémios, sera
possivel resolver inequagdes produto e quociente.

2.1.1 Foérmula resolutiva da equacao do 22 grau

Neste tépico, a férmula deduzida é conhecida como a Férmula de Bhaskara, en-
tretanto a formula foi deduzida pelo matematico hindu Sridhara, apesar de Bhaskara ter
contribuido significativamente com o estudo de equagdes algébricas. “...0 fundamento
utilizado para a deducao da férmula foi buscar uma forma de reduzir a equacéo do 2°
grau a uma do 1° grau, através da extracao de raizes quadradas de ambos os membros
da mesma.” (BOYER, 1996) Adiante vemos a dedugdo classica da férmula resolutiva da
equacgao do 2° grau.
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ar’ +br+c=0 (+a)

+b2_b2 c
7o) "1 a

+b 27b2—4ac
v 2a)  4a?

n b _ 4 b2 — dac b
v 20 4a2 2a
b Vb?% — 4ac
x’:——:l:—

2a 2a
—b+ Vb? — 4dac
T =
2a

2.1.2 Soma e Produto das raizes — Relagoes de Girard

Como técnica de resolugdo da equacéao do 2° grau podemos destacar também a
soma e o produto das raizes derivadas da férmula de Bhaskara e das Relac¢des de Girard:

—b+\/b2—4ac+ —b —/b% — 4ac o

(2a)2 a

S = 5 %2, - 2¢ a
p_ (—b + Vb — 4ac>(—b — Vb2 - 4ac) (=)= (VBP1ad)® _ ¢
B 2a a e

2a
Assim, teremos

2 b c __
xr- — Eflf + e 0
Ou, simplesmente

2?—Sz+P=0

2.1.3 Produto de bindémios do 12 Grau

No conjunto dos reais o resultado do trinbmio ax + bz + ¢ s6 é positivo quando o

discriminante A > 0 e, no caso real, é dada pela formula também derivada de Bhaskara e
das Relacdes de Girard:

ar? +br +c=alr — x1)(r — 239)
onde z; e x, s80 raizes da equacéo associada az? + bx +c =0

ar’ +br+c=a(2® + % + <) = a(a? — () + 9)
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= a(z? — (z1 + 22)7 + 1122)

2

= a(z® — 210 — Tox + T129)

= a(s(:): — $1>(ZE2(CU - xl))

=a(x — z)(z — x2)

2.1.4 Analise das raizes pelo discriminante A

Para representarmos a equacéo do 2° grau como produto de binémios, precisamos
reconhecer suas raizes. Vejamos como fazer isto. Ha trés casos a considerar conforme se
tenha A > 0, A =0, ou A < 0. Lembrando que A

Caso1: A >0

Se A > 0, entdo as raizes sdo reais e distintas e o trinémio az? + bx + ¢ pode
ser fatorado como se segue. Identificaremos as férmulas encontradas, como Férmula 1 e
Férmula 2, para que possamos utiliza-las posteriormente.

Formula (1): az? + bx + ¢ = a(x — z1)(xr — x3) com z; € R e podemos aplicar o
processo descrito no item 2.1.3.

Caso 2: A = () ent&o as raizes sio reais e iguais e o trindmio az? + bx + ¢ pode ser
fatorado como se segue:

Se A =0, Férmula (2): az? + bz + ¢ = a(x — x¢)?, Onde z, € o valor comum das
duas raizes e podemos aplicar o processo descrito no item 2.1.3.

Caso 3: /\ < 0 entdo as raizes néo so reais e o trindmio ax? + bx + ¢ ndo pode
ser fatorado em binémios do tipo x — x; com z; € R. Todavia o sinal encontrado para os
valores numéricos do trindbmio € sempre igual ao sinal de ¢ como se conclui do argumento
que se segue.

Seja o trindbmio ax? + bx + ¢ no qual A < 0.

Admitindo-se que a representacdo grafica do trinbmio seja uma curva continua
(isto €, uma curva na qual ndo haja interrupcées no seu tracado, vide capitulo 1) e, na
verdade, este é 0 caso, entdo a curva nao intercepta o eixo dos x pois as abscissas dos
pontos de intersecéo sdo as raizes reais do trindmio. Assim, a curva esta situada totalmente
acima ou totalmente abaixo do eixo dos x. Se pudermos determinar a ordenada de um
ponto qualquer da curva, todas as ordenadas (valores numeéricos do trinbmio) terdo o
mesmo sinal da 12 ordenada determinada. Ora, a ordenada mais facil de se determinar
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€ a ordenada correspondente a abscissa zero, isto é, a ordenada do ponto (0, c). Por
conseguinte, podemos concluir que:

Se A < 0, o sinal do trindmio (isto é, o sinal de seus valores numéricos) é sempre
igual ao sinal de c. Vale lembrar também que, o valor de ¢ nunca sera 0, pois sendo b?“4ac
se reduziria apenas a b* que sera sempre positivo, sendo assim, A > 0.

Se A < 0, entdo sinal y = sinal cparatodoz € R (1)
Mas A < 0 — b? < 4ac — ac > 0
— sinal(a) = sinal(c) (2)

(1)e(2)— sinal(y) = sinal(a) Vx € R

2.1.5 Raizes Fracionarias

E possivel considerarmos uma equagao polinomial do segundo grau com coeficientes
inteiros, ax? + bz + ¢ = 0, com discriminante maior que zero e tal que b/a ou ¢/a (ou ambos)
nao seja um inteiro. Para isso, observemos o seguinte:

Se r, e ry sdo dois numeros racionais, escritos de forma que tenham o mesmo

denominador d, entao
m n m—+n mXn
E, TQZE, 7“1+7’2=T,e7"1xr2:7

Essa observagao fornece um método de reduzir soma e produto de fragbes em
soma e produto de inteiros:

r =

Escreva S e P como fragdes de forma que o denominador de P seja o quadrado do

denominador de S, digamos S = 7 e P = % Encontre numeros inteiros m e n com soma
S' e produto P'. Entdo, m/d e n/d tém soma S e produto P.

Exemplo 2.1 Raizes Fracionarias

1322 — 1702 +13 =0
170 13 169
_ — P = — = —
S 13° 13 132
Entdo, S' = 170 e P' = 169, que leva am = 1 e n = 169. Assim, as raizes da

equagdo sdor; = 1/13 ery = 13.

Exemplo 2.2 Raizes Fracionarias

622 —bxr —4=0
5 —4 —24
S = -, P = — = —
6 6 36
Entdo, S' =5 e P = —24, que levaam = —3 en = 8. Assim, as raizes da equagao

sGor, = —3/6=—1/2er, =8/6=4/3.
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Pela analise do discriminante, podemos estudar a variacado de sinal de expressdes
envolvendo produtos e quocientes de quaisquer polindmios do 1° e 2° graus (com uma
variavel “independente”, x).

2.2 Equacao do 32 grau

Resolver equacdes do 3° grau nao é tarefa facil. Prova disto é que, s6 no século
XVII foi encontrada uma férmula para se resolver tais equagdes

2.2.1 Histéria da Formula de Tartaglia-Ferro-Cardano

Para resolvermos as equacdes do 3° grau e encontrarmos suas raizes, podemos
usar o método de Tartaglia-Ferro-Cardano. Frasson (2009) chama de Foérmula de Tartaglia-
Ferro-Cardano o método de resolucéo de equagdes do 3° grau do tipo 23 + pxr + ¢ = 0
. Apesar de durante séculos ter sido conhecida como a Férmula de Cardano, ndo foi
este quem a demonstrou primeiramente. Antes, apropriando-se dos calculos dos grandes
matematicos italianos da Idade Média, Tartaglia e Ferro, tornou publica tais solugdes. Depois
de publicada descobriu-se que tais formulas ja eram conhecidas ha pelo menos 30 anos.

A solugéo algébrica por meio de radicais € um pouco sofisticada e envolve habilidade
em resolucao de equacdes

As férmulas de Cardano sao férmulas para a solugdo de equacgdes cubicas (equa-
cbes do terceiro grau) reduzidas. Foram publicadas (juntamente com outras férmulas para
a solucao de equagdes quarticas (equagdes do quarto grau) pela primeira vez em 1545
pelo matematico Girolamo Cardano em seu livro Ars magna. As formulas para a solu¢ao de
equacdes cubicas reduzidas foram descobertas por Niccolo Tartaglia, e segundo Cardano
ainda antes por Scipione del Ferro. A contribuicdo de Cardano foi 0 método para a reducao
da equacao geral do terceiro grau para o caso especial (LIMA, 1987).

As férmulas de Cardano foram uma motivacao fundamental para a introducao dos
nameros complexos, pois no casus irreducibilis, pela extragdo da raiz quadrada de um
namero negativo, pode-se chegar a uma solugéo real. Este caso somente foi resolvido em
1600 por Francois Viéte mediante trigonometria.

As férmulas de Cardano atualmente ndo tem significagao pratica para uma solucao
puramente numérica da equacao cubica, pois a solucao pode ser determinada pela progra-
magao do método de Newton em computadores. Mas continuam atuais quando se idealiza
sua solucao simbdlica (BOYER, 1974).
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2.2.2 Poesia na Equacao do 3° Grau

A titulo de curiosidade, foi transcrito um trecho da histéria da férmula de Tartaglia-
Ferro-Cardano, mais especificamente a forma como foi passada de Tartaglia para Cardano.

Tartaglia comunicou a Cardano o segredo da sua descoberta por meio de versos.
Tal ideia ndo é tao estranha quanto pode parecer a principio; devemos lembrar que, na
época, os autores ndo dispunham ainda de uma notacdo adequada para tratar as equagoes
em sua generalidade e ndo podiam, portanto, expressar seus métodos resumidamente
mediante férmulas, como fazemos hoje em dia. (KLINE, 1972)

A seguir, reproduzimos os versos ha sua forma traduzida para a lingua portuguesa,
extraido diretamente de sua versao original na pagina 120 da edicao de 1554 dos Quesiti
[6]:

1. Quando o cubo com a coisa em aprego
Se igualam a qualquer nimero discreto
Acha dois outros diferentes nisso

2. Depois teras isto por consenso
Que seu produto seja sempre igual
Ao cubo do tergo da coisa certo

3. Depois, o residuo geral
Das raizes cubicas subtraidas
Sera tua coisa principal

4. Na segunda destas operagoes,
Quando o cubo estiver sozinho
Observaras estas outras redugoes

5. Do numero faras dois, de tal forma
Que um e outro produzam exatamente
O cubo da terca parte da coisa

6. Depois, por um preceito comum
Toma o lado dos cubos juntos
E tal soma sera teu conceito

7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem
Que suas naturezas sdo quase idénticas

8. Isto eu achei, e ndo com passo tardo
No mil quinhentos e trinta e quatro
Com fundamentos bem firmes e rigorosos
Na cidade cingida pelo mar

(TARTAGLIA, 1959)
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2.2.3 Formula de Tartaglia-Ferro-Cardano

Demonstracao da formula de resolucao da equacgao do terceiro grau, ou férmula de
Tartaglia-Ferro-Cardano.

Seja a equagéo do terceiro grau az® + bz? + cx +d = 0, com a # 0.

, Lo a . .
Cardano demonstrou que realizando a substituicdo r = y — 3 elimina o termo 22 da
equacao.

Mas nds desejamos ver isso na pratica. Entdo, vamos realizar a substituicdo de
variaveis considerando y = x + m uma variavel de x. Temos portanto que r = y — m.

Substituindo na equagao do terceiro grau:

aly —m)’ +b(y —m)* +c(y—m)+d=0

ay® — 3ay*m + 3aym? — am?® + by? — 2bym +bm?® +cy —em+d =0
ay® — 3ay*m + by? + 3aym? — 2bym +cy —am3 +bm? —cm +d =0
ay® + (=3am + b)y? + (3am?® — 2bm + )y — am?® +bm? —em +d =0
Desejamos que o termo y? seja nulo. Entdo, fazemos:

b
—3dam+b=0=>m= —
3a

Substituindo m:

b\?2 b b\* b\ > b
— ) —(—= —a = b(Z) —c( =) +d=
() () v o) () <)+

34 ab? 2b2+ ab3+b3 _bc+d_0
oy 9a? 3a €)Yy 27a®  9a2 3a a

2 202 3 b3 b
ay?’—l—(b——i—f—c)y— G A

ay® +

27a%2 92 3a
5 2 2b% — 9abe + 27a%d
ay>+ | —5-+cly+ 5 =0
a 27a

Como a # 0, podemos dividir toda a equagéao por a.

5 b? c 203 — 9abe + 27a%d
Y’+\l—gzt -yt =0

3a2  a 27a3
¥ ¢ 20° — 9abe + 27a%d N .
Fazendo: ———+- =pe = ¢, temos uma equagao na incégnita
3a2 a 27a3

a
y simplificada do tipo:
v H+py+q=0

Se y = u + v, ou seja, estamos dizendo que y pode ser expresso na forma de uma
soma de dois numeros 0s quais sao raizes da equacgao. Logo:

(utv)P*+(u+v)p+q¢g=0
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u? + 3uv? + 3uPv+ 3+ put+pu+qg=0
v+ u? 4+ 3uv(u+v) +plu+v)+¢=0
(v* +u?) + (Buv +p)(u+v) +¢=0

A equacéo é verdade para:

v+ud=—qe

3
I 3,,3 I
3 +p=0= = =
uv Y% uv 3 u-v

Observando o resultado anterior, vemos que u* e v* s&o raizes de uma equagéo do
tipo w? — Sw + P = 0, onde S e P s&o respectivamente a soma e o produto das raizes.

Logo, podemos escrever tal equagdo como:
3
w? + qu — LA,

27
—b+ Vb —4
Usando a Férmula de Bhaskara © = 5 ac, chegamos a concluséo que:
a
2 3
q q P
=144/

YTV Tar

Como u? e v? so raizes dessa equagéo, entéo:

q p /q p
__4q4_ 9 P _7_ q_ »’
- Vi +27: \/ Va7

Para concluir. Dado que y = u + v, entéo:

2 3 2 3
_ ¢4 kI T B S S
y_\/2+\/4+27+\/2 T

Essa formula fornece as raizes da equacéo de 3° grau do tipo z* + px + g = 0.

E claro que existe uma forma de fazer esta equacdo ainda mais relacionada com
a original, porém é resultado de modificacbes algébricas muito entediantes e cansativas.
Além do mais, o calculo de p e g nao é dificil: € sé substituir os valores originais na equagao.

2.2.4 Fatoracao

Usar a férmula de Tartaglia-Ferro-Cardano, no dia a dia, ndo é tarefa muito facil.
Podemos utilizar de outros recursos para encontrarmos as raizes das equagdes do 3° grau.
Temos, por exemplo, o recurso da fatoragdo. Neste caso, depende da percepgao de quem
esta resolvendo. Observe os exemplos:

Exemplo 2.3 Fatoragdo



Capitulo 2. Equagées 26

2 +32° -2 —-3=0
Colocando 22> e —1 em evidéncia, temos:
(r+3)—1(z+3)=0(2*—1)(z+3)=0

Lembrando que z* — 1 = (z + 1)(z — 1)

(+3)(z+1D)(x—-1)=0

Concluimos entéo que as raizes séo -3, -1 e 1

Exemplo 2.4 Fatoragdo
23 —222 —x+2=0
2z —2)—1(z—2)=0 (22— 1)(z—2) =0

(x=2)(z+1)(x—1)=0

Assim teremos as raizes -1, 1 e 2
Caso o termo independente seja 0, a solucao fica muito simplificada, veja:

ax® + bx® + cx = 0 (d = 0), neste caso, basta colocar x em evidéncia

z(az® +br +c) =0

Assim, teremos, © = 0 e ax® + bx + ¢ = 0 (e esta, é uma equagao do 2° grau).

Se nossa percepcdo ndo estiver tdo apurada assim, temos outro método mais
objetivo.

2.2.5 Teorema das raizes racionais no 32 Grau

Podemos achar as raizes da funcéo polinomial do 3° grau, utilizando uma técnica
mais simples e muito difundida no ensino médio. Consiste em encontrarmos uma das raizes
pelo Teorema das raizes racionais. Este método serve para polinbmios de qualquer grau.

Se uma funcao polinomial

com coeficientes inteiros a,,, a,_1, ..., a1, ag, tem zeros racionais, isto é, se v = £

Q|

com p e g inteiros e £ na forma irredutivel € um zero de f(z) , entéo ao € divisivel por p e ay,
é divisivel por gq.
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O Teorema das raizes racionais nos permite fazer uma lista de todos os possiveis
zeros racionais de uma dada fungao polinomial com coeficientes inteiros. Dai, podemos
testa-los e verificar quais dos possiveis candidatos sdo realmente zeros da funcao, por
exemplo:

Exemplo 2.5 Utilizaremos o Teorema das Raizes Racionais para achar os zeros do polinémio
P(x) = 32" + 823 — 722% — 1272 + 50
1° Passo) Encontrar os divisores (positivos e negativos) de 50 e de 3

Como este é um polinémio de quarto grau, ele tem no maximo quatro raizes reais.
Sexr = § é uma raiz racional de P(x) = 0, entdo os possiveis valores de p sdo os fatores
inteiros de 50, que sdo +1, 42, +5, +10, £25 ¢ + 50.

Os possiveis valores de q sdo os fatores inteiros de 3, que sdo +1 e + 3.

2° Passo) Se x é da forma §, ambos inteiros e irredutiveis, entdo p divide d e
q divide a. Assim encontramos 0s possiveis valores de x, como vemos adiante. | v =
+1, 42, £5,£10, +25, £50, £5, +4, +3, +2, +3, £ +2 45

3° Passo) substituir esses valores na equacgéo de 4° grau, até encontrar uma raiz x.

Apds, uma rapida inspegdo, podemos concluir que x = —2 é um zero de P(z), ou
seja:
P(-2)=0

4° Passo) dividimos P(x) por (x + 2) (pelo dispositivo de Briot-Ruffini), encontrando
o quociente Ax® + Bx? + Cx + D, e como —2 é raiz, o resto é 0 (Teorema de D’Alembert).

Desse modo, dividindo P(x) por (x + 2) obtemos:

P(z) = (v +2)(32* + 22° — T6x + 25)

Utilizando novamente o Teorema das Raizes Racionais, em 3x> + 222 — 76x + 25.

Da mesma forma, podemos verificar que x = 1/3 é um outro zero de P(z), entdo

P(x) = (z 4 2)(x — 1/3)(32” + 3z — 75)

Os demais zeros sdo as raizes da equacgéo quadratica 3z + 3x — 75 que podem ser
encontrados, sem dificuldade, usando uma das formulas citadas no item 2.1.
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2.3 Equacao do 42 Grau

No Ensino Fundamental e Médio, n&do é comum encontrarmos fun¢des quarticas
completas. Porém, estudaremos e demonstraremos este caso, bem como os mais simplifi-
cados.

2.3.1 Casos Simplificados

Sao casos em que uma breve analise superficial da funcéo ja nos remete a uma
simplificagéo da fungéo.

2.3.1.1 Quando o termo independente é 0
Assim teriamos a seguinte situacao
P(z) = 2* + 723 — 32% + 92 colocando x em evidéncia.

P(r) = x(2® + 72? — 3z + 9) deste modo, basta resolver a fungdo do terceiro grau.

2.3.1.2 Fatoragao

Neste caso, é possivel fatorar a fungcédo do 4° grau, transformando-a em duas de
grau menor.

P(z) = 2* + 523 — 32 — 152 fatorando:
P(x) = (2% — 3)(2* + bx) basta, entdo, resolver as duas fungdes do 2° grau.

Este método, como ja foi dito no item 2.2.4, depende da “vis&o”, sensibilidade de
cada um.

2.3.1.3 Teorema das Raizes Racionais no 42 Grau

Este caso ja foi visto no item 2.2.5. Sua aplicagédo em equagdes do 4° grau é idéntica.

2.3.2 Equacgao Biquadrada

Equacdes biquadradas sdo equagdes escritas da seguinte forma geral: az* +bx+c =
0. Para resolvé-la é preciso transforma-las em uma equagao do segundo grau.

Para melhor compreensao veja no exemplo (abaixo) como essa transformagéao
acontece e como chegamos as raizes da equacao biquadrada.

Exemplo 2.6 y* — 10y> +9 =0 — equagéo biquadrada.
(y*)? — 10y +9=0 — também pode ser escrita assim.

Substituindo varidveis: y* = x, isso significa que onde for y* iremos colocar x.
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Za.

227100 +9 =0 — agora resolvemos essa equacgéo do 2° grau encontrando x; e

Por soma e produto das raizes, encontramos
T = 9
To = 1

Essas s3o as raizes da equagédo x*>°10x + 9 = 0, para encontrarmos as raizes da

equacgdo biquadrada y*“10y* + 9 = 0 devemos substituir os valores de =, e x5 emy? = x.

2.3.3

Parax=9
yi=u
y* =9
y=+V9
y =43
Para x = 1
yi=x
y =1
y=+V1
y==+1

Portanto, a solugdo da equagao biquadrada sera: S = {-3,—1, 1, 3}.

Formula Geral

Demonstracao da férmula de resolugdo da equagéo quartica.

Demonstragao da férmula de resolucédo da equagao quartica Tomemos a seguinte

equacgao quartica:

a4z4 + a323 + a2z2 + a1z + ag

Dividindo por a4 (como sempre, para gerar uma equagao ménica), temos

A4b el +dz+e=0

Fazendo z = = — %, obteremos um polinémio da forma

ot +prt+qg=rzx
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Agora, para simplificarmos a equacgao quadrica reduzida acima, temos que obter
uma equagao da forma (2% + A?) = (Bx + (),

que ficara facil de resolver pela férmula quadratica. Primeiro, temos alguns passos a
sequir:

2t +q=rz — pa?

ot 4 2,/qz* + q¢ = ro — pa® + 2,/qz?

(z° +q)* = rz + (2/q — p)a*

Como queremos que o segundo membro seja um quadrado perfeito, vamos adicionar

um numero qualquer k a ambos os lados, de modo que o0 membro da esquerda continue
um quadrado perfeito, e o da direita vire um quadrado perfeito. Temos, entao:

(@ +q)* + 2qk + 2%k + k* = ro + (24/0 — p)a® + 2qk + 227k +
Agora, para o membro da direita ser um quadrado perfeito, entdo o Delta (discrimi-

nante da equacao do segundo grau do membro a direita, quando analisamos na férmula
quadratica) tem de ser zero. Esse discriminante é

A =12 —4(2,/q —p+ 2k)(2qk + k?)

A =12 —16\/¢°k — 8,/qk* + 8pgk + 4pk* — 16¢k* — 4k*

A = —4k% + 4(p — 4q — 2,/9)k* 4+ 8(pqg — 2 /Q)k + 1> =0

Entéo, para achar o niumero que satisfaca o requisito do membro a direita ser um
quadrado perfeito, devemos resolver a equacao acima. Pela formula de Tartaglia-Ferro-
Cardano para cubicas, temos (pelo menos) uma solugao real para tal equagao de terceiro

grau em k. Podemos também utilizarmo-nos do truque da demonstracdo anterior para
reduzir ao nosso caso estudado, e dai achamos k. Temos, com

(g+k)=A

VIi—pFo%k =B
V20k+ K =C
Obtemos a equacao
(22 + A)? = (Bz + C)?,

a qual é o desejado. Observamos que nao demos uma férmula explicita para z, é
quase impossivel fazer tanta conta! Reparem que dariamos k em sua forma de resolugéo de
cubica, o que ainda demandaria modificacoes e, além disso, este apareceria em um radical.
Logo apods, apareceria este radical dentro de mais um radical, o que é suficientemente
cansativo para nao fazermos. Resumindo, € melhor procurar resolver as equagoes do 4°
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grau pelos outros métodos apresentados neste capitulo.

2.3.4 Equacao do 52 Grau

Resolver a equagao do quinto grau significa encontrar as suas raizes.

Pelo Teorema de Abel-Ruffini, ndo é possivel resolver equagdes de grau igual ou
superior a 5 através de transformagdes algébricas dos radicais, isto é, ndo é possivel
encontrar uma férmula geral ou algoritmo algébrico geral para resolver todas as equacdes
de grau 5, apesar de existirem alguns critérios que determinam quais sao soluveis por
operagdes algébricas.

Métodos para achar solugbes aproximadas sao possiveis através do Calculo Numé-
rico, por exemplo, o método de Newton-Raphson, entre outros (que nao sera apresentado
aqui por encontrar-se fora do escopo dos ensinos fundamental e médio).

Existem métodos que reduzem uma equacgao geral do quinto grau, eliminando
sucessivamente os coeficientes dos termos do quarto, terceiro e segundo grau, através de
operagdes com radicais (estas operagdes sao feitas resolvendo-se equagdes do quarto grau
ou menor). Em seguida, chega-se a uma equacgao da forma que pode ser resolvida pelo
radical de Bring ou através de fungdes teta. Uma vez que estes métodos sdo complexos
demais para o objetivo deste trabalho, ndo teceremos comentérios sobre eles.

Concluindo, a partir do 5° grau, as raizes das equagdes deverao ser encontradas de
modo mais pratico e rapido, combinando-se: relagdes de Girard, Algoritmo de Briot-Rufini,
fatoracdes, Teorema de D’Alembert. Deve-se tentar descobrir as raizes, uma a uma e ir
reduzindo o grau da equagao aos poucos.
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Capitulo 3

Meétodo Tradicional de Resolucao de
Inequacao

Este método é amplamente utilizado nos livros didaticos de ensino Fundamental e
Médio, veja por exemplo em lezzi et al. (2013), Filho e Silva. (2003), Dante (2011). Consiste
em analisar cada polinbmio integrante da inequacao separadamente, fazendo o estudo da
variagao de sinais de cada um.

Para os casos mais simples, inequacdes do 1° grau, basta fazer uma reta, represen-
tativa da fungdo e analisar os sinais, antes de depois da raiz.

3.1 Revisando o Método Tradicional

Vamos comecar, revisando o Método tradicional, tal como é proposto nos Ensinos
Fundamental, Médio e Superior.

No produto e/ou quociente de varios polinbmios temos que construir uma reta real
para cada polindémio, com suas raizes ordenadas de forma crescente, colocando os sinais
de cada polindbmio em sua propria reta, sendo estas retas, uma paralela a outra. Adicionar
uma reta extra ao final (paralela também), onde seréo colocadas todas as raizes, para
entdo, fazermos a multiplicacao de sinais de todas as retas, em cada intervalo, colocando o
resultado da multiplicagdo na reta solugao (a reta extra).

E patente, que alunos, tanto do nivel fundamental quanto do nivel médio, sintam
dificuldade na anadlise de sinal das fungdes polinomiais, principalmente quando se apresen-
tam em grau acima do 3° ou em produtos e/ou quocientes de varios polindmios. Nao pela
dificuldade intrinseca do conteudo apresentado, mas, pelo método de resolucéo. Dificulta
também o algoritmo usado para a analise do sinal de cada intervalo da reta real. D’Amore
(2007) também, aponta outra dificuldade no processo de aprendizagem da matematica:
“..para muitos professores existe uma identidade entre o conceito matematico que se deseja
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ensinar, o simbolo matematico e os algoritmos.”

Uma das propostas do Método Alternativo é simplificar os algoritmos utilizados na
resolucao de inequacoes.

3.2 Inequacgoes do 12 Grau

Pode-se resolver qualquer inequagao do 1° grau por meio do estudo de sinal de
uma fungao polinomial do 1° grau, com o seguinte procedimento:

1. lguala-se a expresséo ax + b a zero;

2. Localiza-se a raiz no eixo z;

3. Estuda-se o sinal conforme o caso.

Exemplo 3.1 —2x+7 >0

—2rx+7=0
r="7/2

Figura 1 — Representacdo geométrica da inequagao: —2z + 7 > 0

-

Fonte: Autoria Prépria

Como podemos observar na figura 1, uma vez que f(z) = —2x + 7 é representado

por uma reta, decrescente, f(x) > 0se x < 5" Logo, teremos o seguinte conjunto solucao:

S={reR/x<1}

Exemplo 3.2 22 — 6 <0

Como podemos observar na figura 2, uma vez que f(x) = 2x — 6 é representado
por uma reta, crescente, f(x) < 0 se x < 3. Logo, teremos o seguinte conjunto solugdo:



Capitulo 3. Método Tradicional de Resolugdo de Inequagao

34

Figura 2 — Representacao geométrica da inequacéao: 2z — 6 < 0

Fonte: Autoria Prépria

S={reR/x<3

3.3 Inequacoes do 22 Grau

O método tradicional trata a inequacao do segundo grau como um todo, uma unica
expressdo que deve ser analisada e associada ao seu grafico, a parabola. E necessario
saber que o sinal do coeficiente a representa a posi¢do da concavidade da parabola, para

cima se a > 0 e para baixo se a < 0.

Exemplo 3.3 Vamos resolver a inequagdo 3x* + 10z +7 < 0
Pelo método de Bhaskara:
A =b% — 4dac
A=102—-4-3-7

A =100 — 84

A =16

= _bfgg/z = 7102%3\/E = =i
= % = %6 = -1

g == = =4 = 7/3

Veja a figura 3.

Figura 3 — Representacdo geométrica da inequagéo: 322 + 10z + 7 < 0

Fonte: Autoria Prépria



Capitulo 3. Método Tradicional de Resolugdo de Inequagao 35

Como podemos observar na figura 3, uma vez que f(x) = 3z* + 10z + 7 é repre-
sentado por uma parabola, e comoa > 0 e A > 0, pelos itens 2.1.4 e 3.3, a concavidade
estd virada para cima e existem duas raizes distintas. E, f(x) < 0 se —=7/3 < x < —1. Logo,
teremos o seguinte conjunto solucdo:

S={reR/-T/3<z< -1}

Exemplo 3.4 Determine a solu¢do da inequagdo —2x% —x +1 < 0.

A = b? — 4ac
A=(-1)2-4-(-2)-1
A=1+8

A =9
N T
x’—%:i——l

= ==2=-1/2

Figura 4 — Representacdo geométrica da inequagéo: —22%2 —z+1 <0

Fonte: Autoria Prépria

S={reR/x<—-1ouxz>1/2}

3.4 Inequacoes Produto

Como exposto no inicio deste capitulo, o método tradicional trata a inequagao
produto como varias inequagdes separadas; estuda os sinais separadamente; para em
seguida, através de retas paralelas, multiplicar os sinais referentes ao mesmo intervalo.

Exemplo 3.5 Ache o conjunto solugado da inequagdo produto abaixo: (—3x + 6)(5bz —7) < 0

Primeiro o estudo do sinal de cada fung&o:

—3x+6=0
-3z = —6
—3x = —6:(3)

—r=-2:(-1)
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Logo, x = 2

Figura 5 — Representagdo geométrica da inequagéo: (—3z + 6) < 0

oy

Fonte: Autoria Prépria

5r—T7=0
S5r =7
r="T/5

Figura 6 — Representagdo geométrica da inequagéo: (5x — 7) < 0

]
Fonte: Autoria Prépria

Na figura 5 vemos que a fungdo é decrescente, assim, o sinal é negativo a direita da
raiz e positivo a esquerda da raiz. Na figura 6 vemos que a fungco é crescente, assim, o
sinal é positivo a direita da raiz e negativo a esquerda da raiz.

De posse das solugbes de cada funcéo isolada, e tendo em vista as etapas citadas
no 2° paragrafo do toépico 3.1, montamos o algoritmo visto na figura 7:

Figura 7 — Representagdo geométrica do produto: (—3x + 6)(5z — 7) < 0

3x+
= T+ S
& : P (5x-7)
= & & L
? 5 P (-3x+6). (5x-7)
. 2

Fonte: Autoria Prépria

Como a inequagdo quer valores que sejam menores que 0 escrevemos que o
conjunto solugéo sera:

S={xeR/x<T/5 ou x> 2}

Exemplo 3.6 Encontre o conjunto solugdo da inequagéo produto (2x — 10)(z* — 5z +6) > 0
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Primeiro o estudo do sinal de cada fungéo:

20 —10=0
2z =10
xr=10:(2)
rT =95

Figura 8 — Representacao geométrica da inequacgao: 2z — 10 > 0
+
T S

Fonte: Autoria Prépria

Pelo item 2.1.2 , teremos: S = 5
P=6

E facil ver que as raizes serdo:
=3

=2

Figura 9 — Representacdo geométrica da inequagéo: x> — 5x + 6 > 0

Fonte: Autoria Prépria

Na figura 8 vemos que a fungdo é crescente, assim, o sinal é positivo a direita da
raiz e negativo a esquerda da raiz. Como podemos observar na figura 9, uma vez que
f(z) = 752+ 6 é representado por uma parabola, e comoa > 0e A > 0, pelos itens 2.1.4
e 3.3, a concavidade esta virada para cima e existem duas raizes distintas. Sinal positivo se
r<2oux>3enegativose2 <z < 3.

De posse das solugbes de cada fungéo isolada, e tendo em vista as etapas citadas
no 2° paragrafo do tépico 3.1, montamos o algoritmo da figura 10:

Como a inequacdo quer valores que sejam maiores que 0, escrevemos que 0
conjunto solugdo de (2x — 10)(z* — bz +6) > 0, sera{r € R/2 < x < 3 ou = > 5}
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Figura 10 — Representagdo geométrica da inequagéo: (2z — 10)(22 — 5z + 6) > 0

Fonte: Autoria Prépria

3.5 Imnequacoes Quociente

Na resolucdo da inequacao quociente utilizamos os mesmos recursos da inequacao
produto, o que difere é que, ao calcularmos a funcao do denominador, precisamos adotar
valores maiores ou menores que zero e nunca igual a zero. Observe a resolugdo desta
inequacao quociente:

<0

D . r+1
Exemplo 3.7 Resolver a seguinte inequacdo 5
x —

Resolvendo as fungbes y' = x + 1 ey” = 2x — 1, determinando a raiz da fungéo
(y = 0) e a posigao da reta (a > 0 crescente e a < 0 decrescente, onde a é o coeficiente
angular da reta).

y=x+1
r+1=0
r=—1

Figura 11 — Representacao geométrica da inequacgédo: x + 1 > 0

= )

Fonte: Autoria Prépria

y' =2x—1
20 —1=0
20 =1
r=1/2

Figura 12 — Representacdo geométrica da inequacao: ;

1/ +

2k x

Fonte: Autoria Prépria
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Nas figuras 11 e 12 foram estudados os sinais das duas fungées y' e 1"

Agora, montamos o algoritmo do método tradicional:

Figura 13 — Representacao geométrica da inequagao: 2z — 1 > 0

Fonte: Autoria Prépria

Tendo em vista o resultado do algoritmo, na figura 13, concluimos que x assume 0s
seguintes valores na inequagéo quociente:

S={reR/-1<x<1/2}

x ndo pode ser igual a 1/2 , pois assim o denominador seria (.

3.6 Analise do Método Tradicional

Este Método tradicional é eficiente. Porém, quando os polinbmios séo de grau 3 ou
maior, podem ser cometidos erros no quadro comparativo dos sinais, ou na multiplicagao de
sinais.

A aritmética, em geral, procura encontrar determinadas respostas numéricas parti-
culares. Ja na Algebra, o objetivo principal, “é se estabelecer procedimentos e relacées e
expressa-los numa forma simplificada geral” (BOOTH, 1995, p. 24)

A proposta deste trabalho é evitar tais confusdes, por exemplo, ao nao se utilizar
deste algoritmo (quadro comparativo de sinais) e muito menos fazer multiplicacées de sinais.
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Capitulo 4

Método Alternativo de Resolucao de
Inequacoes

Segundo a literatura, os estudantes mostram, em geral, grandes dificuldades na
resolugao de inequacgdes desde os primeiros anos da escola secundéria até a universidade,
Costa (1998). Na sua resolucédo, aplica-se um processo puramente algébrico e, muitas
vezes, resolvem-nas como se de equagdes se tratassem, pois, o fazem substituindo apenas
o sinal de igualdade pelo sinal de desigualdade, o que parece ilustrar uma transferéncia
mecanica de procedimentos, Huillet (1996). Neste capitulo falaremos da base teérica do
Método Alternativo, bem como de sua aplicagao.

4.1 Afastamento e Inequacoes

No que se segue admitir-se-a que qualquer reta considerada estara sempre munida
de um sistema de coordenadas e quando horizontal, orientada no sentido usual, isto é, da
esquerda para a direita.

Definicao 1: Seja uma reta r, x(y a abscissa de um ponto fixo e a abscissa de um
ponto corrente de r. Sera chamado de afastamento de = a xy ao bindmio x — xy.

Ao numero xo, chamaremos, raiz do afastamento.
Figura 14 — Representacao geométrica do afastamento do binémio = — z

X — X,

1

| |
o O
X Xg

Fonte: Autoria Prépria

O valor de um afastamento = — xy pode ser positivo ou negativo ou zero conforme
x se ache a direita ou a esquerda do z( ou coincida com x, . Por exemplo, na figura 14 o
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afastamento x — zy é negativo.
Abreviadamente:
r — x9 > 0 se e somente se x esta a direita de x .
r —xg < 0 se e somente se x esta a esquerda de g .

Posto isto, pode-se interpretar os binbmios numa expressao da forma

E=(z—x)(x—2x9)...(x — )

Ou
E— (x —x1)(x — 22)...(x — xp)
(x — xpt1)...(x — )
como sendo os afastamentos de & cada um dos ndmeros zi, Zo, ..., L,. Sera

examinado o caso em que 0s numeros 1, s, ..., £, Sa0 todos distintos.

Suponha inicialmente que x; < x5 < ... < x,, € disponha estes numeros no eixo real.
Os intervalos antes da primeira raiz, entre as raizes e depois da ultima raiz, serdo chamado
de I,, representados na figura 15, que ficarao assim dividido em n + 1 intervalos abertos,
sendo o primeiro da esquerda e o ultimo da direita, ilimitados.

Figura 15 — Intervalos entre raizes

< e n—-1 nt+l
o o
X

-2 Xp-1

=0

Fonte: Autoria Prépria

Para um numero z pertencente ao ultimo intervalo [, 1, as diferengas x — x1,x —
T9,...,T — X, Serao todas positivas e, portanto, para estes valores de x, £ > 0.

Para um namero = no intervalo imediatamente anterior ao ultimo (/,,, na figura)
r—2xy,r—2,...,T—T,_1 CONtinuardo positivos, porém = —z,, tornar-se-a negativo, resultando
para estes valores de =, £ < 0.

Para um ndmero x no intervalo imediatamente anterior a este ultimo (/,,_1, na figura)
r — 2, — X2,...,T — Ty_o CcONtinuarao positivos, mas, * — x,, € r — x,_», ficardo negativos
resultando E > 0.

Procedendo-se desta maneira vé-se que ha uma alternancia nos sinais da expressao.
E cada vez que os valores de x passam de um intervalo para o intervalo vizinho, obtendo-se,
para o sinal de E, o esquema da figura 16, que é o algoritmo do Método Alternativo:
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Figura 16 — Estudo dos sinais nos intervalos

=9

-

tal
v
=9

Fonte: Autoria Prépria

4.2 Funcoes produto e quociente

Tsamir, Almog e Tirosh (1998) identificam algumas dificuldades dos alunos com
relacdo a resolucao de inequacdes. Como também identificamos esta dificuldade, vamos
agora estudar as fungdes produto e quociente a luz do Método Alternativo. Percebere-
mos que a quantidade de etapas necessarias para se chegar ao resultado final reduz-se
consideravelmente.

Utilizando-se a teoria de Régine (1984), na qual se acredita que para o aluno
mobilizar diversos registros de representagéo, ao estudar inequagdes racionais fracionarias,
€ necessario que o professor também mobilize ou crie condi¢des, por meio de tarefas, que
permitam tal mobilizagdo por parte dos alunos, analisaremos fungdes produto e quociente
através de exemplos.

Agora vamos estudar, através de exemplos, a fungédo Produto:

Exemplo 4.1 Estudar a variacdo de sinal da funcao produto

flx)==3x—-1)(z—-2)(z—3)(x —4) — @ =@—-1)(zr—-2)(x—=3)(x—4)=F

Figura 17 — Estudo de sinal da fungéo f(z) = —3(x — 1)(xz — 2)(z — 3)(z — 4)

J— I— ] — & o o >

1 2 3 4

Fonte: Autoria Prépria

Pelo algoritmo do Método Alternativo, figura 17, podemos estudar a variagao de sinal
da fungdo como se segue:

f(z) <0, isto é f(x) tem o sinal de —3 onde E > 0;

f(z) > 0, isto é f(x) tem o sinal contrario ao de —3 onde E < 0.
Logo:

f(z) >0,quando1 <z <2 ou 3 <z <4

f(z) <0,quandox <1 ou 2<x <3 ou x>4.
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Exemplo 4.2 Estudar a variagcdo de sinal da fungao produto

flz)=(z+1)(z+2)(x—3)(x—4)

Figura 18 — Representacéo Gréfica de f(x) = (x + 1)(z + 2)(x — 3)(z — 4)
T

354

304

259

20

N

Figura 19 — Estudo de sinal da expresséo f(z) = (z + 1)(x + 2)(z — 3)(z — 4)

Fonte: Autoria Prépria

- - + - -

o L 3 — 0 — E—
-2 -1 3 4

Fonte: Autoria Prépria

Na figura 18 temos o grafico da fungdo produto. Na imagem da esquerda, esta
detalhado o formato da curva e na imagem da direita destacam-se 0s sinais da funcao. Ja
na figura 19, temos o estudo completo dos sinais da funcdo, através do algoritmo do Método
Alternativo. Assim,

f(x) >0 para < -2 ou —1<x<3 oux>4

flz) <0 para —2<z<—-1ou3<z<4

Os dois exemplos a seguir sdo variagées das fungdes produto e quociente, porém,
na fatoracdo das mesmas aparece um coeficiente em evidéncia. Assim sendo, temos que
estudar o que acontece com o sinal da fungdo. Podemos estudar o sinal de f(x) como se
segue:
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f(x) =a(zx — z1)(x — x2)...(x — x,) OU f(x) = glz=zl(z=g2)..(x—zp)

(33—$p+1)($_55n)

comO0#a€R

Ponhamos @ =FEonde F = (zr—x)(x —x2)...(x —x,) OU E = (x_(ilf)i:ff()z';(f;)m”)
Dai %x) > (se,esomentese &' >0e @ < 0 se, e somente se & < 0.

Por conseguinte podemos concluir que:

f(z) tem o sinal de @ nos intervalos onde £ > 0;

f(z) tem o sinal contrario ao de a nos intervalos onde E < 0.

Exemplo 4.3 Estudar a variagcdo de sinal da fungao produto

f(x) =2(z = 2)(x = 3)(z + 1)

Figura 20 — Estudo de sinal da fungéo f(z) = 2(x — 2)(z — 3)(z + 1)

Fonte: Autoria Prépria
A figura 20 representa o estudo da variacdo de sinais de E. Pelo algoritmo do Método
Alternativo, figura 20, podemos estudar a variagcdo de sinal da fungdo como se segue:
f(z) > 0, isto é tem o sinal de 2, onde E > 0
f(x) <0, isto é tem o sinal contrario ao de 2 ou E < 0
f(z) >0para—1<x <2 ou x>3
(z)

fz)<Oparaz < —1 ou 2<z<3
Agora vamos estudar, através de exemplos, a funcdo Quociente:
Exemplo 4.4 Estudar a variagdo de sinal da fungdo quociente

B (x+3)(x+2)(z+1)
flo) = (z—2)(z —3)

Na figura 21 temos o grafico da fungdo quociente. Na imagem da direita, esta
detalhado o formato da curva e na imagem da esquerda destaca se o0s sinais da funcao.
Ja na figura 22, temos o estudo completo dos sinais da fungéo, através do algoritmo do
Meétodo Alternativo. Assim,

f(x) >0 quando -3 <z<—-2o0u —1<x<2 ou x>3

f(z) <0 quando x< -3 ou —2<x<-1ou2<z<3
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(z—2)(z—3)

Capitulo 4. Método Alternativo de Resolugdo de Inequagbes
_ (@+3)(z+2)(z+1)

Figura 21 — Estudo de sinal da expresséo f(z)

Fonte: Autoria Prépriak

Figura 22 — Estudo de sinal da fungéo f(z) = 2(z — 2)(x — 3)(z + 1)

Fonte: Autoria Prépria

4.3 Funcoes com um niimero par de raizes iguais
, T, Nao sao todos

Agora, examinaremos 0 caso em que 0S nUmeros zi, T,
distintos. Suponhamos que o bindmio x — x; ocorra k vezes na expressao F , isto é:

E=(z—x)"F

Se o k for par, entdo, Vx # x;, 0 sinal de E = sinal de F' e este ultimo sera obtido

pelo processo ja descrito.

Exemplo 4.5 Estudar a variacdo do sinal da fungéo:
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f@) = (z+2)z = 1)(z = 3)(z - 5)
Para x # —2, sinal de f(z)= sinal de (x — 1)(z — 3)(z — 5)

Figura 23 — Estudo de sinal da fungéo f(z) = (z + 2)*(z — 1)(x — 3)(z — 5)

Fonte: Autoria Prépria

Pelo algoritmo do Método Alternativo, figura 23, podemos estudar a variagcdo de sinal
da fungdo como se segue:

f(z) > 0,quando —11 <z <2 ou 3 <x #5.

f(z) <0,quandoxr < —11 ou 2 < x < 3.

4.4 Funcgoes com um nimero impar de raizes iguais

Se k for impar, o sinal de (z — xi)k seraigual ao de x — x; e para estudar o sinal de
E = (z — x;)*.F, bastara o sinalde E = (z — x;).F

Exemplo 4.6 Estudar a variacdo do sinal da fungéo:

f(@)=(z+2)(x+3)°(x —5)(z —8)
Sinal de f(x) = sinal de (z + 2)(z + 3)(z — 5)(xz — 8)

Figura 24 — Estudo de sinal da fungao f(z) = (z + 2)(z + 3)°(z — 5)(z — 8)

-3 -2 5 8

Fonte: Autoria Prépria
Pelo algoritmo do Método Alternativo, figura 24, podemos estudar a variagdo de sinal
da fungdo como se segue:
f(z)>0,paraz < -3 ou —2<x<5 ou x> 8.

f(z) <0,para—3<x< -2 oub<z<8.

Fica subentendido que o aparecimento de mais de uma poténcia de expoente par
ou mais de uma poténcia de expoente impar ou as duas coisas figurando simultaneamente
numa expressao deve ser tratada da mesma forma. Generalizando, podem aparecer todos
0S casos em um unico problema, a expressao, inequagao, sera tratada da mesma forma.
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Capitulo 5

Proposta de Atividade para a Sala de
Aula

A Algebra é, como ja dissemos na introducéo deste trabalho, na maioria das situ-
acdes, apenas uma ferramenta no auxilio a resolugéao de problemas pertinentes a outros
ramos da matematica. Uma atividade, envolvendo inequacdes, para ficar bem elaborada,
abordaria outras areas de conhecimento da matematica. Vamos propor aqui uma atividade,
simples, unicamente sobre inequagéao, para ressaltar a diferenga entre 0 método tradicional
e o Método Alternativo, e também, exercitar o Método aqui proposto. Vamos tentar fazer isto
através de uma didatica de constru¢do do conhecimento que torne os alunos participativos o
tempo todo. Levamos também em consideracao que os dois métodos ja foram apresentados

aos alunos.

5.1 Meétodo Tradicional x Método Alternativo

Objetivos
* Mostrar como funciona o método tradicional,
» Reafirmar a importancia de se encontrar as raizes de fungdes polinomiais;

» Mostrar o Método Alternativo;

» Fazer uma comparacao entre os dois métodos.

Publico Alvo

+ Alunos da 1?2 série do Ensino Médio. (Se a atividade s6 envolvesse polindmios até o
2° grau, poderia ser para o 9° ano do Ensino Fundamental também).
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Pré-requisitos

« E necessario o conhecimento prévio sobre os dois métodos.

Materiais e Tecnologias

+ A fim de motivar os alunos, tornando mais agradavel uma tarefa que, via de regra,
€ mecanica, utilizaremos cartolina branca representando o caderno (cor de fundo);
pequenos circulos feitos com cartolina azul para simbolizar o sinal positivo e pequenos
circulos feitos com cartolina vermelha para simbolizar o sinal negativo;

+ As retas que representam cada polindbmio, serdo feitas com pincel atémico, preto;

+ Elementos béasicos para uma aula tradicional, como quadro, giz/pincel, apagador.

Recomendacé6es Metodoldgicas

+ Orienta-se a divisdo da turma em grupos de até 4 pessoas para um trabalho colabora-
tivo. A aplicacdo da atividade devera ser feita em sala de aula devido a necessidade
do quadro para as devidas explicagdes, com isso, se torna necessario materiais
tradicionais para a ministracao de uma aula normal.

Dificuldades Previstas

» Encontrar as raizes de uma equacgao do 4° grau e outra do 3° grau.

» Montar o algoritmo do Método Tradicional e resolvé-lo pode confundir um pouco os
alunos, tendo em vista o nUmero de equacdes e raizes.

Descricao geral (Tempo previsto: 50 minutos)

Sera sorteado, para cada grupo, uma inequagao, que devera ser resolvida pelo
método tradicional e pelo Método Alternativo:

01. (30 min) Encontrar as raizes dos polindmios envolvidos na inequacao.

Exemplo de inequacao:
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xt — 223 — 922 + 182

>0
(23 + 222 — x — 2)(2? — 16)

Resposta esperada: Vamos chamar de:

Pi(z) = 2* — 223 — 922 + 18z

Py(z) = a® +22% —x — 2

Py(z) = 2* — 16

Encontrando as raizes:

Vamos encontrar primeiro as raizes de P;(x) . Conforme o item 1311,
Assim, uma das raizes é 0. Dividindo por (z — 0), teremos

3 — 22% — 9x + 18

Usando agora o item 1.2.5, em 2% — 222 — 92 + 18, vemos que as possiveis raizes
sdo +1,+2,+3,+6,+9 e +18

Nao é dificil concluir que 2 € uma das raizes.

Dividindo por (x — 2) , teremos

2?2 —9

Por 1.1.2, encontramos as raizes +3 e —3.

As raizes de P;(x) sd0:0,2,3 e —3, ou seja,

P (z) = z(x — 2)(x — 3)(z + 3) forma fatorada

Agora vamos encontrar as raizes de P»(z)

Usando, 1.2.4 em Py(z) = 2 + 22% — x — 2, teremos

Pyx) = (a2~ 1)(x +2)

Logo, uma das raizes serd —2 e, por 3.1.2, as outras duas serdo +1e —1.
As raizes de P,(z) sdo: —1,—2 e +1, ou seja,

Py(z) = (x — 1)(z + 1)(z + 2) forma fatorada

Por Ultimo, resolvendo P;(z) por 1.1, encontramos as raizes —4 e +4, ou seja,
Ps(x) = (x — 4)(z + 4) forma fatorada

02.(10 min ) Represente as raizes de cada polinémio P, (x), Py(z) e Ps;(z) em uma
reta real distinta e estude o sinal das fungdes polinomiais pelo método tradicional Resposta
esperada:

Na Figuras/figura45 encontram-se as representagdes dos sinais das fungdes P (z),
Py(z) e Ps3(x) de cima para baixo. Ao final da figura, a reta extra com o resultado da
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multiplicagéo de sinais em todas as retas anteriores.

Figura 25 — Estudo de Sinal

A i 1 N
4 3 2 a1 0o 1 2 3 4 Paixy Pag)

Fonte: Autoria Prépria

03.(05 min) Resolvendo pelo algoritmo do Método Alternativo:
Resposta esperada:
raizes 0, +1,4+2, +£3 e +4, as mesmas ja encontradas.

Na Figuras/figura46 estao representadas todas as raizes do polinémio correspon-
dente a inequacao original, bem como os sinais da funcéo polinomial.

Figura 26 — Estudo de Sinal

Fonte: Autoria Prépria

04.(10 min) Comparando os dois métodos
Resposta esperada:

E facil constatar que, além de ser mais trabalhoso o Método Tradicional, por seu
algoritmo carregado, com muitas informagdes visuais, pode induzir ao erro. O mesmo nao
acontece com o Método Alternativo, cujo algoritmo é simples e com poucas informagoes
visuais. E também de facil construgdo, pois sé utiliza uma reta real e os sinais sdo sem-
pre colocados da mesma forma, alternando-se os sinais, iniciando pelo sinal positivo e
comecando pelo ultimo intervalo da direita para esquerda.

5.2 Possiveis Continuacoes ou desdobramentos

O objetivo foi mostrar que existe outra maneira, outro método de resolucéo de
inequacgoes. Que tanto um quanto o outro vao chegar a mesma concluséo, entretanto o
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método apresentado, para alunos do ensino fundamental e médio, pode ser mais atraente.

Esta atividade é apenas o inicio de uma série que pode se tornar bem mais criativa
e instigante acrescentado polindmios mais complexos ou fazendo perguntas menos diretas
e mais elaboradas, do tipo: Encontre o dominio da funcao

f(x) \/3x4—5x3—2x2+x
€Tr) =
623 — 1122 + 4z

Assim, a resolucdo desta atividade exigiria a aplicagao de conhecimentos sobre
Existéncia de raizes quadradas, Dominio de funcédo, além dos apresentados neste trabalho.
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Consideracoes Finais

Sensibilizado com a grande dificuldade apresentada pelos alunos no que diz respeito
a Algebra, desenvolvi este trabalho, no campo das Inequacées, a fim de dar, mais uma
alternativa de resolucéo para as mesmas. Uma ferramenta a mais para os alunos.

O presente estudo teve por alvo analisar um Método Alternativo, mais objetivo, rapido
e com menos etapas a serem desenvolvidas, para se resolver inequagdes polinomiais.

Assim como no método tradicional, neste também depende de se conhecer as raizes
de todos os polinbmios envolvidos, quer seja no produto deles quer seja no quociente.
Foram apresentados aqui, alguns métodos para se encontrar as raizes de polinémios de
diferentes graus, com suas demonstracdes. Acreditamos que os métodos apresentados sao
suficientes para resolver todos os problemas de Ensino Médio e Fundamental, apesar de
nao termos esgotado o tema, como foi dito na introducao.

A grande diferenciacdo que se faz entre os dois métodos é na analise final, para
saber em que intervalos a funcao apresentada é crescente ou decrescente. Comparando:

Algoritmo do Método Tradicional
1°) Tem-se que construir uma reta real para cada polindbmio;
2°) Colocar os sinais de cada funcdo em sua propria reta;

3°) Colocar estas retas, uma paralela a outra, com suas raizes ordenadas de forma
crescente;

4°) Adicionar uma reta extra ao final (paralela também), onde serédo colocadas todas
as raizes;

5°) Fazer a multiplicacao de sinais de todas as retas, em cada intervalo, colocando o
resultado da multiplicagéo na reta solugéo (a reta extra).

Algoritmo do Método Alternativo

1°) Colocam-se todas as raizes em uma unica reta, ordenadas de forma crescente,
com os sinais + e — alternando-se a partir do ultimo intervalo da direita (para a esquerda).

Quando analisamos o sinal de Inequagdes do 4° grau, ou acima, o Algoritmo do
Método Tradicional torna se complexo, na visdo do aluno. Muitos intervalos, com muitos
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sinais a serem multiplicados. Enquanto isso, o Algoritmo do Método Alternativo nao se
altera.

Ao final da pesquisa, podemos concluir que a proposta de se buscar um Método,
que venha ser mais obijetivo, rapido e com menos etapas a serem desenvolvidas, para se
resolver inequacdes polinomiais é possivel. Através da pesquisa realizada, verificou-se que
apesar do Método Tradicional ser eficiente, o Método Alternativo € uma ferramenta de uso
mais facil, diminuindo em muito as chances de erro. Como em qualquer area da matematica,
aqui também existe a possibilidade do aluno, apés utilizar algumas vezes o método, notar
que existe um padrao de resolucao e passar a fazé-lo mecanicamente. Sim, é um risco.
Porém, cabe ao professor, em sala de aula, cobrar em suas atividades e avaliagdes, ndo s6
a resposta final e numérica, mas o raciocinio completo.
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