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Resumo

Este trabalho visa contribuir para que conhecimentos relativos a visao espacial do aluno
sejam desenvolvidos. No primeiro ano do 2° segmento do ensino fundamental, o aluno é
apresentado a alguns sélidos geométricos e nos anos seguintes, esta nogao de trés dimen-
soes é quase posta de lado, dando-se maior importancia ao contetido algébrico matemaético.
Neste trabalho sao propostas atividades que visam nao s6 diagnosticar com que saber ma-
tematico um aluno inicia o Ensino Médio, mas também exercicios que proporcionem um
avanco neste conhecimento do espago tridimensional. Estes exercicios proporcionam ao
aluno: nocao de localizagao plana e espacial, lateralidade, simetria, aprendizagem do con-
ceito de superficies de revolugao, quando este aluno treina sua visao espacial ao girar
elementos matematicos que, a partir do plano, produzem figuras tridimensionais. Tal ba-
teria de exercicios diagnosticos foi aplicada a um grupo de alunos de ensino médio noturno
regular de uma escola publica, bem como a uma aluna bem singular de 9° ano de escola-
ridade, que j& apresenta conhecimentos matemaéticos avancados e cujo interesse por esta
disciplina é tao motivador para todos nés docentes.Os resultados analisados confirmam
que existe realmente uma grande lacuna a ser preenchida e que, este trabalho, pode vir
a contribuir nao s6 para um ajuste, mas também para acrescentar esta nocao espacial

necessaria ao ambiente matemaético e ao cotidiano do aluno.

Palavras-chaves: Ensino Médio, visao espacial, espago tridimensional,superficies de re-

volucao.



Abstract

This work is an attempt to contribute to the development of pupils’ relative knowledge of
spatial vision. In the first year of Fundamental Education level 2, students are introduced
to some geometric solids however the concept of three dimensions is relinquished during
the following years of schooling, prioritizing Algebraic-Mathematical contents instead.
This paper proposes activities which aim not only to diagnose the kind of Mathematical
knowledge students bring when they start Upper Secondary School but also it presents
activities which develop the notions of three dimensional spaces. The activities foster
the perception of plane and spatial localization, laterality and symmetry as well as they
help the students to learn the concept of surface revolution as the pupils train their spa-
tial vision rotating Mathematical elements which create three-dimensional figures from a
plane. This specific diagnostic activity was carried out in a group of a nightly Upper Sec-
ondary School students from a public school as well as applied to an outstanding student
graduating from Fundamental Education level 2 who presents an advanced Mathemat-
ical knowledge and whose interest in Mathematics is an incentive for us, teachers..The
analysis results confirm there is a huge gap which should be filled in and this work can
adjust it and also implement a spatial notion absolutely necessary and essential to the

Mathematical environment and to the pupils’ routine.

Key-words: knowledge, spatial vision, three dimensional space, revolution surfaces.
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Introducao

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional ((LDB, 1996)Art.35,
incisos I a IV), "o ensino médio tem como finalidades centrais nao apenas a consolidagao
e o aprofundamento dos conceitos adquiridos durante o ensino fundamental, no intuito de
garantir a continuidade dos estudos, mas também a preparagao para o trabalho e para o
exercicio da cidadania, a formagao ética, o desenvolvimento da autonomia intelectual e a

compreensao dos processos produtivos.".

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN, 1999) tem-se que a Geometria deve
proporcionar ao aluno a leitura e a interpretacao do espaco, que esta a sua volta. Segundo

esses parametros:

[...] ela desempenha um papel fundamental no curriculo, na medida em
que possibilita ao aluno desenvolver um tipo de pensamento particu-
lar para compreender, descrever e representar, de forma organizada, o
mundo em que vive.((PCN, 1999), p. 122)

Hoje em dia, percebe-se que os alunos tém uma enorme dificuldade em interpretar
os problemas matematicos. E, além disso, quando eles conseguem vislumbrar uma saida,
nao conseguem traduzir aquilo que foi interpretado em uma linguagem matematica simples
e objetiva. Mas o que dizer quando o tema abordado na situacao/problema sequer foi visto

em sala de aula? Fica impossivel.

Na maioria das vezes, nas escolas puiblicas, o contetido proposto nas cole¢oes didé-
ticas escolhidas pelos profissionais da educacao nao é completamente estudado ao longo
do ano letivo. Diversas situacoes contribuem para isto: poucas aulas semanais, a falta de
conhecimento prévio dos contetidos pré-condicionantes ao topico em questao (a famosa
"falta de base"), o proprio rendimento escolar da turma no que diz respeito a velocidade
de absorcao dos temas propostos, entre outras. Nao é interessante nos aprofundarmos

nestas questoes...

Além disso, acredita-se existir ainda uma aprendizagem, no que se refere a Geo-
metria, puramente cultural, que consiste somente na obtengao dos nomes e propriedades
dos objetos geométricos. Neste sentido, falta, por parte do ensino, um maior estudo e

incentivo, para o aluno adquirir o dominio do objeto e suas relagcoes com o espaco.
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(...) estamos convencidos de que ha grande quantidade de adultos que,
através de sua interagao extra-escolar com o ambiente, nao conseguiram
desenvolver uma concepcao do espaco que lhes permitia um controle
adequado de suas relacoes espaciais, controle que lhes possibilite ori-
entar autonomamente seus deslocamentos em ambitos de determinada

magnitude. (PARRA; SAIZ, 1996), p.82)

Mas, o que fica claro é que o contetido matemético a ser visto é muito extenso.
Somando-se a isto temos as diversidades regionais e locais dos estudantes espalhados por
este enorme e desigual pafs, deixando lacunas em alguns topicos matematicos. E, em
muitas vezes, os contetidos correspondentes a essas lacunas sao exigidos nos exames, onde

o principal deles é o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Nesta dissertacao, proponho a antecipacao do estudo do espaco tridimensional,
nao com o objetivo de construcao de fungoes matematicas complexas e visualizagao de
figuras/formas espaciais diversas provenientes destas fun¢oes complexas. Proponho apenas
um primeiro contato com esta visao espacial, que é mais exigida e detalhada somente no
estudo de solidos geométricos espaciais, geralmente abordados no 2° ou 3° anos do ensino
médio.

A idéia é de consolidar o conceito e aplicacao do plano cartesiano bidimensional
e apresentar o plano cartesiano tridimensional. Em ambos os espacos, localizar pontos,
segmentos de reta e retas, mas também proporcionar uma visao mais profunda ao intro-
duzir s6lidos de revolucao gerados a partir da rotacao de uma curva ao redor dos eixos

ordenados.

Para alcancar os objetivos deste trabalho, eu os organizei em capitulos da seguinte

forma:

O capitulo 1 contém uma breve histéria sobre o espaco bidimensional R2. Como
e quando surgiu, quem o elaborou e suas curiosidades. Também comenta sobre espago

multidimensional.

O capitulo 2 traz conceitos de espaco bidimensional R? como: sua construcao, lo-
calizagao de pontos, distancia entre dois pontos, ponto médio de um segmento, baricentro
de um tridngulo, condigdo de alinhamento de trés pontos, um conceito de matrizes (em
especial, quadradas de ordem 2 e ordem 3), determinante, teorema de Laplace e o estudo

da reta no R?, reforcando ou ampliando o conhecimento.

No capitulo 3 é feito um estudo do espaco tridimensional, iniciando-se com sua
construgao (tendo como base a constru¢ao do espago bidimensional), exercitando a visao
espacial com a localizagao de pontos e usando-se as equagoes paramétricas para a visua-
lizacao de segmentos e retas. Neste capitulo também ¢é apresentada a questao avaliada no

ENEM 2013 e que despertou o interesse na elaboracao deste trabalho.

O capitulo 4 traz atividades para a sala de aula, nas quais sao apresentadas varias
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questoes que visam nao so6 avaliar o conhecimento prévio do aluno, mas também permitir
que este desenvolva, passo a passo, sua nocao espacial por meio de pontos, segmentos e

retas, na atividade extra para consolidar contetdos.

O capitulo 5 refere-se a conclusao.
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Capitulo 1

Breve Histoérico

Este capitulo foi elaborado com trechos do livro A Histéria da Matemaética, de
Anne Rooney, pois o autor apresenta de forma simples e clara diversas passagens histo-
ricas sobre temas matematicos. E uma obra de facil aquisicdo e de leitura extremamente
prazerosa. Muito bem organizada e com muitas ilustragoes que facilitam e enriquecem

sua leitura.

A partir da primeira metade do século XVII havia mais comunicagao entre os
matematicos do que houve em qualquer época desde a Academia de Platdo. Em muitos
paises, sociedades matematicas prosperaram juntamente com outras sociedades letradas
que estavam aparecendo. Na Inglaterra, a sociedade matemética tinha o nome atrativo de
"Colégio Invisivel". Na Franca, a comunicacao foi ainda mais facilitada pelo Padre Marin
Mersenne, que se correspondia com centenas de matemaéticos, cientistas e outras pessoas
cultas, agindo como um canalizador de conhecimento e uma espécie de networking guru.
Isto significa que havia menos evidéncias de matematicos desenvolvendo trabalhos indi-
vidualmente que depois eram perdidos e nao tinham impacto sobre os outros. Mersenne
tentava resolver os conflitos da melhor maneira, mas pelo menos ninguém tinha davidas
sobre o que qualquer outro estava fazendo. Por um processo de crescimento estavel, foram
lancados os fundamentos da matematica moderna. Dois homens, ambos franceses, iriam

desempenhar um papel de destaque neste processo.

Nenhuma dessas duas figuras importantes da época era matemético profissional.
René Descartes era um pequeno descendente da nobreza francesa que era mais famoso
como fil6sofo do que como matemético. A explanagao de seu sistema de geometria analitica
estd em um apéndice de seu texto filosofico, Discourse on Method, como uma demonstracao
de como ele usou a razao para chegar aos seus resultados. Pierre de Fermat era um
advogado e depois um conselheiro que exercitava seu interesse pela matemaética no seu

tempo livre. Sua habilidade era comparével & de Descartes.

Descartes achava que nem a geometria nem a algebra eram inteiramente satis-

fatorias, e procurava tirar o melhor de ambas. Vendo os valores em suas equagoes como
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segmentos de linha, Descartes evitava quaisquer dificuldades conceituais ao trabalhar com
equagoes de ordem superior e tratar com equagoes que nao tinham expressoes da mesma
ordem em cada lado. Por exemplo, os gregos nao podiam aceitar uma equacao do tipo
2%+ bx = a porque as duas partes do lado esquerdo sao consideradas como &areas e aquela,
do lado direito é considerada uma linha; uma area e uma linha nao podem ser consideradas
iguais.

Descartes refinou a nogao de Viéte usando letras do inicio do alfabeto para valores
conhecidos (a,b,c) e letras do fim do alfabeto para incognitas (x,y,z). Ele usou nimeros
em posi¢do mais elevada (sobrescrito) para indicar poténcias e usou simbolos para os
operadores aritméticos que ainda utilizamos. Somente seu simbolo para igualdade era

diferente porque ele nao adotava o par de linhas paralelas de Robert Recorde.

Descartes propos que a posicao de um ponto em um plano podia ser identificada
pela referéncia a dois eixos que se interceptam, usados como guias de medidas, desenvol-
vendo assim o sistema de coordenadas que agora é conhecido como sistema cartesiano. Por
toda a sua familiaridade da notagao algébrica, as representacoes graficas de Descartes das
equagoes nao se parecem todas com as nossas, porque ele nunca usou valores negativos
para x em seus graficos. A forma familiar de um grafico dividido em quadrantes por eixos
que se cruzam em (0,0) foi introduzida mais tarde por Newton. Além disso, seus eixos
nao eram sempre definidos em angulos retos um com o outro. Descartes acreditava que
qualquer expressao polinomial em x e y poderia ser expressa como uma curva e estudada

usando geometria analitica.

Ao mesmo tempo que Descartes estava formulando sua geometria analitica, outro
francés, Pierre de Fermat, estava fazendo quase a mesma coisa. Ambos chegaram a resul-
tados semelhantes, de forma independente. Fermat insistia que qualquer relacao entre x
e y definia uma curva. Ele reformulou o trabalho de Apolénio em termos algébricos, de-
sejando restaurar parte do trabalho perdido de Apolénio. Tanto descartes quanto Fermat
propuseram o uso de um terceiro eixo para modelar curvas em trés dimensoes, mas isso

nao avangou até o século XVII.

Nem Descartes nem Fermat pensaram em publicar seus trabalhos amplamente.
Descartes publicou os seus em franceés, de forma que mais pessoas pudessem entendé-los,
mas ele nao os explicou com muitos detalhes e grande parte do trabalho era impenetravel a
muitos dos leitores. Nao esta completamente claro se Descartes queria excluir pessoas que
ele considerava nao suficientemente sérias ou se ele queria proporcionar aos seus leitores
o prazer da descoberta fazendo alguns saltos intelectuais e deixando que eles proprios
fizessem as descobertas, mas de qualquer forma, isso pouco ajudou na disseminacao de

suas idéias.

Fermat foi um pouco melhor do que Descartes na promocao de seu trabalho, mesmo

sendo um recluso assumido que recusava publicar. A disseminacao de suas idéias durante
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toda a sua vida foi quase exclusivamente através da mediacao de Marin Mersenne. Sem
divida, Fermat publicou apenas uma de suas descobertas, uma retificagao meio obscura

da parébola semictbica (um método para descobrir o comprimento de uma linha curva).

Descartes juntou a algebra com a geometria definindo um ponto através de coorde-
nadas e usando isso para tragar graficos a partir de equagoes. Fazendo isso, ele proporci-
onou os meios para maior desenvolvimento da geometria algébrica em novas e incontaveis

dimensoes.

Qualquer forma bidimensional pode ser representada atribuindo-se coordenadas
a seus vértices (cantos), cada um representado por dois nimeros. O principio pode ser
ampliado para trés dimensoes facilmente - dando trés coordenadas definimos um ponto
no espaco tridimensional. E facil relacionar as diferencas entre os pontos também. Em
um sistema bidimensional, compontos (a,b) e (¢, d) podemos usar o Teorema de Pitago-

ras para calcular a distancia entre os dois pontos. O comprimento dessa linha é entao

V/(c —a)? + (d — b)2. Podemos aplicar a mesma férmula para trés dimensdes: a distancia
entre os pontos (a,b,c) e (d,e, f) ¢ \/(d—a)?+ (e —b)2+ (f — ¢)2. O que nos impede

de levar este conceito mais adiante tratando com distancias em 4 dimensoes, definidas

por 4 coordenadas? Ou 26 dimensoes? Ou 4.519 dimensoes? Podemos ter uma objecao
conceitual porque nao podemos visualizar um espacgo quadridimensional, e muito menos
com 4.519 dimensdes, mas os matematicos nao estao preocupados se estamos ou nao a

vontade com o conceito.

Qual é o uso para o espago multidimensional? Se pudermos retroceder a partir dos
problemas de tentar visualiza-lo como um espaco do mundo real, o espago tedrico com
muitas dimensoes é realmente muito util. Frequentemente tragamos gréaficos que plotam
duas varidveis - velocidade em relacao ao tempo, por exemplo, ou temperatura em relacao
a taxa de crescimento. Ha muitas situacoes do mundo real nas quais sao envolvidas muito
mais do que duas variaveis. Se formos acompanhar as condigoes climaticas, o desempenho
de empresas em um mercado de agoes, as taxas de mortalidade de uma populagao, ha
muitas variaveis para serem levadas em conta. Alocando valores talvez para sete, oito ou
nove variaveis para cada ponto de dados, podemos imaginar, se nao visualizar, um mapa
em sete, oito ou nove dimensoes a partir do qual podemos fazer medidas e previsoes. Nao
¢é necessario desenhar o mapa - a algebra pode se encarregar dos célculos sem ele -, mas

o espago conceitual foi sugerido no qual existe o grafico (ROONEY, 2012), p.140-145).
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Capitulo 2

O Espaco Bidimensional R?

Uma reta se diz orientada quando sobre ela se escolheu um sentido de percurso,
chamado positivo; o sentido inverso chama-se negativo. Numa reta orientada, diz-se que o
ponto B esta a direita do ponto A (portanto que o ponto A esta a esquerda de B) quando

o sentido de percurso de A para B é positivo.
Um eizo é uma reta orientada na qual se fixou um ponto O, chamado de origem.

Todo eixo E pode ser posto, de modo natural, em correspondéncia biunivoca com
o conjunto R dos niimeros reais. A origem O do eixo, faz-se corresponder ao ntimero zero.
A cada ponto X de E & direita de O corresponde um niimero real positivo x, a saber, a
distancia d(O, X) de X a origem O. Aos pontos situados a esquerda de O correspondem
ntmeros reais negativos, cujos valores absolutos medem as distancias desses pontos a

origem.

Se o ponto X do eixo E corresponde, da maneira acima indicada, ao niimero real

x, diz-se que x é a coordenada do ponto X (Figura 1).

E - +
o]

Figura 1 — Eixo orientado

Fonte: ((LIMA, 1992), p.4)

Indica-se com R? o conjunto formado pelos pares ordenados (x,), onde x e y sdo

numeros reais.

Ou seja, podemos representar por R? o conjunto de todos os pares ordenados de

numeros reais:
R?= {(x,y)|x€ R e ye R}

Onde, por exemplo, sao elementos de R? os pares (3,4), (=2, 1), (0, —3), etc.
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Um sistema de eizos ortogonais num plano II é um par de eixos OX e OY, tomados
em II, que sao perpendiculares e tém a mesma origem O. Diz-se que o eixo OX é horizontal

e o eixo OY é vertical.

Um plano IT munido de um sistema de eixos ortogonais poe-se, de modo natural, em
correspondéncia biunivoca com R?. Dado o ponto P do plano, baixamos por ele paralelas
aos eixos OY e OX. Essas paralelas cortam os eixos em pontos cujas coordenadas sao x
e y respectivamente. Ao ponto P do plano II faz-se entao corresponder o par ordenado
(z,y) € R% Reciprocamente, a cada par ordenado (z,y) € R? corresponde o ponto P € II,
intersecao da paralela a OY tracada pelo ponto de coordenada x com a paralela a OX
tragada a partir do ponto de OY cuja coordenada ¢ y. Os ntimeros x e y chamam-se as
coordenadas (cartesianas) do ponto P relativamente ao sistema de eixos ortogonais fixado:

x ¢ a abscissa e y € a ordenada de P.

Os eixos ortogonais decompoem o plano em quatro regioes, chamadas de quadran-
tes (Figura 2) . Tem-se o primeiro quadrante, formado pelos pontos que tém ambas as
coordenadas positivas. No segundo quadrante, a abscissa ¢ negativa e a ordenada é po-
sitiva. No terceiro, abscissa e ordenada sao ambas negativas. No quarto quadrante, os

pontos tém abscissa positiva e ordenada negativa.

Y
2° QUADRANTE 10 QUADRANTE
LA SRR +P1
P2 ------------------------------- y2
1
X3 x4
: T x :
5 X2 5 X
: O |
: y P4
e 3
P3 Y
3" QUADRANTE 4* QUADRANTE

Figura 2 — Coordenadas e Quadrantes no plano

Fonte:((LIMA, 1992), p. 8)

Evidentemente, os pontos do eixo OX das abscissas tém coordenadas (x,0) e no
eixo das ordenadas OY os pontos sdo da forma (0,y). O ponto O, origem dos eixos, tem

coordenadas (0, 0).
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2.1 Localizacao de pontos no R?

Para localizar um ponto no plano Cartesiano, devemos lembrar que no par orde-

nado, o primeiro niimero representa a abscissa e o segundo ntimero representa a ordenada

do ponto.

Exemplo 2.1 Localizar os pontos a sequir no plano Cartesiano apresentado na (Figura
3) : A(Z;Q), B("?;‘?); C(_'&;'Q); D(‘i“?); E(‘?:O) e F(0?4)

M
Y
F1(0.4)
(-3.3)
B: ------------------- 3
' P A(12)
: 1
4 i (30) 5 N
: | P
7 0 E X
S R—— 2
(-4,-2)
Bp-mer o D(5,-3)

Figura 3 — Pontos e Coordenadas

Fonte: Elaboragao propria

Observacao 2.1 Os eizos x e y dividem o plano Cartesiano em quetro regioes angulares

chamadas quadrantes. Assim, no ezemplo anterior teremos:
A € lquadrante <= x4 >0 eyq >0
B € 2quadrante <= xp <0 eyp >0
C € 3quadrante <= xc <0 eyc <0
D € 4quadrante <= zp >0 eyp <0

O ponto E estd localizado sobre o eizo das abscissas e o ponto F estd localizado

sobre o eizo das ordenadas. Por isso, ambos 0s pontos nao pertencem a nenhum quadrante

em especial.

2.2 Distancia Entre Dois Pontos

Dados dois pontos A(x1,41) e B(x2,ys) conforme (Figura 4).
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{72 [ SECREE— P

' ' >
0 1
*1 %2 X

Figura 4 — Distancia Entre Dois Pontos

Fonte:((MACHADO, 1982), p. 19)

Calculemos a distancia d entre eles aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo
ABC. Assim, teremos:

d= /(22— 1)+ (Y2 — y1)? (2.1)

Exemplo 2.2 Calcular a distincia entre os pontos A(-3,5) e B(6,-7):
Solucao

d= 6= (=P + (-7 5P

d=+/(9)? + (—12)2

d=+/81+ 144

d = /225

d=25

Logo, a distincia entre os pontos A e B € de 25 unidades.

Observacao 2.2 Caso os pontos A e B possuam os mesmos valores para a abscissa, ou
seja, sao pontos pertencentes a uma mesma vertical, calcularemos a distdncia entre eles

simplesmente fazendo o mddulo da diferenca entre suas ordenadas. Assim:
d = |y — 1| (2.2)

Observagao 2.3 Caso os pontos A e B possuam os mesmos valores para a ordenada,
ou seja, sao pontos pertencentes a uma mesma horizontal, calcularemos a distancia entre

eles simplesmente fazendo o modulo da diferenca entre suas abscissas. Assim:
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2.3 Ponto Médio de Um Segmento

Definimos como ponto médio de um segmento de reta o ponto que divide este

segmento em, exatamente, dois outros segmentos de mesmo comprimento.

Ao determinar as coordenadas do ponto médio M do segmento de extremidades

A = (z1,11) e B = (x9,ys), faremos (Figura 5):

Figura 5 — Ponto Médio de um Segmento

Fonte: (MACHADO, 1982), p. 10)
Solugao

_A+B
2

M

ou seja:

M=

(z1,91) ;‘ (z2,42) _ (xl ‘5752, Y _g y2> (2.4)

Exemplo 2.3 Dar o ponto médio do segmento de extremidades A=(3,7) e B=(11,-1).

Solucao

M

_A+B  (3,7)+(11,-1) (3411 7T—1 _(7.3)
2 2 a 2 7 92 I

Portanto, as coordenadas do ponto médio M sao (7,3).

2.4 Baricentro do tridngulo ABC

Definimos como baricentro G o ponto de intersec¢ao das medianas do triangulo.

O ponto G divide cada mediana na razao de 2 para 1, no sentido do vértice para o ponto
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médio do lado oposto. Sendo P o ponto médio do lado BC temos (Figura 6):

A

B P C
BP=CP

Figura 6 — Baricentro de um Tridngulo

Fonte:((MACHADO, 1982), p. 12)

Assim faremos:

A+B+C
¢
Logo:
o @)+ (wéy» T (wsm) _ (x Lt ys) (2.5)

Exemplo 2.4 Obter o baricentro do triangulo ABC quando A(0,0), B(9,0) e C(0,6):
Solucao

0+9+0 0+0+6

G=l—%—""3

)=(3,2)

Portanto, as coordenadas do baricentro de ABC sao G(3,2).

2.5 Condicao de Alinhamento de Trés Pontos

Previamente, a idéia de matriz precisa ser exposta.

A idéia geral de matriz do tipo mxn é a de um quadro retangular com mn
elementos, dispostos em m linhas e n colunas. Na grande maioria das vezes, esses elementos

sao nameros. Matrizes sao frequentemente utilizadas para organizar dados.
Portanto, definindo matriz:

Uma matriz m x n é uma lista de nimeros a;;, com indices duplos, onde 1 <17 < m
el < j < n. A matriz M é representada por um quadro numérico com m linhas e n
colunas, no qual o elemento a;; situa-se no cruzamento de 7 - ésima linha com a j - ésima

coluna.
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ayj; a2 ... Qip

a921 22 ... Q9pn
M =

Am1 Am2 ... Amn

Diz-se que uma matriz é quadrada quando tem o mesmo nimero de linhas e colu-

nas.

Observagao 2.4 Apenas serao vistas matrizes quadradas de ordem 2 e de ordem 3 em
particular, que sao objetos de estudo neste trabalho.
Para matrizes de qualquer tipo, maiores defini¢oes, conceitos, operagoes, ver livro Funda-

mentos de Matemdtica Elementar - Gelson Iezzi - Atual Editora

Exemplo 2.5 Seja A uma matriz quadrada d ordem 2 e B uma matriz quadrada de ordem

3.
bir bz b3

B = 521 522 523

bSl b32 b33

aix aig

A:

a21 A2

Dadas as matrizes quadradas A e B do exemplo anterior, podemos definir uma fun-
¢ao que associa cada matriz quadrada a um ntmero real. Este ntimero real serd chamado

de determinante associado & matriz dada.

O calculo deste determinante depende da ordem da matriz fornecida, devendo esta

ser quadrada.

Definicao 2.1 Dada A uma matriz quadrada de ordem 2, pode-se calcular o determinante

associado a esta matriz realizando as sequintes operacoes:

@11 a2

Se A =

entao chamaremos de determinante:
Q21 A22

det(A) = ‘A’ = Q11022 — 21012 (2.6)

Definicao 2.2 Dada B uma matriz quadrada de ordem 3, calcula-se o determinante as-

sociado a esta matriz efetuando as operagoes a sequir:
bir b1z bz
Se B = |by bay bos entao chamaremos de determinante:

bSl b32 b33
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bll bl2 b13
by b by, b by b

det(B) = det |by byy bog| =buidet | 2> | — badet | 20 TP + bigdet | 2P

32 b33 631 33 b31 b32
b31 b32 b33

(2.7)

oy bos | boy Dos | by by

by det 22 U2z| bipdet 21 023 4 bydet 21 022

_b32 b33_ _b31 b33_ b31 b32_

oy Dog| by bog Doy oo |

by det 22 U2z| biodet 21 023 4 byadet 21 022

_b32 b33_ _b31 b33_ b31 632_

No calculo descrito acima foi utilizado o Teorema de Laplace, que pode ser assim

descrito:

Definicao 2.3 Teorema de Laplace:

O determinante de uma matriz M, de ordem n > 2, é a soma dos produtos dos

elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores (IEZZI, 1985).

Observagao 2.5 Lembrando que o cofator € calculado como sendo o niimero (—1)"+9.D;;,

sendo D;j o determinante da matriz que se obtém, suprimindo a linha i e a coluna j de

M.

Vamos reforgar estes conceitos por meio dos seguintes exemplos:

Exemplo 2.6 Calcule o valor do determinante associado a cada matriz abaizo:

3 o] -1 1 2
A= [_ B=1|2 -3 —4| Solugao:
-5 7
- ) 1 3
e -3 2
=5 7
det(A) = ‘A
det(A) = —-3.7 — (=5).2
det(A) = —21+ 10
det(A) = =11
112
B=|2 -3 —4
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-3 —4 2 2 -3
det(B) = —1det [ L3 ] — ldet [5 + 2det [5 . ]

det(B) = —1(~3.3 — 4.1) — 1(2.3 — 5.(—4)) +2(2.1 — 5.(=3)) =
det(B) = —1(—13) — 1(26) +2(17) =
det(B) =13 — 26 + 34
det(B) =47 — 26 =
det(B) = 21

det(B) = ‘B‘

Obviamente, trés pontos estarao alinhados se pertencerem a uma mesma reta. Ou

seja, dizemos que os pontos sao colineares.
Mas, como identificar que os pontos sao colineares?

Pode-se dizer que determinante ¢ um ntmero real resultante de um conjunto de
operacoes basicas matematicas. No nosso caso, diremos que os pontos A, B e C sao
colineares se o determinante resultante do calculo com as coordenadas destes pontos for

nulo. Ou seja, quando o determinante der zero, os pontos serao colineares.

Caso contrario, se o determinante nao for nulo, teremos trés pontos nao-colineares.
Em outras palavras, os pontos A, B e C serao os vértices de um triangulo. Observe o

exemplo (Figura 7):

e J

/"”,6-”
A e
A, B e C colineares A Be Cndo colineares

1 1
0 % 0 X

Figura 7 — Pontos Colineares e Nao-colineares

Fonte: Elaboragao propria

Formalmente, podemos dizer:

Trés pontos A(xy,y1), B(xa,y2) e C(x3,ys3) sdo colineares se, e somente se:

ry Y1 1
r3 ys 1

Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 2.7 Verifique se os pontos A(-1,1), B(1,3) e C(7,9) sao colineares.

Solucao
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Criamos o determinante com as coordenadas dos trés pontos fornecidos, composto por trés
linhas e trés colunas, sendo que a 8% coluna é composta de nimeros 1 (Elemento neutro

da multiplica¢ao).

Ty yr 1
Ty Yo 1| =0

r3 ys 1

-1 11
=0

7 1

Assim, se o determinante for igual a zero (det=0), os trés pontos analisados serao
colineares, mas se o determinante for diferente de zero (det# 0), os pontos formarao um

triangulo, pois estarao em desalinho.
Voltando ao nosso exemplo, ao se aplicar o Teorema de Laplace:
-1 11
3 1 1 1 3
1 3 1| =—1det — ldet + ldet =
9 1 7 79
7 91

—1(3—=9) — 1(1=7) + 1(9—21) =
—1(=6) — 1(=6) + 1(~12) =

6 +6 — 12=
12 — 12 =
det = 0

Portanto, os pontos A, B e C sao colineares.

2.6 O Estudo da Reta no R?

Existem algumas formas diferentes de representar uma reta no plano bidimensio-
nal. Uma forma sera dita "especial"pois a veremos novamente quando estudarmos o R3

(espago tridimensional). Sera dado um destaque nesta forma "especial”.

2.6.1 Equacao Geral da Reta

"A toda reta r do plano cartesiano esté associada ao menos uma equagao da forma
ax + by + ¢ = 0 onde a,b,c sdo nimeros reais, a # 0, ou b # 0, e (x,y) representa um
ponto genérico de r".((IEZZI, 1985), p. 25)

Em outras palavras, sabe-se que é possivel tracar uma tnica reta que passa por

dois pontos dados A e B. Existe um outro ponto P(x,y), genérico, também colinear aos
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pontos A e B. Assim, se estes trés pontos estao alinhados, o determinante formado por

eles deve ter valor nulo.

oA

y2

¥

N

0 1 );1 xl2
Figura 8 — Reta r passando por A e B
Fonte:((IEZZI, 1985), p. 25)

Assim, de acordo com as coordenadas dos pontos observadas no grafico (Figura

8), teremos:
T oy 1
Ty Yy 1| =0
z y 1
T oy 1 ] . .
Ty Yo 1| = axidet [y2 ] - yldet[ 2 + 1det[ 2 yQ] =
y 1 T Ty
z y 1

(Y2 —y) — vz — ) + Uzoy — 2ya) =

T1Y2 — 1Y — ToY1 + TY1 + XY — TY2 =

r(yr —y2) + y(re —21) + T1y2 — Doy =

Fazendo a = (y1 — y2) , b= (2 — x1) e ¢ = (x1y2 — X2y1), teremos:

Todo ponto P(x,y)€r deve verificar a equagao:

ar+by+c=0 (2.9)
Vejamos este exemplo:

Exemplo 2.8 Encontre a equagao geral da reta que passa pelos pontos A(4,3) e B(0,7).
Solucao

4 3 1

0 7 1]=0

z y 1
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0 7
+ 1det[ ]:
xr y

8 O &=

51 71 0

71 =4det[ ] —3det[
y 1 x

y 1

47—y) — 30—2) + 1(0—Tx) =

28 -4y +3x —Tx =

—4y — 4z + 28 = ou dividindo-se por (-4)

y+x—7=0

Logo, 4x +4y —28 =0 oux+y—T7=0
A equacao geral da reta que passa por A e Bé:x+y—7=0

2.6.2 Equacao Reduzida da Reta

Dada a equacgao geral da reta r, ax + by + ¢ =0, se b # 0, temos:
by:—ax—céy(—%)x—i- (—g) =y=mz+q

wen=(=5)ra=( )

Em outras palavras, calculamos sua equacao geral e ao isolarmos y no 12 membro

da equacao, encontramos a equacao reduzida pretendida.

Portanto, a equacao reduzida da reta r é:

y=mzx+q (2.10)

Chamamos m de coeficiente angular e ¢ de coeficiente linear. Estudaremos futu-

ramente com mais detalhes.

Exemplo 2.9 Se uma reta v passa por A(-2,-3) e B(1,3) qual € sua equagao reduzida?

Solucao
-2 =31
1 3 1]/=0
x y 1
-2 =31
3 1 1 3
1 3 1| = —2det[ + Bdet[ + 1det[ ] =
Y x r 'y
z y 1
—2B—-y)+3(1—2)+1(y —3z) =

—6+2y+3—-3r+y—3x =
-3+ 3y — 6z = diwidindo-se por (3)
y—2r—1=0

Isolando o y no 1° membro, teremos:
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=2x+1

Portanto, a equagao reduzida da reta r é: y = 2x + 1.

2.6.3 Equacgao Segmentaria da Reta

Considere uma reta r que intercepta os eixos cartesianos nos pontos Q(0,q) e
P(p,0), distintos (Figura 9).

v

P (p,0)

(=]
A

Figura 9 — Reta passando por P e Q
Fonte: ((IEZZI, 1985), p. 46)

A equacao dessa reta é:

i
p 0 1
—q(p —z) + 1(py) =
—pq + xq + py =

Dividindo-se tudo por (pq), teremos:

0)-()-

Logo, a equacao segmentaria da reta r é:

6)-()-

Exemplo 2.10 Obter a equagao segmentdria da reta que intercepta os eizos em P(2,0) e
Q(Oi_g)
Solucao

Sabendo que a formula para a equacao segmentdria de uma reta € dada por:
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x
(—) + (Q) =1, onde p € o ponto onde a reta cruza com o eixo das abscissas e q € o

p q
ponto onde a reta cruza com o eixo das ordenadas, teremos:

=\ _(v)_,
2 3
A equacao segmentaria é obtida a partir da equagdo geral da reta da seguinte

maneira:

b
ar+by+c =0 = ax+by = -c :—(%)x—(z)y = 1= (ic)+< yc> = (%)Jr(%) =
Ta b
1

Exemplo 2.11 Obtenha a equagao segmentdria da reta r: Tx + 11y + 3 = 0.
Solucao

7x+11y:—3:>—(§>x— (%)y = 1= <%> + (Ls) =1
! T

2.6.4 Coeficiente Linear e Coeficiente Angular de uma Reta

O primeiro, é mais simples, é o coeficiente linear de uma reta dada. Este coeficiente
apenas nos indica onde a reta r intercepta o eixo das ordenadas. Nesta situacao, a reta

deve estar representada em sua forma reduzida. Veja os exemplos:

Exemplo 2.12 Determine o coeficiente linear das equacoesr :y=—3x—T es:y—2x —
1=0:

Solugao

A reta r ja estd representada em sua forma reduzida. Assim:

Lembremos que:

y=-3r—7T=>y=mr+q=q = —7

Jd a reta s estd em sua forma geral. Ao transformar para a forma reduzida, a equagao
reduzida de s serd:

y=2r+1=y=mr+q=q = +1

O coeficiente angular de uma reta é o nimero real m que representa o valor da
tangente do angulo « formado entre o eixo das abscissas e a reta dada. Sempre ao girarmos,

a partir do eixo x, no sentido anti-horéario. Ou seja:
m = tga (2.12)
Podemos efetuar o célculo de m a partir de trés situagoes a saber:

Observacgao 2.6
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1) Conhecendo-se dois pontos distintos;
2) A partir da equagdo geral da reta;

3) Quando se conhece a dire¢do da reta dada (por exemplo, sabe-se que a reta € paralela a

uma reta dada).
e Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta que passa por dois pontos

conhecidos e distintos: A(xy,y1) e B(xa,y2) (Figura 10).

yap e :

e 1

— 0 é1 ;(2 % 1 }(:2 );1 \x
Figura 10 — Coeficiente Angular (&) da reta que passa por A e B

Fonte: Elaboracao propria

A= m = tga=m = —‘;{3:3;11
Notacgao mais utilizada:
Ay
= 2.13
mo= 1 (2.13)

Onde A y e A = sao, respectivamente, a diferenca de ordenadas e a diferenga de

abscissas entre A e B, calculadas no mesmo sentido.

Exemplo 2.13 Calcule a declividade da reta que passa por A(-5,4) e B(1,10).

Solugao
_ Ay _ 10-4 _ 6 __
m= x5 =15 —6 = !

e Vamos calcular o coeficiente angular m de uma reta cuja equagao geral é conhe-

cida. Por exemplo, r : ax + by + ¢ = 0.

a c
by:—ax—ciy—(—g):c—i-(—g):>y:ma:+q

onde m =| —

a
b
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Ou seja, encontramos sua respectiva equacgao reduzida e destacamos o coeficiente angular

m.

Exemplo 2.14 Dada a equacgao geral 2z — Ty +1 = 0, encontre o seu coeficiente angular

m.
Solucao

Transformando a equacgdo geral para a forma equag¢ao reduzida encontramos:
y=%+7

Portanto, m = %

e Vamos encontrar o coeficiente angular de uma reta conhecendo-se a dire¢ao desta.

Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 2.15 Determine o coeficiente angular da reta r, sabendo-se que esta € a bissetriz
dos quadrantes pares.

Solugao

Bem, para a reta r ser a bissetriz dos quadrantes pares, ela, com certeza, forma um dngulo
de 135° com o eizo das abscissas, girando-se a partir do eizo x no sentido anti-hordrio.
Sabemos que bissetriz € a semi-reta que divide o dngulo em duas partes iguais.

Assim, podemos dizer que o = 90°+45° = 135°.

Entao: m = tgl3b =m = —1

Portanto, m = —1.

2.6.5 Posicoes Entre Duas Retas no R?

Dadas duas retas r e s cujas equagoes sao: r : a1 x+by+c1 =0e s : asr+byy+co =
0 elas podem ocupar apenas trés posicoes relativas no plano cartesiano. Essas posicoes
sao definidas com base no nimero de pontos comuns as retas, isto ¢ (Figura 11):
e r e s CONCORRENTES <= um tnico ponto comum.
eres PARALELAS DISTINTAS <= nenhum ponto comum.
e r e s COINCIDENTES <= infinitos pontos comuns.

Resumidamente, teriamos:
o r ¢ s CONCORRENTES <= 2 # Z—;
er e s PARALELAS DISTINTAS <— o= Z_; + e
e r e s COINCIDENTES <= & = b—a

b2 c2



Capitulo 2. O Espaco Bidimensional R? 34

/ —

7 i
o X ° res paralelas distintas X ° re s paralelas comudeme)s(
r e 5 concorrentes p

s /S

Figura 11 — Posi¢oes Relativas de Duas Retas

Fonte: Elaboracao propria

Exemplo 2.16 Definir o posicionamento das retasr : x+2y+3=0es:3x+6y+1=0:
Solugao

1_2 43
Como temos 5 = 5 # 4
Assim, de acordo com a teoria apresentada acima, as retas r e s saco PARALELAS DIS-
TINTAS.

Observacao 2.7 Podemos classificar duas retas como paralelas apenas analisando os
seus coeficientes angulares (m). Se as retas possuirem o mesmo coeficiente angular, pode-

mos dizer que as retas sao paralelas.
m, = ms (2.14)

Exemplo 2.17 Dadas as retasr iy = 3v—4 es:2y—6x+10 =0, determine a posi¢ao
relativa entre elas.

Solugao

Calculando ambos os coeficientes angulares, encontramos:

m, = 3

ms = 3 pois a equacao reduzida de s é:y = 3x — 10

Logo, teremos m, = my e, consequentemente, r e s sao paralelas distintas.

Observagao 2.8 Podemos ter duas retas concorrentes numa situag¢ao especial. A situ-
acao destas retas serem perpendiculares entre si. Nesta situa¢do, o coeficiente angular
de uma reta serd o simétrico do inverso do coeficiente angular da outra reta. Observe o

exemplo:

m, = ——— ou my.ms = —1 (2.15)
mg
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Exemplo 2.18 Dadas as retasr:y = br—2es: —g + 1, determine a posi¢cao relativa
entre elas.

Solucao

Calculando os coeficientes angulares de ambas as retas, teremos:

m, = D

(S

ms = —

Portanto, teremos m, = — ou my,.mg = —1

2.6.6 Equacao Paramétrica da Reta

As equagoes paramétricas dao as coordenadas (x,y) de um ponto qualquer da reta

em fungao (geralmente fungao linear) de uma terceira variavel t (parametro).

z=fit) ey = fot) (2.16)

A partir das equagoes paramétricas obtém-se a equacao geral da reta eliminando-se

0 parametro t.

Observe os exemplos:

Exemplo 2.19 Qual é a equacao geral da reta em que v = % ey =3t—27
Solucao
Temos quet = 2x —1et = yTJ“Q entao:

20-1 =22 =262-3 =y+2=060—y—5=0

Logo, a equacao geral da reta € 6x —y — 5 = 0.

Observacao 2.9 Notemos que para cada valor real atribuido a t obtemos as coordenadas
(x,y) de um ponto da reta.

Assim, no exemplo anterior, se:

“Parat = 1=2 =3 = 1ey = 3.1—-2 = 1. Logo P,(1,1).

- Parat = 3=12 = 3 = 2ey = 33-2 = 7. Logo P5(2,7).

cParat = —1=z = =2 = 0ey = 3.(-1)—2 = —5. Logo P_1(0,—5).

E assim por diante, sempre produzindo pontos colineares.
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Capitulo 3

O Espaco tridimensional R?

Seja E o espago euclidiano tridimensional, um sistema de coordenadas (cartesianas)
em E consiste em trés eixos OX, OY e OZ, com a mesma origem O, tais que qualquer
um deles é perpendicular a cada um dos outros dois. O sistema é indicado com notagao
OXYZ.

Uma vez fixado o sistema OXYZ, chamaremos de II,,II,. e II,, os planos deter-
minados pelos eixos OX e OY, OY e OZ, OX e OZ, respectivamente.

A escolha do sistema OXYZ faz com que se possa associar a cada ponto P do
espago um terno ordenado (x,y,z) de nimeros reais, chamados de coordenadas do ponto

P relativamente a esse sistema.

As coordenadas (x,y,z) do ponto P no sistema OXYZ podem ser obtidas assim: a
reta paralela ao eixo OZ passando pelo ponto P corta o plano II,, no ponto F. Sejam
(x,y) as coordenadas de Fy no sistema OXY do plano II,,. Essas s@o as duas primeiras
coordenadas de P. Por sua vez, a reta paralela ao eixo OX passando por P corta o plano
II,. no ponto P;. Sejam (y,z) as coordenadas de P, no sistema OYZ. O Numero y é o

mesmo jé obtido e Z é coordenada restante do ponto P.

Um plano chama-se vertical quando contém o eixo OZ ou é paralelo a ele. Um
plano diz-se horizontal quando é perpendicular ao eixo OZ. Todos os pontos de um plano
horizontal tém coordenadas (x,y,c), onde a constante ¢ é a coordenada no eixo OZ, da
intersecao do plano dado com esse eixo. De modo analogo, os planos perpendiculares aos

eixos OX e OY tém equagoes do tipo x = a, y = b respectivamente.
Evidentemente, um plano horizontal é paralelo a, ou coincide com, o plano II,

O sistema OXYZ determina uma correspondéncia biunivoca £ — R? que a cada

ponto do espago associa o terno (x,y,z) de coordenadas desse ponto no sistema dado.

As coordenadas da origem O sao (0,0,0). Os pontos dos planos 11,11, e II,, tém

coordenadas (x,y,0), (0,y,z) e (x,0,y) respectivamente.
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z 7
P1
z 8 b
P,
TTyz
TTxz i
~ : .-
0 Yoy 0 i o
TTxy :
X X ) U .
X Po

Figura 12 — Espago Tridimensional

Fonte:((LIMA et al., 2006), p. 74)

3.1 Localizacao de Pontos no R?
A todo terno ordenado (z1,y1,21) do R? corresponde um tinico ponto P do espago
tal que xy = abscissa de P, y; = ordenada de P, z; = cota de P.

Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 3.1 Localize no espago tridimensional (Figura 13), os sequintes pontos:
A(1,2,1), B(2,-3,3), C(—4,-1,2), D(4,5,-3), E(-3,3,0)
F(0,-2,-3), G(3,1,0), H(0,—-2,4), 1(0,3,—1)

Solugao
Z-]
H(0,-2,4)
e C(4-12)
: et
B(2,-3,3) 157 s m s n bty
- A E(-33,0)
----------------- A12.1)
,,,,,, Q.fi,,,,, Y
R e o3
X GEAO) |,
Fo23) | T
"""""""""""""""""""""""""" D(4,5-3)

Figura 13 — Espago Tridimensional

Fonte: Elaboracao propria
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Para um melhor entendimento, temos o espaco tridimensional dividido em 8 oc-

tantes a saber: (Figura 14)

Figura 14 — Octantes numerados

Fonte: www.slideplayer.com.br (LUIS, 2006)

3.2 Equagoes Paramétricas no R?

Pode-se dizer que as equacoes paramétricas no R? sao formadas assim como no
R2, ou seja, as equacoes paramétricas fornecem as coordenadas de um ponto qualquer da

reta em fungao (geralmente fungao linear) de uma terceira variavel t (parametro).

r=fi(t), y= folt) e 2 = f3(t) (3.1)
Observacao 3.1 No R3, de posse das equacdes paramétricas, nos consequimos formar
uma outra equacao chamada de equacao simétrica da reta. Nao existe uma equacao com

o formato da equacao geral da reta que aprendemos no R2.

Observe o exemplo a seguir:

r=1+2t,
Exemplo 3.2 Dadas as equacoes paramétricas da reta r: y =1,
z2=2-3t

encontre sua equacao simétrica:
Solugao
Primeiro, vamos isolar o t dentro de cada paramétrica:
t — rz—1

2
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t =
t_z—2

-
Assim, sua equacao simétrica é: %1 =4 22

<

Notemos que para cada valor real atribuido a ¢t obtemos as coordenadas (z,y, 2)
de um ponto da reta.
Assim, no exemplo anterior, se:
-Parat = 1=2 = 1+21 =3ey = lez = 2-31 = —1. Logo P(3,1,-1).
-Parat = 2=10 = 1+22 =5ey = 2ez = 2—32 = —4. Logo P»(5,2,—4).
-Parat = 3=2 = 1423 =T7ey = 3ez = 2-33 = —T7. Logo P3(7,3,-7).

E assim por diante, sempre produzindo pontos colineares.

3.3 Solidos de Revolugao

Esta secao foi criada com o intuito de apresentar alguns exemplos de superficies de
revolucao criadas a partir de elementos conhecidos: segmentos de reta e algumas curvas

matematicas que serao descritas no exemplo.

O objetivo destes exemplos é o de estimular o raciocinio espacial gerado por estas

superficies.

Além disso, os gréficos foram produzidos no programa winplot.

Observacao 3.2 "0 programa winplot € um aplicativo para windows que permite a plo-
tagem de curvas e superficies. Lan¢ado em torno de 1985, o programa foi inicialmente
escrito na linguagem C, e desde 2001 € desenvolvido em C++."((KLBOT2, 2013) - Fonte:

www. wikipedia.org)

Exemplo 3.3 Tracar as superficies de revolug¢ao produzidas a partir do segmento de reta
AB onde A(2,2) e B(5,5). Primeiramente ao se girar o segmento em relagio ao eizo T
e, em sequida, em rela¢cdao ao eixo y.

Solugao

Primeiramente, o segmento AB:(Figura 15)

Observagao 3.3 Convencionou-se, neste trabalho, marcar a superficie de revolucao ao

redor do eixo x em cor vermelha e ao redor do eizo y em cor azul.
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Figura 15 — segmento AB, onde A(2,2) e B(5,5)

Agora, rotacionando o segmento AB em torno do eizo x.(Figura 16)

%

7,
=t

i
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1
1
o
———
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|| "Iflffﬂﬂ

.I, m’f_’!!;l',l; I
| ﬂﬂ];mm Jm:ﬂﬂf[[[ﬁ"""
?:!:E:’:ﬂ | .’HWHW%%%W ’lll
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Iﬂﬂ"m ‘
.'-'[|1,.'|'1I !% i

Figura 16 — segmento AB ao redor do eixo x
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Agora, rotacionando o segmento AB em torno do eizo y.(Figura 17)

—

R
SR
Gt

Figura 17 — segmento AB ao redor do eixo y

Exemplo 3.4 Neste exemplo serd utilizada a reta f(xr) = x apenas no intervalo de
dominio [—5,5]. Esbogar, assim, as superficies de revolugcdo criadas por este trecho de
reta ao redor dos eixos x €.

Solugao

Antes, a referida reta em seu intervalo de dominio:(Figura 18)

v

Figura 18 — Reta f(z) = x no intervalo de dominio [—5, 5]



Capitulo 3. O Espaco tridimensional R3 42

Agora, rotacionando em torno do eizo x.(Figura 19)

Figura 19 — Reta f(z) = =z no intervalo de dominio [—5, 5] ao redor do eixo z

Agora, rotacionando em torno do eizo y.(Figura 20)

X f“i‘%&.%,‘
.
T

Figura 20 — Reta f(z) = z no intervalo de dominio [—5, 5] ao redor do eixo y

Exemplo 3.5 Neste novo caso, vamos analisar o que acontece quando gira-se ao redor
dos eizos ordenados um fragmento/trecho de pardbola, dada pela equagio: f(x) = x* e
cujo dominio € |0, 3].

Solucao

Fragmento de pardbola a ser estudado:(Figura 21)



Capitulo 3. O Espaco tridimensional R3

43

X

T T T T T T T T T T T T T T T T
£ -5 4 -2 -2 | 1 2 3 4 5 6 7 & & 1011 12

Figura 21 — Fragmento/trecho de parabola de dominio [0, 3]

Agora, rotacionando em torno do eixo z.(Figura 22)

z

. 'Q:::::":’,"

Sl
"
&

Figura 22 — Fragmento/trecho de Parabola ao redor do eixo x
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Agora, rotacionando em torno do eizo y.(Figura 23)

Figura 23 — Fragmento/trecho de Parabola ao redor do eixo y

Exemplo 3.6 Foi estudado, no exemplo anterior, apenas um fragmento de pardbola. Mas
0 que aconteceria com as superficies de revolugcao se fosse ampliado o dominio desta
funcao? Que figuras tridimensionais seriam formadas ao redor dos eizos coordenados?
Serd usada a mesma func¢ao quadrdtica do exemplo anterior, mas agora com o dominio
diferente. Seja a pardbola de equagao: f(x) = 2 e cujo dominio agora é [—3,3].
Solucao

Claro, o fragmento/trecho de pardbola a ser estudado:(Figura 24)

v

1
1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11

Figura 24 — Parébola de dominio [—3, 3]
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Agora, rotacionando em torno do eizo x.(Figura 25)

Figura 25 — Parabola ao redor do eixo z

Agora, rotacionando em torno do eixo y.(Figura 26)

it
W’%%’ i

iy

ay

Figura 26 — Parabola ao redor do eixo y
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Exemplo 3.7 O exemplo a sequir apresenta o esbogo de uma curva: f(x) = z°. Em

sequida, também serao visualizadas as superficies de revolucao geradas por esta curva.
Solugao
Grdfico de f(z) = x3:(Figura 27)

[ T e = |
| | | | | |
T T T T T

T T T T T T T T T T T T T T T
-4 -3 -2 - 1 2 i 4 3 6 7 a8 o 10 1

Figura 27 — Gréfico de f(z) = 23

Agora, rotacionando em torno do eixo x.(Figura 28)

Figura 28 — f(z) = z3ao redor do eixo =
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Agora, rotacionando em torno do eizo y.(Figura 29)

Figura 29 — f(z) = 2 ao redor do eixo y

O estudo de soélidos de revolugao ¢ justificado na seguinte secao.

3.4 Questao do ENEM relativa ao espaco Tridimensional

Apo6s uma conversa inicial com um grupo de alunos de ensino médio, foi constatado
que o conhecimento sobre espago tridimensional era muito insignificante, pra nao dizer
quase nenhum. A maioria dos alunos sequer ja tinha ouvido falar em espaco tridimensional.

Conhecer um terceiro eixo e aplicé-lo ortogonalmente aos outros dois eixos era impossivel.

Em virtude disto, desenvolveu-se toda a atividade apresentada neste trabalho como
diagnoéstica e que foi aplicada a alunos de todos os anos do Ensino Médio, tendo como

foco principal avaliar o conhecimento prévio do tema.

Em seguida foi apresentada a questao pedida no ENEM 2013 como motivacao aos
conceitos que seriam desenvolvidos a partir daquela avaliacao diagnostica. Toda a teoria
apresentada seria também revista como forma de exercicios de consolida¢ao de contetidos

em uma lista extra que seria abordada apés o desenvolvimento tedrico.

Todos os conceitos apresentados tém como objetivo dar uma visao antecipada do
espago tridimensional utilizando conhecimentos matematicos ja abordados, ou que possam
vir a ser, neste momento do aprendizado escolar. Nao sendo prejudicial ao desenvolvimento

do saber matematico, pelo contrario, agregando-se mais valor a este.
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3.4.1 Questao do ENEM 2013
Questao 136

A parte interior de uma taga foi gerada pela rotacao de uma parabola em torno

de um eixo z, conforme mostra a figura (30)

Eixo de rotagao (z)
ylem) &

L — |
\""--—._

x (cm)

Figura 30 — Questao do ENEM 2013

A funcao real que expressa a parabola, no plano cartesiano da figura, é dada pela
lei f(z) = %xz — 6z + C, onde C é a medida da altura do liquido contido na taca, em
centimetros. Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o vértice da parabola, localizado

sobre o0 eixo x.

Nessas condigoes, a altura do liquido contido na taca, em centimetros, é

el T e
(@2 IS T SN NC R

Gabarito: Letra e.
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Capitulo 4

Atividades em Sala de Aula

Primeiramente apresentaremos uma lista com atividades diagnoésticas, por meio
das quais o conhecimento do assunto por parte do aluno sera avaliado e quantificado pelo

aplicador.

Uma segunda lista de exercicios foi, posteriormente, disponibilizada, tendo em

vista um aprofundamento dos temas em anélise.

4.1 Atividades Diagndsticas

Esta pequena lista de exercicios foi elaborada com ao propodsito de diagnosticar o
conhecimento de espago bidimensional e espago tridimensional nos alunos do Ensino Mé-
dio. Esta atividade foi dividida em dois grupos: o grupo 1 refere-se ao espago bidimensional

e o grupo 2 refere-se ao espaco tridimensional.

Para cada questao elaborada, segue um comentario com os objetivos inerentes a
cada questao, isto €, aqueles conceitos que o aluno deveria ter ao se deparar com tal

questionamento. Assim como algumas respostas colocadas por nossos alunos.

E claro que podem ocorrer adaptacdes por parte dos colegas professores, para uma
melhor compreensao no contexto de cada regiao e de cada realidade do grupo de alunos

envolvidos. Todas as questoes propostas devem ser resolvidas individualmente.

4.1.1 Grupo 1 - Espaco Bidimensional R?

O aluno devera responder aos itens sem qualquer ajuda externa e de livros dida-

ticos.

1. Quantos eixos sao necessarios para se obter o plano cartesiano? R:

2. Qual o outro nome dado ao eixo x7 R:
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3. Qual o outro nome dado ao eixo y? R:

4. Como sao colocados (posicionados) os eixos x e y entre si? Que tipo de angulo é

formado entre estes eixos 7 R:

5. Localize no plano cartesiano (Figura 31), os seguintes pontos:
A(57 B)a B(37 _2)7 C(_4> _3)1 D<_1> 5)1 E(57 O)v F(07 4) € G<Oa O)

Figura 31 — Plano Cartesiano

a) Que ponto pertence ao 2° quadrante? R:

b) O ponto F pertence a algum quadrante? Justifique:

Observacao 4.1 Objetivos a serem alcancados:

Nas questoes 1 a 5, estd sendo analisado se o aluno consegue construir (esbo-
car) um plano cartesiano bidimensional. Se ele possui nogao de perpendicularidade,
nomenclatura dos eixos coordenados, enumeracao dos quadrantes e se a divisao dos
eizos coordenados foi feita de forma proporcional, respeitando a mesma unidade de

medida de comprimento nos dois eizos.

Também foi visto se o aluno tem capacidade de localizar os pontos dados
de acordo com suas coordenadas (pares ordenados), aplicadas ao plano cartesiano.

Observando o sentido do crescimento de valores (reta orientada) nos dois eizos.

Respostas dos alunos:
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A maioria dos alunos respondeu corretamente a questao 1, usando em sua

maioria: R:2 eixos.

Na questao 2, a maior parte dos alunos também soube responder, mas alguns
erraram a escrita do outro nome dado ao eixo x. R: abcissas. Assim como a resposta

em destaque.(Figura 32)

2. Qual o autre nome dada an sivn xF He .u.?lﬂ_'..-'-"?"-““-r}

Figura 32 — Resposta errada a questao 2 da atividade diagnostica

A questao 3 também apresentou um nimero pequeno de acertos, para minha
surpresa. Muitos alunos deixaram em branco. Poucos acertos foram obtidos. E al-
guns alunos confundiram o nome do eixo com coordenadas, sendo estas usadas para

localizar o ponto no plano. R: coordenadas. (Figura 33)

3 el o ouery o daoko po ehae e R Lot o OLel

Figura 33 — Resposta errada a questao 3 da atividade diagnostica

A totalidade dos alunos envolvidos acertou a questao 4, respondendo que os
eixos formam 90° entre si. Alguns poucos alunos usaram a palavra "perpendicula-

res".

A grande maioria dos alunos acertou a questao 5,na localizacao de pontos e
na resposta a letra a. R: Ponto D. Mas quanto a resposta do item b, a diversidade
foi grande, mostrando que este conceito ainda nao estd completamente absorvido
pelos alunos. Eis algumas respostas apresentadas: (Ver Figura 34) ; (Ver Figura 35)
e (Ver Figura 36)
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Figura 34 — Resposta certa a questao 5 da atividade diagnostica

b € pontu Fopertems boalguom ynadrante? Tusiie e F'[.:’;, JTL._[_IE'_L'LU-“"‘E j a ‘E:IIF{;.}:,
ﬁ_l-u'_-ulf Zrelie & chah
n:tun.um-'r'ﬁa ;

Figura 35 — Resposta errada a questao 5 item b da atividade diagnostica

Ly 0 ek B pertence a algom gquadrante? Tnatifie.o

"ﬂ.ﬂ‘iww_ v = ﬁm;hh .-;3117;. :

Figura 36 — Resposta errada a questao 5 item b da atividade diagnoéstica

6. Trace os segmentos de reta AB; C'D; e E'F cujas extremidades sdo: A(0,0); B(—3, 3);
C(2,1); D(8,4); E(1,—1) e F(4,—6) (Figura 37)

Observacao 4.2 Objetivos a serem alcancados:

Neste item o aluno deverd, além de localizar os pontos dados no plano carte-

stano, consolidar o conceito de segmento de reta como um subconjunto da reta, que

possui inicio e fim (suas extremidades).

Respostas dos alunos:

Quase a totalidade dos alunos acertou & questao. Alguns poucos alunos es-

queceram de tragar os segmentos, apenas localizando suas extremidades. (Figura

38)
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Figura 37 — Plano Cartesiano
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Figura 38 — Resposta errada a questao 5

7. Esboce a reta que passa pelos pontos A(—2,7) e B(4, —3).(Figura 39)

Observagao 4.3 Objetivos a serem alcangados:

Neste item expoe-se o conceito de quantos pontos sao necessdrios para se
tracar uma reta.

O aluno deverd ser capaz de compreender que quando se tem apenas um ponto,
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Figura 39 — Plano Cartesiano

infinitas retas podem ser tracadas passando por ele. E quando se tem dois pontos,

apenas uma reta pode ser construida, interceptando estes dois pontos.

Pode-se, também reforcar o conceito de reta e de densidade do conjunto R.

Respostas dos alunos:

Também foi grande o niimero de acertos a esta questao, com apenas alguns

alunos que representarem segmento e nao reta. (Figura 40).



Capitulo 4. Atividades em Sala de Aula 55

Figura 40 — Resposta errada a questao 7

r = 243t
y = —2t

8. A reta r possui equacOes paramétricas: Esboce esta reta r. (Figura

41)

AN

Figura 41 — Plano Cartesiano

Observacao 4.4 Objetivos a serem alcancados:
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O aluno deverd compreender que as equacoes fornecidas possuem uma rela¢ao
estreita com uma outra varidvel chamada de pardmetro. E que, sendo atribuidos va-
lores quaisquer a este pardmetro, vao sendo criados pares ordenados que localizarao

pontos pertencentes a wma mesma reta, ditos pontos colineares.

Vale ressaltar que podem ser escolhidos quaisquer valores ao pardametro, ne-

gativos, positivos ou o valor nulo.

Respostas dos alunos:

Apenas uma aluna do 32 ano do ensino médio ja tinha lido algo sobre equacoes

paramétricas.

Ao me questionar: - Professor, equagoes paramétricas sao aquelas que tém o
Htll?ll

Logo que respondi afirmativamente, ela me sorriu e voltou a se debrugar sobre
a questao.

Vale ressaltar que nossa expectativa de acerto para esta questao era realmente

baixa.

Eis a resposta da aluna: (Figura 42)

2= ¥
; - e z =24+ _ :
7. A reta r possul eQuagoes paramnétricas: Esboce esta reta v, (Ver
v = -
Figura 4)
o T % E
¥ —_'"'l
D
s — ‘”9‘.“-:«-\_.' —t ...;}
\ |
T |

Figura 42 — Resposta correta a questao 8
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9. Ao se girar o segmento AB, onde A(3,2) e B(5,5) em torno dos eixos x e, em

seguida, em torno do eixo y; que figuras sao formadas? (Use a Figura 43)

|
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Figura 43 — Plano Cartesiano

Observagao 4.5 Objetivos a serem alcangados:

O objetivo a ser alcangado neste item € fazer com que o aluno comece a
imaginar solidos de revolugdao. Em outras palavras, aqui uma visao espacial comeca
a ser exigida, quando, a partir do plano, gira-se um elemento matemdtico e este

produz, no espaco, uma superficie de revolucao.

Além de reconhecer, talvez ainda nao utilizando nomenclaturas corretas, as

figuras formadas desta rota¢ao do segmento AB em torno dos eizos x e y.

Respostas dos alunos:

Quase todos os alunos, exceto uma aluna, nao conseguiu ter a visao espacial
necessaria de girar o segmento de reta. Nao conseguiram visualizar um movimento
circular ao redor dos eixos. A grande maioria apenas criou as imagens simétricas,
alguns até com certo exagero, como o aluno que elaborou a resposta: (Use a Figura
44)

Mais uma vez, a tnica aluna que acertou a superficie gerada, mas sem saber

o nome desta superficie, foi a aluna de 9° ano.

Eis sua resposta quase totalmente correta: (Use a Figura 45)



Capitulo 4. Atividades em Sala de Aula 58
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Figura 44 — Resposta errada a questao 9

Figura 45 — Resposta certa a questao 9

10. No plano cartesiano (Use a Figura 46), esta o fragmento/trecho de parabola y = z?
cujo dominio é [0, 3]. Agora imagine esta parabola girando ao redor do eixo y. Depois

gire-a em torno do eixo x. Tente esbocar as trajetorias e as figuras formadas ao redor

destes eixos.

Observagao 4.6 Objetivos a serem alcancados:

Aqui neste item o poder de abstracao ao se imaginar a superficie de revolu¢ao

€ ainda maior. Ja que nao se trata de um segmento de reta e sim de wma curva de

equacao matemdtica, a pardbola.



Capitulo 4. Atividades em Sala de Aula 59

!
&

|

a

|

iy

|

t

|
T
w
=4
T+
@ -
!
o0
o
=
T
el
= 4
G
5
4
g
%
|
=)
o
r
[}

Figura 46 — Plano Cartesiano

Vale ressaltar aos alunos que pode-se criar superficies de revolucao a partir

de uma curva qualquer.

Respostas dos alunos:

Novamente, quase a totalidade dos alunos deixou a resposta em branco, con-
firmando a nossa hipoétese que a visao espacial de nossos alunos de ensino médio

estéd muito deficiente.

Como na questao anterior, apenas aquela aluna de 92 ano conseguiu acertar

o item.

Eis 0 esbo¢o da aluna: (Use a Figura 47)

Foi possivel observar que todos os alunos apresentaram, até aqui, a maior parte
dos conhecimentos abordados, com apenas algumas trocas de nomenclaturas ou de sim-
ples esquecimento. Foi confirmado que o conceito mais facil (localizar pontos) estd bem
fixado, mas algumas defini¢oes teoéricas nao foram por completo aprendidas. Vide noc¢ao
de segmento de reta, onde o aluno nao relaciona o conceito de ter inicio e fim, com o
tracar do segmento, que as vezes ultrapassa os pontos limites do segmento. Confundindo

com isto, ou nao distinguindo segmento de reta com a reta propriamente dita.

No que diz respeito as superficies de revolucao, percebe-se que nenhuma espécie de
exercicio foi "treinado"com este aluno em anos escolares anteriores. O aluno nao consegue

visualizar um elemento matemaético (objeto) girando ao redor de um eixo, por exemplo.
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Figura 47 — Resposta certa a questao 10

As sugestoes para se tentar minimizar este déficit seria uma abordagem mais pro-
funda e constante dos conceitos tedricos dos elementos geométricos (ponto, segmento de
reta, reta, etc...) e uma apresenta¢ao do espago tridimensional também ja a partir do 8°
ou 92 anos de escolaridade, com vasta aplicacao de exercicios tedricos e que envolvam
calculos. E interessante esclarecer ao aluno que esta visao espacial é necessaria também

em outras disciplinas académicas bem como em sua vida social.
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4.1.2 Grupo 2 - Espaco Tridimensional R?

O grupo 2 de atividades, refere-se ao espago tridimensional. Também possui a in-
tengao de verificar os conhecimentos adquiridos sobre localizacao de pontos e construgao
de segmentos de retas. Agora com um exercicio bem maior da visao espacial do aluno,
exigindo-se bem mais, pois a inclusao do eixo das cotas, proporciona uma maior dificul-

dade. O aluno devera responder aos itens sem qualquer ajuda externa e de livros didaticos.

1. Existe algum plano cartesiano que vocé conheca onde podemos localizar o ponto
P(2,1,3)? R:

2. Vocé saberia tracar um plano cartesiano com 3 eixos perpendiculares entre si? R:

3. O que sao octantes? Que outro nome é dado ao eixo z? R:

Observagao 4.7 Objetivos a serem alcanc¢ados:

Nas questoes de 1 a 3, verifica-se se o aluno possui algum conhecimento so-
bre o plano cartesiano tridimensional, primeiramente apresentando-lhe uma terna

ordenada (coordenadas tridimensionais).

Em sequida, € analisado se o estudante conseque tragar os trés eixos coorde-
nados. Tendo a clareza de que estd se representando trés dimensoes numa folha de
papel, local bidimensional. Assim, surge a necessidade de usar perspectiva. Na folha,
0s trés eizos nao possuem 90° entre si, apenas dois possuem, mas admite-se que
s1m.

Mais uma vez € observada a importancia da divisao dos eixos em graduagoes
de mesma medida para os eixos vertical e horizontal, haja vista que o terceiro eizo
encontra-se em perspectiva e, por isso, sua divisao pode diferir um pouco dos outros

dois eixos.

A nocao de octantes € apresentada, sendo eficiente também, saber a numera-

cao e localizacao de cada um deles.

Respostas dos alunos:

A maior parte dos alunos avaliados deixou a questao 1 em branco. Alguns alu-
nos responderam afirmativamente, demonstrando uma certa "malandragem", pois
observaram o plano cartesiano tridimensional plotado na questao 4 que se apresenta

na mesma folha.
Eis algumas respostas: (Figura 48) e (Figura 49)

Na questao 2, todos os alunos a deixaram em branco. Ha de se ressaltar a

honestidade de todos, pois havia um gréafico logo abaixo na questao 4.
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Figura 48 — Resposta a questao 1 - grupo 2

1. Badste algnm plann cerfesiang qne vord conbeca onds poadencs localsar o ponla
Pi2,1,3)7 R 3 A

Figura 49 — Resposta a questao 1 - grupo 2

A questao 3 foi igualmente deixada em branco por todos os alunos, con-
firmando a nossa hipétese do desconhecimento do terceiro eixo, o eixo das cotas.

Mostrando, assim, que a visao espacial estd completamente comprometida.

4. Localize no espago tridimensional a seguir (Use a Figura 50) os seguintes pontos:

A(0,0,0) B(2,0,0) C(2,1,0) D(0,1,0) E(0,0,3) F(2,0,3) G(2,1,3) H(0,1,3)
Se "ligarmos"os segmentos:AB, BC,CD, FF,FG,GH,EH, AE, BF,CGeDH, que
solido geométrico sera formado?

S

Figura 50 — Plano Cartesiano Tridimensional

Observacao 4.8 Objetivos a serem alcancados:
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Aqui o objetivo € de verificar o conhecimento do conceito de terno ordenado,
sendo a terceira coordenada referente ao eixo das cotas. Perceber que apenas localizar

um ponto no espaco € um pouco mais dificil que no R2.

O aluno deverd perceber que cada ponto fornecido € o vértice de um solido

geométrico muito comum.

Respostas dos alunos:

Novamente, quase a totalidade dos alunos apresentou a questao em branco.
Apenas a aluna de 9°2 ano apresentou a resposta quase perfeita, errando apenas a

localizacao do ponto G.
Eis a resposta da aluna: (Veja a Figura 51)
4. Localies o ospagd Widimousionsl 2 seguic (Use a Plgura T os scguintes poatos;
ATD, D, ) B2 000 7R 100 S, ) B0, 0,8 FUAL ) G0, 4) HID 1)
Se: "lissensos™ us segmentos AL, 00, CD, EFL PG CH BT AR, BF, 6D, que
gilicln gernétricn erd Tmmada? U oees liﬁﬂu-tu{;p.'{”',qhy

7 i

—

Figura 51 — Resposta certa a questao 4 - grupo 2

5. Construa o segmento de reta AB que passa pelos pontos A(5,1,3) e B(—7,8,2).(Use
a Figura 52).

Que octantes este segmento atravessa?

Observacao 4.9 Objetivos a serem alcanc¢ados:
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Figura 52 — Plano Cartesiano Tridimensional

O objetivo aqui € o de verificar o conhecimento do conceito sobre a localizagao
de pontos no espaco tridimensional, construindo um segmento de reta AB, num

constante objetivo de imaginar em trés dimensoes.

Interpretar e definir por que octantes este subconjunto da reta passa, reconhe-

cendo com isto a localizacao de cada um dos octantes.

Exercitar o contato constante com a terceira coordenada, o eixo z.

Respostas dos alunos:

Nesta questao todos os alunos apresentaram total desconhecimento do assunto

abordado, deixando-a em branco.

6. Usando o espaco tridimensional, eshoce a reta cujas equacoes paramétricas sao:
r=1+1
y=2-—t
z=1+4+2t(teR)
(Use a Figura 53)

Observacao 4.10 Objetivos a serem alcancados:

O aluno deverd compreender que assim como no espago bidimensional, temos

uma terceira varidvel, o parametro.

Para cada valor atribuido a varidvel parametro, encontram-se valores para

suas coordenadas (terna).

Estes pontos, a partir do momento que forem plotados no espago tridimensi-

onal, serao percebidos como pontos colineares.
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Figura 53 — Plano Cartesiano Tridimensional

Enfim, o aluno deve perceber que qualquer que seja o valor atribuido ao pa-

rametro, todos os ternos originados serao colineares,e assim, pode-se tracar a reta.

Respostas dos alunos:

Somente a aluna de 92 ano conseguiu iniciar um raciocinio na questao, elabo-
rando apenas duas ternas que produziriam a reta desejada. Mas a aluna nao conse-
guiu esbocar a reta no plano cartesiano tridimensional. Acredito que foi derrotada

pelo cansaco.

Eis sua resposta parcial: (Figura 54)

Neste momento fica claro que quase nenhum aluno apresenta o conceito de trés
dimensoes abordado desta forma. A grande maioria sequer conhecia o plano cartesiano

tridimensional.

A localizacao dos pontos no espaco tridimensional s6 ficou clara para os alunos
apos a atividade, onde foi esclarecido que o terceiro valor da terna ordenada representa
0 eixo z, eixo perpendicular aos outros dois eixos ordenados. A partir dai, boa parte dos

alunos conseguiu localizar melhor os pontos, mas ainda com algum grau de dificuldade.

As sugestoes para se tentar minimizar este déficit seria uma abordagem mais cons-
tante dos conceitos tedricos dos elementos do espago tridimensional e uma apresentacao
do espago tridimensional também ja a partir do 82 ou 9° anos de escolaridade com a

aplicagao frequente de exercicios teoricos.
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fi. Usando o espacso tridimensional, esboce a reta cojas CONACTHES PATAIMEITICAS SAd;
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Figura 54 — Resposta errada a questao 6 - grupo 2

4.2 Atividades Extras para Consolidar Contetidos

Como foi dito anteriormente, estas atividades propostas visam uma melhor fixacao
dos contetudos para uma efetiva aprendizagem dos conceitos adquiridos. E assim, tornar
o espago tridimensional, o exercicio de rotacionar um segmento de reta ou um trecho de

curva, algo mais comum no saber-fazer do aluno.
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Capitulo 5

Conclusao

O trabalho apresentado teve o objetivo de sugerir uma antecipagao da visao tri-
dimensional aos alunos 1° ano do ensino médio, tornando o tema ao mesmo tempo mais
acessivel e seus conceitos, mais frequentemente abordados em nossas salas de aula. Haja
visto que existe um grande "buraco"no conhecimento matematico referente ao tema pro-

posto.

Sendo assim, as atividades aqui propostas foram usadas como diagnosticas, mas
podem ser usadas como iniciais ao desenvolvimento do tema. A idéia de expor fungoes
matematicas mais complexas neste primeiro momento fica recusada. Mas, nada invalida

uma sequéncia na apresentacao de uma nova tematica dentro da disciplina.

A antecipacao desta visao tridimensional nao requer nenhum conhecimento pré-
vio que nao tenha sido estudado por parte de nossos alunos quando encontram-se neste
nivel de escolaridade. Assim, trata-se de uma questao de abordagem, de ampliacao de

conhecimentos. Muitas das vezes usamos o caminho inverso no nosso cotidiano escolar.

Enfim, a sugestao para se conseguir minimizar este déficit seria proporcionar ao
aluno, desde o 8° ou 9° anos de escolaridade, um contato constante e sequencial com o
espaco tridimensional. Construindo assim, progressivamente, todo o alicerce necessario
ao desenvolvimento da visao espacial; através de constantes exercicios tedricos e também
daqueles que envolvam calculos. Este gradativo aprimoramento da visao espacial também

ajudara, e muito, outras disciplinas académicas, bem como a vida social do aluno.

Assim, este aluno que antes ignorava uma visao espacial, pode perceber melhor
o mundo & sua volta, dentro do contexto particular em que vive, sendo um pouco mais

detalhista nas suas anéalises.

A maior dificuldade encontrada foi a oposicao dos alunos a pesquisa Matematica.
Existe um fantasma muito forte que bloqueia a curiosidade e o aprendizado matemaético.
Colhe-se, ainda hoje, uma idéia de que tal disciplina académica ¢ dificil; o que proporciona,

a grande maioria da populagao, um distanciamento da Matematica.
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Este "desinteresse"pela Matemaéatica, com certeza, é o principal causador do senti-
mento de impoténcia que permeia o grupo docente. Obviamente, o autor deste trabalho
nao estaria excluido deste contexto. Lutar contra este "nao querer aprender"gera nos
profissionais de educagao, um desejo de sempre aprimorar nossa abordagem matematica
(professor x aluno). Faz-se necessario alcangar o contexto social e nos infiltrar em cada

realidade, de cada aluno, para tentar minimizar nosso prejuizo de conhecimento.

Lembremos que grandes descobertas possuem um ponto de partida trivial...
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APENDICE A

Atividades Diagnoéstica

A lista de atividades a seguir foi dividida em dois grupos: o grupol refere-se ao

espago bidimensional e o grupo 2 ao espaco tridimensional.

A1l Grupo 1l

1. Quantos eixos sao necessarios para se obter o plano cartesiano? R:
2. Qual o outro nome dado ao eixo x7 R:
3. Qual o outro nome dado ao eixo y? R:

4. Como sao colocados (posicionados) os eixos x e y entre si? Que tipo de angulo é

formado entre estes eixos 7 R:

5. Localize no plano cartesiano (Figura 55) os seguintes pontos:

A(5,3); B(3,—2);C(—4,-3); D(—1,5); E(5,0); F(0,4) e G(0,0)

a) Que ponto pertence ao 2° quadrante? R:

b) O ponto F pertence a algum quadrante? Justifique:
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Figura 55 — Plano Cartesiano

6. Trace os segmentos de reta AB; C'D; e E'F cujas extremidades sao: A(0,0); B(—3, 3);
C(2,1); D(8,4); E(1,—1) e F(4,—6) (Figura 56)

Y

Figura 56 — Plano Cartesiano

7. Esboce a reta que passa pelos pontos A(—2,7) e B(4,—3).(Figura 57)
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Figura 57 — Plano Cartesiano

r = 243t
8. A reta r possui equacOes paramétricas: Esboce esta reta r. (Figura
y = —2t

=

58)

AN

Figura 58 — Plano Cartesiano

9. Ao se girar o segmento AB, onde A(3,2) e B(5,5) em torno dos eixos x e, em
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seguida, em torno do eixo y; que figuras sdo formadas?(Use a Figura 59)

3t

=4

Figura 59 — Plano Cartesiano

10. Usando o plano cartesiano (Use a Figura 60), estd a parabola y = x? cujo dominio
é [0, 3]. Agora imagine esta parabola girando ao redor do eixo y. Depois gire-a em
torno do eixo x. Tente esbogar as trajetorias e as figuras formadas ao redor destes

e1xos.
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Figura 60 — Plano Cartesiano
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A.2 Grupo2
1. Existe algum plano cartesiano que vocé conhega onde podemos localizar o ponto
P(2,1,3)7 R:
2. Vocé saberia tracar um plano cartesiano com 3 eixos perpendiculares entre si? R:
3. O que sao octantes? Que outro nome é dado ao eixo z7 R:

4. Localize no espaco tridimensional a seguir (Use a Figura 61) os seguintes pontos:

A(0,0,0) B(2,0,0) C(2,1,0) D(0,1,0) E(0,0,3) F(2,0,3) G(2,1,3) H(0,1,3)
Se "ligarmos"os segmentos:AB, BC,CD,FF,FG,GH,EH, AE, BF,CGeDH, que

solido geométrico sera formado?

SN

Figura 61 — Plano Cartesiano Tridimensional
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5. Construa o segmento de reta AB que passa pelos pontos A(5,1,3) e B(—7,8,2).(Use
a Figura 62).

Que octantes este segmento atravessa?

z

Figura 62 — Plano Cartesiano Tridimensional

6. Usando o espago tridimensional, esboce a reta cujas equagoes paramétricas sao:
r=1+1
y=2-—t
z=1+4+2t(teR)
(Use a Figura 63)

Figura 63 — Plano Cartesiano Tridimensional
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APENDICE B

Atividades Propostas para Fixacao dos

Conceltos

1. Localize no plano cartesiano (Figura 64) os seguintes pontos:

A(=2,-3); B(8,2); C(5,—5); D(—3,1)E(2,0); (0, —6) e G(0,0)

Figura 64 — Plano Cartesiano

a) Que ponto pertence ao 1° quadrante? R:

Que ponto pertence ao 3° quadrante? R:

)
b) Que ponto pertence ao 2° quadrante? R:
c)

)

d) Que ponto pertence ao 4° quadrante? R:
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2. Quantos eixos sao necessarios para se obter o plano cartesiano? De que modo sao

posicionados entre si? R:
3. Qual o outro nome dado ao eixo x7 R:
4. Qual o outro nome dado ao eixo y? R:

5. Vocé conseguiria localizar o ponto P(2,1,3) no plano cartesiano da questao 17 R:

6. Trace os segmentos de reta AB; CD; e EF cujas extremidades sao:
A(0,0); B(2,—6); C(4,1); D(8,3); E(—2,2) e F(—4,4) (Ver Figura 65)

Figura 65 — Plano Cartesiano

7. Vocé consegue calcular o ponto médio M do segmento C'D da questao 6 ?

Determine as coordenadas de M e marque este ponto no segmento.
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8. Esboce a reta que passa pelos pontos A(—2,8) e B(3, —2).(Figura 66)

X
Figura 66 — Plano Cartesiano
9. Esboce a reta de equagao geral: © +y — 5 = 0.(Figura 67)
Encontre, também, a sua equacgao reduzida.
Y
1
0 1
X

Figura 67 — Plano Cartesiano
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10. A reta r possui equacoes paramétricas:

r =243t )
Esboce esta reta r. (Figura 68)

y = —2t

Figura 68 — Plano Cartesiano

11. A reta de equagao reduzida y = 2z — 3 atravessa (cruza) que quadrantes ?
Construa seu grafico. Os pontos A(0, —3) e B(2,1) pertencem a esta reta?

Calcule a distancia entre os pontos A e B. (Use a Figura 69)

Figura 69 — Plano Cartesiano
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12. Sabemos que por dois pontos passa somente uma tUnica reta. Trace a reta r deter-
minada pela funcao: f(z) = 2z + 3. (Use a Figura 70)

Encontre e trace a reta s paralela a reta r e que passa pelo ponto P(0, —2).

Figura 70 — Plano Cartesiano

13. Utilize o plano cartesiano (Use a Figura 71) para tragar a reta que passe pelos pontos
A(=3,1) e B(1,-3).

Qual é o seu coeficiente angular? E o seu coeficiente linear?

Y

Figura 71 — Plano Cartesiano
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14. Trace o segmento AB no plano cartesiano (Use a Figura 72), onde A(0,0) e B(3,0).
Voce é capaz de construir dois quadrados (ABCD e ABEF) tendo como base o lado
AB?

Figura 72 — Plano Cartesiano

15. Ao se girar o segmento AB, onde A(0,0) e B(—3,3) em torno dos eixos x e, em

seguida, em torno do eixo y; que figuras sao formadas?(Use a Figura 73)

Y

Figura 73 — Plano Cartesiano
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16. Aproveitando esta mesma idéia, experimente rotacionar o segmento AB onde A(3,2)
e B(5,5) ao redor dos eixos x e y, respectivamente. (Use a Figura 74). Que figuras

sao formadas?

Figura 74 — Plano Cartesiano

17. Usando o plano cartesiano (Use a Figura 75), esboce a pardbola y = 22 cujo dominio
é [—3,3]. Agora imagine esta parabola girando ao redor do eixo y. Depois gire-a em
torno do eixo x. Tente esbogar as trajetorias e as figuras formadas ao redor destes

e1xos.

Figura 75 — Plano Cartesiano
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Atividades referentes ao grupo 2 (Espago Tridimensional).

1. Existe algum plano cartesiano que vocé conhega onde podemos localizar o ponto
P(2,1,3)7 R:

2. Vocé saberia tracar um plano cartesiano com 3 eixos perpendiculares entre si? R:
3. O que sao octantes? Que outro nome ¢é dado ao eixo z7 R:

4. Localize no espago tridimensional a seguir (Use a Figura 76) os seguintes pontos:
A(3,2,5) B(—4,1,2) C(2,-5,2) D(-3,-5,3) E(5,2,—4)

z

Figura 76 — Plano Cartesiano Tridimensional

5. Construa o segmento de reta AB que passa pelos pontos A(5,1,3) e B(7,8,2).(Use
a Figura 77)

Figura 77 — Plano Cartesiano Tridimensional
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6. Vocé consegue tracar um segmento de reta que vai da origem do espaco tridimensi-
onal até o ponto A(2,7,2)? (Use a Figura 78)

z

Figura 78 — Plano Cartesiano Tridimensional

7. Usando o espaco tridimensional, esboce a reta cujas equacoes paramétricas sao:
rz=1+3t

y=5o—t
z2=4-2t(teRN)
(Use a Figura 79)

Figura 79 — Plano Cartesiano Tridimensional
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8. Trace o segmento de reta AB, onde A esta na origem e o ponto B possui coordenadas
B(0,3,5). Agora gire este segmento em torno do eixo das cotas. Que figura vocé

consegue observar? (Use a Figura 80)

Figura 80 — Plano Cartesiano Tridimensional
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