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Resumo

O presente trabalho faz uso do GeoGebra como ferramenta para o ensino de Fungdes
Exponenciais. O objetivo é trabalhar com constru¢des de "calculadoras" e quadros em
planilhas do programa, e realizar analises do comportamento grafico dessas fun¢des através
de seus esbocos apresentados em sua janela geométrica. A escolha desse programa se
faz pertinente devido a disponibilidade que ha para computadores e tablets ou celulares,
uma vez que, tais instrumentos se tornam cada vez mais acessiveis aos estudantes. Nossa
expectativa € contribuir com o processo de ensino e aprendizagem, ndo somente do tema
em questdo, mas também, a outros assuntos ligados a matematica e situacdes reais que
possam surgir na vida escolar, social e profissional do educando.

Palavras-chaves: Funcdo Exponencial, Geogebra.



Abstract

The present work uses GeoGeobra as a tool for teaching of Exponential Functions. The aim
is to work with constructions using calculators and tables in spreadsheets program, also
performing graphic behavior analysis of these functions through their sketches presented
in a geometric window. The choice of this program is relevant because of its availability to
computers, tablets or cell phones, once such instruments become increasingly accessible to
students. Our expectation is to contribute with the teaching and learning process, not only
the issue in question, but also to other subjects related to mathematics and real situations
that may emerge in school, social and professional life of the student.

Key-words:Exponential Function, GeoGebra.
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Introducao

A Matematica é uma area de conhecimento que nos fornece instrumentos eficazes
para compreender e atuar em nosso cotidiano, pois estabelece relacées que nos levam a
interpretacao de fenémenos e informagdes. Isso é possivel devido a forma com que ela
constrdi e prova seus conceitos, argumentagdes, meios de generalizagao, relacionamento e
concluséo. O raciocinio matematico é aplicado em situagdes reais ha mais de 6000 anos
onde segundo Roque (2012), pastores relacionavam cada ovelha a uma pedra para ter
certeza de que seu rebanho estava completo. Mas os avangos adquiridos ao longo do
tempo, principalmente nos trés ultimos séculos, permitem ir além das aplicagées concretas.

O estudo de fungbes, capacita o aluno a elaborar modelos matematicos para analise
e interpretagdo de problemas por meio de suas leis e da relagao entre suas variaveis. Por
exemplo, a fungédo exponencial é usada: como modelo de crescimento de bactérias de certa
coldnia; na andlise da evolugdo do montante acumulado numa aplicacao financeira sob o
regime de juros compostos; e outros. Portanto, o estudo de fungdes torna-se ainda mais
importante por ter uma aplicacao interdisciplinar e cotidiana, algo que deve ser mostrado ao
aluno para servir de estimulo na construgdo do saber.

O estudo das fungbes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre
grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos descriti-
vos de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da propria
matematica. (BRASIL, 2006, p. 121)

Por observagdes particulares ao longo da minha carreira como professor, tenho
percebido que a maioria dos meus alunos do ensino médio apresentam dificuldades e/ou
desinteresse em matematica no que diz respeito a: reconhecer graficamente uma fungao;
associar a lei de formagéo a um gréfico dado ou o inverso; efetuar operagdes basicas com
numeros reais; colher informacdes de um problema e soluciona-lo. Muitas das vezes, isso
ocorre devido a abstracdo de alguns assuntos que ficam apenas na “imaginacao”, e por
nao saberem ligar um tema a uma situagao real. Logo, perdem o interesse em aprender o
conteldo abordado pelo professor. Na procura de entender os assuntos trabalhados, boa
parte dos estudantes absorvem apenas o campo mecanico do calculo, ndo adquirindo a
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devida associacao a contextos sociais, relacao essencial para o dominio e a enfatizacao de
um tema.

Com o intuito de minimizar os problemas citados anteriormente e na expectativa de
tornar o ensino mais completo e atrativo, alguns autores propdem integrar a informatica, no
contexto educacional como instrumento no processo de ensino-aprendizagem.

O acesso a Informatica deve ser visto como um direito e, portanto, nas
escolas publicas e particulares o estudante deve poder usufruir de uma
educagao que no momento atual inclua, no minimo, uma ‘alfabetizagao tec-
noldgica’. Tal alfabetizagao deve ser vista ndo como um curso de Informatica,
mas, sim, como um aprender a ler essa nova midia. Assim, o computador
deve estar inserido em atividades essenciais, tais como aprender a ler, es-
crever, compreender textos, entender graficos, contar, desenvolver nogoes
espaciais etc. (BORBA; PENTEADO, 2001, p. 17)

“Hoje, a utilizagdo de computadores na educagao é muito mais diversificada,
interessante e desafiadora, do que simplesmente a de transmitir informagao
ao aprendiz. O computador pode ser também utilizado para enriquecer
ambientes de aprendizagem e auxiliar o aprendiz no processo de construgao
do seu conhecimento”. (VALENTE, 2005, p. 10)

O avango da microeletrénica na ultima década, possibilitou a miniaturizagdo dos
componentes computacionais, o que trouxe como consequéncia o barateamento e a popu-
larizagao de aparelhos eletrénicos, tais como: computadores, tablets e celulares inteligentes
(smartphones). Diante de tanta tecnologia cabe ao professor o desafio de inserir estas
ferramentas tecnoldgicas em sala de aula e aproveitar os beneficios que estas nos proporci-
onam, seja como material de apoio aos estudos ou como recurso didatico que proporcione
ao aluno mais autonomia na procura pelo conhecimento.

O presente trabalho tem como objetivo propor uma sequéncia de atividades, que
auxiliem na exploragéo e no estudo, das propriedades e aplicagdes das fungdes exponenci-
ais tendo como ferramenta de apoio o software GeoGebra. Visando com isto, o despertar
do aluno para importancia de identificar fendmenos que crescem ou decrescem expo-
nencialmente; o reconhecimento da representagao algébrica e/ou grafica de uma funcao
exponencial cujas leis se apresentam nas formas y = a*, y = a® +c e y = ba® + c € na reso-
lucao de problemas significativos que envolvem a funcédo exponencial. Para tal, propomos a
elaboracao de construgdes graficas, assim como o uso de tabelas/quadros em planilhas do
programa que facilitem o calculo de poténcias, criagdo de férmulas e identificacao de pontos
pertencentes a curva exponencial. Com a aplicacdo das formulas em planilhas eletrénicas, o
educando podera realizar uma série de operagdes em poucos instantes, desse modo, sera
possivel expandir o campo da observagao e comparagao para a obtencao de resultados.

Assim como nesta dissertacao, os autores Junior (2013) e Silva (2013), abordaram
este tema utilizando o software GeoGebra nas analises gréaficas, com o objetivo de agilizar
as construgoes e ampliar as andlises referentes ao tema. Silva (2013), fez ainda o uso da
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planilha do GeoGebra no seu estudo, mas apenas para a construcao dos quadros geradores
de pontos coordenados de acordo com cada fungao.

Nossa abordagem se diferencia dos autores anteriormente citados, pelo uso da
planilha para criacao de férmulas que auxiliem a andlise de situa¢des problemas, introduzi-
mos essa ideia através de uma atividade ludica relacionada a dobraduras de papel para o
conceito de poténcia. Outro fator que diferencia a presente proposta, € o uso do aplicativo
GeoGebra para esbogos graficos em smartphones e tablets. Destaca-se que os dispositivos
moveis oferecem a vantagem do uso em sala de aula, enquanto sua versao para Desktops
s6 pode ser trabalhada em escolas que possuem laboratério de informatica.

Essa dissertacao esta organizada em capitulos divididos da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos o contexto histérico das fungbes de modo geral e
fungbes exponenciais, comeg¢ando pelas necessidades primitivas, sua conceituacao e
evolucao ao longo do tempo. Relatamos como os babildnicos, egipcios e arabes contribuiram
para o inicio desse estudo através de seus métodos para registrar e prever resultados. E por
fim, quais, como e quando os grandes pensadores da nossa historia que se dedicaram as
descobertas de novos horizontes dentro da ciéncia, ajudaram na evolugao desse assunto
que é tao relevante ao ensino da matematica. Ainda neste capitulo, sera feita uma revisao
sobre conceitos e propriedades de fungdes com foco nas do tipo exponencial. Esse capitulo
esta direcionado ao professor.

No capitulo 2, falamos do GeoGebra juntamente com as ferramentas e comandos
a serem utilizados neste trabalho. Mostramos como construir "Calculadoras”, "Quadros
Demonstrativos" e "Representagdes Graficas" em sua versao para computadores. Termina-
mos o capitulo abordando outras aplicabilidades do GeoGebra para celulares e tablets no
estudo do nosso tema.

O capitulo 3, apresenta sugestdes de atividades sobre funcdes exponenciais que
podem ser auxiliadas pelo GeoGebra num laboratério de informatica e na sala de aula. Elas
sdo voltadas para aplicagdo em turmas de 1° ano do Ensino Médio. Comegamos com a
nocao intuitiva de potenciacdo usando dobraduras e na sequéncia, trabalhamos algumas
leis que descrevem uma situagao-problema. A seguir, aplicamos as formulas em planilhas
do GeoGebra e fechamos o capitulo com atividades a serem realizadas com o uso do
software e seu aplicativo. Tais atividades s&o voltadas para o estudo das mais diversas
representagdes graficas ligadas as fungcdes exponenciais.

Finalmente, sdo apresentadas as consideracdes finais do trabalho, seguidas das
referéncias bibliograficas e trés anexos para complementar esse estudo. O primeiro deles,
ligados ao capitulo 1, refor¢ca os conceitos sobre sequéncias nos levando a entender o
porqué das Fungdes Exponenciais serem monotonas. O segundo apresenta uma férmula
matematica pratica para resolver diversas situacdes problemas sobre fungdes exponenciais,
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e junto a esse mecanismo deixamos algumas questdes de aplicacédo ja resolvidas. O
apéndice C, descreve através de imagens, 0 passo-a-passo sobre como se cadastrar, salvar
e explorar construgdes na plataforma online do GeoGebra, através do seu aplicativo para
celulares e tablets. Este ultimo ja complementa os capitulos 2 e 3.



18

Capitulo 1

Funcao Exponencial

Sabemos que funcao é a relacdo entre dois conjuntos, estabelecida por uma lei
de formacao, isto €, uma regra geral. Isto pode ser feito através de féormulas, por um
relacionamento grafico entre diagramas representando os dois conjuntos, e/ou uma regra
de associacdo que pode ser representada por um quadro de correspondéncias. E comum
representarmos funcdes por seus graficos onde cada par de elementos sdo encontrados
por uma lei de formagao, indicando um ponto de representacdo. Mas o atual conceito
de fungao juntamente com a definigdo de fungbes exponenciais, foi construido por varios
matematicos ao longo dos séculos. Neste capitulo, voltado ao conhecimento teérico do
professor, apresentaremos brevemente o desenvolvimento histérico do conceito de fungéo,
assim como, o de fungéo exponencial e os grandes matematicos que participaram deste
processo. Também apresentaremos alguns conceitos tedricos da teoria de funcdes.

1.1 Contexto historico

O que levou o homem a desenvolver a mateméatica no decorrer do tempo foi a
necessidade de subsisténcia e sobrevivéncia de acordo com seu processo de evolugao.
Segundo os historiadores, os primeiros registros desse desenvolvimento teve inicio ha
cerca de 6000 anos. Podemos citar por exemplo a ideia de contagem de alguns pastores
da antiguidade onde associavam uma pedra a cada ovelha do rebanho. Mais tarde, os
babilénicos criaram a primeira ideia de funcdo ao estabelecerem tabelas sexagesimais
de quadrados e raizes quadradas, de cubos e raizes cubicas, e assim por diante como
mostra a figura 1. Também os egipcios, de forma semelhante aos Babildnios, construiram
tabelas que de acordo com (SA; SOUZA; SILVA, 2003, p. 3) “apresentavam resultados de
investigacdao empirica, ou na melhor das hipéteses, generalizacées que eram resultado da
inducao incompleta de casos mais simples para casos mais complicados.”

No século I, o cientista grego Claudio Ptolomeu (90 - 168), utilizou tabelas envol-
vendo a fungdo da corda do arco x, mas sem referir a palavra funcao. Ele desenvolveu
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Figura 1 — Fotografia da Plimpton 322

Disponivel em http://www.columbia.edu/cu/lweb/ eresources/exhibitions/treasures/html/158.html. Acesso em
16 de junho de 2016

tabelas trigonométricas para serem utilizadas na astronomia. Segundo Santiago (2015),
Ptolomeu foi o primeiro a tratar da representagédo de superficies curvas em um mapa plano.
E a primeira representagao gréafica das fung¢des surgiu em meados do século XIV. Ao no-
tar que era possivel trabalhar com duas variagbes ao mesmo tempo, o Bispo Nicolau de
Oresme (1323-1382), com sua chamada “Teoria de Latitude de Formas”, contribuiu signi-
ficativamente para o desenvolvimento dessa representagdo. Assim como mostra a figura
2, ele indicou por um ponto numa reta horizontal, cada instante de tempo (ou longitude).
Tragou um segmento vertical (latitude) para cada instante de tempo, onde o comprimento
representava a velocidade num dado momento (BOYER; MERZBACH, 2012).

Figura 2 — Modelo descrito por Oresme

Latimde
(velocidade)

fl

h f Longitude
(tempo)

il “”" ““"”

Fonte: (FONSECA; SANTOS; NUNES, 2013)

Ao ligar as extremidades dessas perpendiculares, obtinha-se uma representacdo da
variacao da velocidade proporcional ao tempo, esse é "um dos mais antigos exemplos na
histéria da matematica do que hoje seria o grafico de uma funcao"(BOYER; MERZBACH,
2012, p. 9).

Segundo (BOYER, 1989), o primeiro matematico a usar o termo "fungao", foi Gottfried
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Wilhelm von Leibniz em (1646 — 1716) em 1673, no manuscrito Latino "Methodus tangentium
inversa, seu de fuctionibus". Leibniz usou o termo apenas para representar de forma geral a
dependéncia de uma curva de quantidades geométricas tal como a sua inclinagdo em um
ponto especifico. Surgiu entdo, a necessidade de um termo que representasse quantidades
dependentes de alguma variavel por meio de uma expressao analitica. Com esse objetivo,
a palavra "fungao" apareceu numa correspondéncia trocada por Leibniz e Johann Bernoulli
(1667 - 1748) entre 1694 e 1698 onde mais tarde publicou um artigo definindo funcéo de
certa variavel como uma quantidade que € composta de qualquer forma dessa variavel e
constantes.

De acordo com (ROQUE, 2012, p. 274), "o conceito de funcao sé foi introduzido
na matematica apdés o aprimoramento das técnicas diferenciais efetuado por Leibniz e
Newton". No século XVIlI o matematico e fisico suico de lingua alema, Leonhard Paul Euler
(1707-1783), antigo aluno de Johann Bernoulli, criou a notagao f(z) que atualmente é de
utilizacao universal para representar a lei de uma funcao, além disso, foi ele quem definiu
fungdes no sentido analitico. Atualmente, também ¢é utilizado a letra y para representar uma
funcao de x, ou seja, para indicar que uma grandeza y depende de uma outra grandeza x.

De acordo com Boyer e Merzbach (2012), o matematico tcheco Bernard Placidus
Johann Nepomuk Bolzano (1781 — 1848) foi o primeiro a formalizar os fundamentos dos
calculos, pois até entao, era usada muita intuicdo e pouca formalidade. Bozano apresentou
algumas definicoes sobre fungdes continuas. O matemético e fisico francés Jean-Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830), apresentou na Academia de Ciéncias da Franga, um trabalho
que contribuiu muito para o conceito de fungao, pois ele afirmava que toda funcéao poderia
ser expressa como uma série trigonométrica, porém, em 1837 o matematico alemao Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859), a quem foi atribuida a moderna definigao
de funcao, demonstrou rigorosamente que a série de Fourier de uma fungao f converge,
em cada ponto z, para a média aritmética dos limites laterais de f nesse ponto. Em seu
trabalho, Dirichlet d4 origem ao conceito de fungédo como é conhecido hoje.

“se uma variavel y esta relacionada com uma variavel x de tal modo que,
sempre que € dado um valor numérico a z, existe uma regra segundo a
qual um valor Unico de y fica determinado, entao diz-se que y é funcao da
variavel independente z”. (BOYER, 1989, p. 405)

Compreender o conceito de funcéo, é fundamental no estudo da matematica, prin-
cipalmente no Ensino Médio, quando o aluno se depara estritamente com fungdes afins,
quadraticas, modulares, exponenciais, logaritmicas e polinomiais; onde algumas delas, tem
aplicacao direta dentro da Fisica, Quimica, Biologia e Geografia. Também ndo podemos
deixar de mencionar, que dentro de outros temas da matematica, encontramos claramente o
uso das funcdes de forma direta ou indireta como na Matematica Financeira e na Geometria
por exemplo. Sabemos que ja estabelecidos o capital e a taxa de juros de uma aplicagéo, o
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montante sera obtido em funcao do tempo de investimento. Na Geometria podemos citar
por exemplo que a area de um quadrado sera determinada em fungdo do comprimento de
um lado.

Com relagao as fungdes do tipo exponencial, sua lei de formacéo apresenta uma
varidvel como expoente, onde f(z) = a”. Esse fato justifica o termo exponencial. Portanto,
para compreendermos todos os aspectos relacionados a esse modelo de funcéo, temos que
tomar por base os principios basicos ligados a potenciacdo. Como vimos no inicio dessa
sec¢ao, essa ideia de poténcias apresenta seus primeiros registros histéricos em tdbuas de
argila confeccionadas pelos antigos babilénicos ha muitos séculos atras. De acordo com
Fonseca,

"E possivel encontrar sinais de que os babildnios j4 teriam, por volta de 2000
a.C, uma ideia, ainda que primitiva, sobre fungdo. Sao de fato, conhecidas
tabuas sexagesimais de quadrados, de cubos e de raizes quadradas utiliza-
das por esse povo, na antiguidade, revelando uma ideia de correspondéncia
funcional."(FONSECA, 2011, p. 14)

Similar aos babilénicos, o0 quadro 1, ilustra correspondéncias relacionadas a potenci-
acao e radiciagcao obtidas a partir da primeira coluna.

Quadro 1 — Quadro Similar ao modelo Babilénico que envolve poténcias

r | 2? |+t | Vo

1 1 1 2 1

2 4 8 12 1,4142
3 9 27 36 1,732
4 | 16 64 80 2

5| 25 125 150 2,2360
6 | 36 216 252 2,4494

29 | 841 | 24389 | 25230 | 5,3851
30 | 900 | 27000 | 36000 | 5,4772

Fonte: Autoria prépria

Chamando os numeros da primeira coluna de x, na segunda coluna encontramos a
correspondéncia x2, na terceira 3, na quarta #% + 3, na quinta z%. Nesse caso a variavel se
apresenta na base da poténcia, mas o crescimento é exponencial. Tais origens levaram mais
tarde ao entendimento que temos hoje sobre as fungdes exponenciais como aquelas que
crescem ou decrescem muito rapidamente, assim como os resultado expostos no quadro
acima. Essas fungdes desempenham papéis fundamentais na Matematica e também tem
aplicacOes direta em outras ciéncias como Economia, Engenharia, Computacgéo, Psicologia,
Fisica, Quimica, Geografia e outras. Na matematica, sua aplicacao é feita principalmente
com o uso da nogao de modelo. E um modelo matematico é usualmente formado por
variaveis, relagdes entre essas variaveis e as respectivas taxas de variagdo. Portanto, a
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nocao de funcado € de suma importancia na concepcao e no estudo de modelos, qualquer
que seja a sua natureza.

Chuquet, Oresme e René Descartes, trabalharam com os conceitos de potenciacao.
Mas foi Descartes quem usou a notagéo z* (utilizada até hoje) para representar o cubo de
uma variavel.

Hoje, a ideia de se escrever x -z = z? ou = - ¢ - * = 2° parece-nos
Obvia, mas a utilizagado de numerais indo-arabicos como expoentes de uma
determinada base, na forma utilizada hoje, ocorreu somente por volta de
1637, sendo atribuida ao grande matematico francés René Descartes.|[...]
Por volta de 1360 o bispo francés Nicole Oresme deixou manuscritos com
notagdes utilizando poténcias com expoentes racionais e irracionais e regras
sistematizadas para operar com poténcias. Ainda na Franga, em 1484,
o médico Nicolas Chuquet utilizou poténcias com expoente zero(FILHO;
SILVA., 2003, p. 152)

Além desses estudiosos, segundo Filho e Silva. (2003) outros matematicos deixaram
suas contribuigdes para o desenvolvimento da notacao exponencial, até chegar a notagéao
de poténcia que utilizamos hoje, vinda de Descartes. Como ja vimos nesse capitulo, foi
Euler o criador da notagédo f(x), entdo podemos atribuir a ele a origem da expressdo
f(z) = a”, uma vez que também formalizou a ideia de fungéo exponencial com o estudo do
namero e, denotado hoje como ndmero de Euler, nUmero exponencial, nimero neperiano
ou numero de Napier. Esse fato € interessante, pois nas escolas ensinamos primeiro as
funcdes exponenciais e posteriormente as logaritmicas, porém, a histéria nos revela que a
ordem da descoberta dessas fungdes é inversa.

Segundo Silva (2015, p. 19), estudos apontam que a ideia de logaritmo surgiu antes
do conceito de funcdo. Teve inicio quando criaram o sistema sexagesimal exposto em
algumas tabelas de argila babilénica. Mas somente entre os séculos XVI e XVII que o nome
logaritmo comecou a fazer parte dos estudos matematicos apds o desenvolvimento dos
trabalhos de Napier.

O desenvolvimento cientifico e tecnoldgico da época fazia surgir uma pro-
blematica de cunho pratico relacionado as grandes quantidades de dados
numéricos e os calculos envolvendo nimeros grandes. Dessa maneira era
necessario uma resolutiva que facilitasse tal atividade. Foi com essa moti-
vagao que Napier comegou seus estudos sobre logaritmos, que, segundo
consta as bibliografias a respeito, duraram cerca de 20 anos. (SILVA, 2015,
p. 20)

Segundo Precioso e Pedroso (2013), a primeiro momento Napier utilizou a base 1 e
posteriormente aplica o inverso desse quociente. Preocupado em resolver problemaseda
época, ele desenvolveu trabalhos relacionados ao estudo de e que contribuiram fortemente
através de seu calculo formal, para definicdes de fungdes que fazem parte até hoje da grade
curricular de algumas disciplinas em cursos de nivel superior.
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O numero de Euler, teve a aproximacéo de seu valor originada ha séculos atras.
Sua histédria, se divide em trés periodos distintos. Na antiguidade onde os matematicos
passaram a conhecer a existéncia desse numero e algumas aplicagdes, em seguida no
século XVII com o surgimento dos logaritmos, e por fim, no século XVIIl com o nascimento
do calculo diferencial integral.

A descoberta do nimero e é atribuida a John Napier, em seu trabalho
de invengao dos logaritmos, datado de 1614. Nele, Napier introduziu, de
forma ndo explicita, o que hoje conhecemos como nimero e. Um século
depois, com o desenvolvimento do calculo infinitesimal, o nimero e teve sua
importéncia reconhecida. O simbolo e foi introduzido por Euler, em 1739.
(IEZZI et al., 2013, p. 145).

As pesquisas historicas indicam que os babilénios, séculos antes da invengéo do
calculo, ja usavam a ideia intuitiva do numero e na férmula do juro composto. Perceberam
qgue se um capital C' € composto de n vezes por ano durante ¢t anos, a uma taxa r anual de
juros, considerando que n aumente ilimitadamente, o montante M acumulado seria obtido
através da férmula M = C' - <1 + %)m Expressao que se assemelha a que deu origem ao

. : L . \"
namero e, pois ele é igual ao lim,, (1 + —) .
n

Segundo (MAOR, 2008, p. 43), para provar que o limite de (1 + 1/n)™ é o nimero
2,71828..., usamos a formula binomial desenvolvida por Isaac Newton em 1663, com ela
podemos calcular poténcias sucessivas de um bindmio. Newton demonstrou como expandir
uma expressao do tipo (a + b)" paran =0, 1, 2, 3, ....

"... 0 padrdo geral da expanséo (a + b)™ consiste em n + 1 termos, cada
um deles na forma onde ™ *b*, onde k = 0, 1, 2, ..., n. Dai que se formos
da esquerda para a direita 0 expoente de a diminui de n para 0 (podemos
escrever o Ultimo termo como a’b"), enquanto o expoente de b aumenta do
0 para n."(MAOR, 2008, p. 44).

Os coeficientes dos varios termos formam um esquema conhecido como tridngulo
de Pascal, ja conhecido na época. Mas nao é pratico usar esse esquema para determinar
os coeficientes binomiais, pois o processo envolve cada vez mais tempo a medida que
o valor de n aumenta. Mas a férmula da combinagao simples desenvolvida no estudo da
analise combinatéria, permite encontrar esses coeficientes sem depender do triangulo de
Pascal. Considerando o coeficiente do termo a™*b* de Ch, k, temos

n!
Cp = ———
T R (n — k)

Segundo (MAOR, 2008, p. 49), "... uma das grandes realizagdes de Isaac Newton
foi estender essa férmula para o caso onde n é um inteiro negativo ou mesmo uma fracao.
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Nesses casos a expansao envolvera um um numero infinito de termos". Expresséo abaixo é
uma forma alternativa de escrever essa formula.

nn—1)n-2)...(n—k+1)
Gy = D= D).

Desenvolvendo a expresséo (1 + 1/n)™ com a férmula binomial, teremos a = 1 e

()

b = 1/n, de modo que

() = ()22 () e )

Manipulando essa expressdo chegamos a

(1+%)n:1+1+<1_%)+(1_%>'(1_%)+...+i

21 3! nm

1 2
Como n tende ao infinito, os limites de —, —, ... s&o todos igual a zero. Portanto, a
n n
expressao dentro de cada par de parénteses vai tender a 1. Desse modo obteremos

i 1 1 n—l 1 ! ! 1
1My, o0 +E =1+ +§+§+E+m

Por essa expressao podemos escrever o numero de Euler como

_ o 1 1 1
e=2+ 5 + g + Z + ...
Esta expresséo permite aproximar o numero de Euler (um namero irracional) a partir

de infinitas parcelas formadas por nimeros racionais.
Dai chegamos a,
e = 2,718253968...

Hoje, através dos recurso computacionais, é possivel encontrar milhares de casas
decimais para o numero e, algo que seria inviavel para a época de Euler, uma vez que os
calculos eram efetuados manualmente de forma direta ou com auxilio de tabuas numéricas.

1.2 Fundamentacao teorica

Nesta secao apresentaremos 0s conceitos tedricos necessarios para a compreensao
do conceito de fungao exponencial. Iniciamos com uma apresentacao formal do conceito de
funcao, operagdes de fungdes, composicao e inversibilidade. Concluimos o capitulo com a
teoria das fungdes exponenciais.



Capitulo 1. Fungdo Exponencial 25

1.2.1 Definigao de Fungao

Definicao 1.1. Sendo X e Y dois conjuntos quaisquer, uma fungcdo é uma relagao f :
X — Y que, a cada elemento x € X, associa um, e apenas um, elementoy € Y. E
também,

(I) Os conjuntos X e Y sdao chamados dominio e contradominio de f, respectiva-
mente, onde 0s elementos do dominio estdo associados aos do contradominio;

() O conjunto f(X) ={y € Y;3z € X, f(x) = y} contido em Y, é chamado ima-
gemde f;

(I) Dado = € X, o (Unico) elemento y = f(x) € Y correspondente é chamado

imagem de .

Observacdo 1.1. Para que uma relacdo' f : R — R seja uma fungdo, esta deve
satisfazer a duas condi¢ées fundamentais: a da existéncia, pois ela deve estar definida em
todo elemento do dominio; e da unicidade, onde cada elemento do dominio, corresponde
apenas a um unico elemento do contradominio.

Exemplos particularmente simples de fungdes sao:
Exemplo 1.
- fungao identidade: f : X — X, definida por f(x) = x para todo x € X

- fungao constante: f : X — Y, onde se toma um elemento c € Y e se pée f(z) = c para
todor € X.

Igualdade de funcoes
2
Aparentemente as fungdes f e g obtidas pelas leis f(x) =z e g(z) = % sdo iguais,

porém, ao analisarmos com cuidado percebemos que sao diferentes, pois ndo possuem o
mesmo dominio. Enquanto Dy = R temos em D, = R\{0}.

Definicao 1.2. Duas fungées f e g, reais de variavel real, sdo iguais se:
(i) Dy = D,
(ii) f(x) = g(x), Vo € Dy

' Dados os conjuntos X e Y, umarelacdo R de X em Y, denotada R: X — Y (lé-se: Rde X emY), é
qualquer subconjunto do produto cartesiano X x Y.
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1.2.2 Operagoes com fungoes

Consideraremos f e g duas fun¢des com dominios Dy e D,, respectivamente. Se
D; N D, # 0, entéo é possivel definir as fungdes soma, diferenga, produto e quociente.

Funcao Soma

Definicéo 1.3. Para todo « € Ds,, = Dy N D, definimos a funggo soma como f + g :
D¢y CR— R, talque: (f + g)(z) = f(x) + g(x).

Exemplo 2. Considere as fungbes f : R — R e g : R — R definidas por f(z) = 2*> + 1 e
g(x) =2 +2, f(x) +g(x) =2 +z +3.

Fazemos:

(f+g)(z)=2>+1+24+2=2+2+3

Percebaque Dy, =RNR =R

Dizemos entdo que

f+g9g:R—R

r—y=2+1+3

Exemplo 3. Considere as fungdes f : RT — R e g : R — R™ definidas por f(x) = In(z) e
g(x) =e”.

Temos, f(1) 4+ g(1) = In(1) + e. Porém, calcular f(—1) + g(—1) nao faz sentido
uma vez nao existe o logaritmo neperiano de (—1). Assim, a soma dessas fungées so terd

sentido se considerarmos apenas o dominio comum entre elas. Portanto, (f + g)(z) =
f(x)+g(x) =In(z) +e*, sex >0, ou seja, Dyy = RTNR =R

Funcao Diferenca

Definicéo 1.4. Para todo x € Dy_, = Dy N D, definimos a fung¢éo diferenca como f — g :
Dj—y C R tal que: (f — g)(x) = () — g(x).
Exemplo 4. Considerando f e g como no exemplo 2, (f—g)(z) = 23+1—(2+2) = 2 —x—1
Note que Dy_, =RNR =R
Dizemos entdo que
f—g:R—R

r—y=2—z-1

Exemplo 5. Considere as fungées f : R™ — R eg: R — R de modo que x < 2, definidas

por f(z) =In(z) e g(z) = /2 — x.
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Temos, f(1) — g(1) = In(1) — /1 = 0 — 1 = —1. Porém, néo faz sentido efetuar a
soma desses fungbes sex < 0,ousex > 2. Logo (f—g)(x) = f(x)—g(x) = In(x)—v/2 — z,
sex €10, 2].

Funcao Produto

Definicdo 1.5. Para todo v € Dy, = Dy N D, definimos a funggo produto como f-g :
Dyy C Rtal que: (f-g)(z) = f(z) g(z).
Exemplo 6. Considere as fungées f : R — R e g : R — R definidas por f(x) =23+ 1 e
g(x) =2 +2

(f-9)x) = (@°+ 1) (z+2) =a" +22° + 2 +2

Note que Dy, = RNR =R

Dizemos entdo que

frg:R— R

r—y=at+223+x+2

Exemplo 7. Considere as fungbes f : RT — R eg: R™ — R de modo que x < 2, definidas
por f(z) = In(2?® — 4) e g(x) = \/x. Temos que f(4) - g(4) = In(4> — 4) - V4 = 2In(12).

Mas se atribuirmos para x valores menores ou iguais a 2, ndo existira o produto. Portanto,
f(x)-g(x) = /zin(z* — 4), sex > 2.

Funcao Quociente
Definicdo 1.6. Paratodox € Dy, = Dy N Dy N (Dy — {x € R; g(x) = 0}) definimos a

fungdo quociente como (f/g) : Dy;y C R tal que: (f/g)(x) = f(x)/g(x).

Na fung¢do quociente, além do numerador f e denominador g possuirem o mesmo
dominio, o divisor g(x) devera ser diferente de zero.

Exemplo 8. Considere as fungées f : R — R e g : R — R, definidas por f(z) =23+ 1 e
g(x) =z + 2, entdo

3
(-2
9 T+ 2
Note que D; = RN (R — {-2}) = R-{-2}

Dizemos entao que
i R-{-2} — R
9
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Exemplo 9. Considere as fungbes f : R — {-1} — R e g : R — R, definidas por

1 f(0) e 2e ,
= eotl @ = . Temos que ——= = = — = 2e. Mas se considerarmos
f(z) = e741 e g(z) = cos(x) W0 o~ T~
r=—loux = g por exemplo, ndo havera quociente. Assim,

<i) (z) = f(x) _ 6# ser c R- ({—1}U {g + 2km, k € Z})

9 g(x)  cos(x)

Funcao composta

A composicao das funcgdes € o caso em que duas funcdes dadas f e g determinam
uma terceira fungéo h, ou seja, fazemos o seu uso em situagdes que possibilitam relacionar
mais de duas grandezas através de uma mesma funcéo. Por exemplo, a altura que a lava
e 0 vapor atingem em um vulcao em erupcao é obtida em funcao da pressao dos gases
no interior do Vulcao e da Terra. Contudo, essa pressao depende da temperatura atingida
pela atividade vulcanica. Podemos relacionar diretamente a altura da lava e do vapor com a
temperatura interna do vulcao. Isso remete a ideia geral de funcdo composta. Veja a seguir,
sua defini¢ao:

Definicao 1.7. Sejam f : X — Y eg : U — V duas fungées, comY C U. A
fungcdo composta de g com f é a fungdo denotada por g o f, com dominio em X e
contradominio em V', que a cada elemento x € X faz corresponder um unico elemento

y= (g0 f)(x) =g(f(x)) €V.Istoé:
gof: X—YcCU—V
z — flz) — g(f(z))

Observagao 1.2. A definigdo faz sentido pois dado © € X temos que f(x) € f(X) e
como f(x) C U, temos f(x) € U. Neste caso, podemos aplicar g e encontrar g(f(z)) € V.
Observamos ainda que a operacdo de composicdo de fungbes é associativa, se f : X —
Y,g:U—Veh:R— Scomf(X)CUeg(U)C R, entdo temos

((hog)o f)(x)=(ho(gof))(x)=h(g(f(x)) Vze A

Para f : X — X definimos f*: X — X por f" = fo---0 f (n vezes).

1.2.3 Funcao inversa

Para determinar se uma fungao possui inversa é preciso verificar se ela é bijetora,
pois os pares ordenados da funcdo f devem pertencer a fungéo inversa f~! de modo
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que cada elemento do dominio deve esta associado a um elemento diferente no conjunto
da imagem. Portanto, para uma melhor compreenséo da inversibilidade de uma func¢ao,
falaremos dos casos de fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas.

Segundo Lima (2013), uma fungéo entre dois conjuntos ordenados é monétona
quando ela preserva (ou inverte) a relagao de ordem. Quando a fungéo preserva a relagao,
ela é chamada de funcéo crescente. Quando ela inverte a relacéo, ela é chamada de funcao
decrescente. E uma funcao diz-se injetiva se, e somente se, quaisquer que sejam z; € s
(pertencentes ao dominio da fungao), x; é diferente de x5 implica que f(z;) é diferente de

f(x2).

Definicao 1.8. Seja a funcdo f : X — Y dizemos que, f é injetiva se x1, x5 € X,
x1 # 9 = f(x1) # f(x2), ou seja, isso ocorre se, e somente se, para todo y € f(X),
existe um unico x € X tal que f(x) = y. De forma equivalente (usando a contrapositiva):
f: X — Y éinjetiva se para todo x1, x5 € X com f(x1) # f(z2) = x1 # 2.

Em outras palavras, podemos dizer também que, essa fungao serd injetiva quando
elementos diferentes de X forem transformados por f em elementos diferentes de Y. As
fungdes afins, exponenciais e logaritmicas por exemplo, apresentam tais caracteristicas de
injetividade.

Exemplo 10. Mostre que a fungdo f : R — R definida pory = f(x) = 2x + 1 € injetiva.
Sejam x1, x5 € R tais que f(x1) = f(x2). Temos que

f(fL'l) = f(iL’Q) =2r1+1=2x+1= 211 =219 = T = 29.

Observacao 1.3. Na maioria das vezes tratamos as fun¢ées quadraticas como néo injetivas

por ser comum encontrarmos dois valores distintos pertencentes ao conjunto X, como
correspondentes de um mesmo valor do conjunto Y, mas devemos ter o cuidado de observar
a que conjunto extraimos os elementos da fungéo, ou seja, quais elementos pertencem
a seu dominio, por exemplo, a fungdo f : [0,+o00) — R definida pory = f(x) = x*
€ injetiva. Isso é evidentemente pois, os elementos do conjunto X foram definidos como
qualquer valor no conjunto dos numeros reais ndo negativos. Assim, apesar do quadrado
dos numeros simétricos corresponder ao mesmo numero, ndo estamos considerando aqui
0S numeros negativos como elementos conjunto X, logo, cada elemento do conjunto Y
sera correspondente de um unico elemento do conjunto X. Veja a seguir dois modos de
demonstrarmos a injetividade dessa funcao:

1° Modo

Sejam 1, x5 € R tais que f(z1) = f(x2), temos que

f($1) = f(.fL'Q) = .I'12 = $22 = x12 — 1’22 =0= (l’l — xg)(xl + xg) =0.
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Assim, x1 —x9 = 00oux; + 22 =0, isto é, xt1 = 19 OU T, = —2x9, cOMO x1 > 0 €
xo > 0, concluimos que obrigatoriamente x; = 0 e x5 = 0. Em particular, x1 = x,.

2° Modo

Sejam z1, z5 € [0,400), com x; # x9. Entdo z; < x5 OU 5 < x1. Como f
é crescente [0, +00), segue-se que f(z1) < f(z2) ou f(z2) < f(x1). Nos dois casos,

far) # f(2).

Definicao 1.9. Segja a funcdo f : X — Y temos que, [ é sobrejetiva se para todoy € Y,
pode-se encontrar (pelo menos) um elemento x € X tal que f(x) = y, ou seja, se e somente
se, f(X)=Y;

Numa linguagem mais simples, dizemos que f : X — Y é sobrejetiva se sua
imagem é igual ao seu contradominio, isto &, se para todo y € Y, pode-se encontrar (pelo
menos) um elemento = € X tal que f(z) = y.

Exemplo 11. Mostre que a fungdo f : R — R definida pory = f(x) = 2x+1 é sobrejetiva.

Sejay € R. Observe que
y—1

f(x):y<:>2x+1:y<:>2x:y—1<:>x:T.

Assim, x = yT_l € R é tal que f(x) = y. Isto mostra que f é sobrejetiva. Inici-
almente y era qualquer valor real expresso em fungéo de x, provamos que mantendo as
equivaléncias e escrevendo x em funcgdo de y, percebemos que x também é elemento do
conjunto dos numeros reais.

Definicao 1.10. Seja a funcdo f : X — Y entendemos que, [ é bijetiva se simultanea-
mente for sobrejetiva e injetiva.

Definicao 1.11. Sejam f : X — Y é invertivel se exite uma funcdo g : X — Y tal que
fog=1I1yeqgof = Ix. Onde I, denota a fungdo identidade do conjunto A, ou seja,
Iy:x e A— x € A.

Nesse caso, a fungéo g é dita fungéo inversa de f e denotada g = f .

Observacao 1.4. Ao tratarmos o estudo de fungdes inversas no Ensino Médio, devemos
deixar bem claro para nossos alunos que f~'(x) e (f(x))~' denotam objetos diferentes.

1
f~Y(z) é a fungao inversa de f calculada em x, enquanto (f(z))~' € igual a )
x
Considere as fungbes p : R — [0,00l e ¢: [0,00[ — R,z — 2zt ez — x
respectivamente. Aparentemente as fungdes p e ¢ sdo inversas uma da outra, porém,
fazendo a verificagdo de acordo com a definigcdo, concluimos que essa ideia esta incorreta.
Veja através das composi¢coées p o q e q o p:
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pogq: [0,400l — R — [0,+00[, ou seja, z — /z — (Vx)* = .
gop:R — [0, 400l — R, ou seja, v — 2! — Vat = 2.

Assim,poq=1Ir, [ © qop # Ig.

Também ndo podemos garantir que as funcdes p e g sao invertiveis. Para descobrir,
devemos verificar se elas sao bijetivas, ou seja, se atendem as condi¢des de injetividade e
sobrejetividade. Nesse exemplo, temos que p é sobrejetiva e nado injetiva, pois a relagao
inversa dessa fungéo associa cada y € [0, +oo[ aos nimeros —,/y e /iy satisfazendo a
condicao (l) (a fungao p cobre todo o seu contradominio, que é o dominio de sua relagcao
inversa), mas nao a condigao (ll) (pois ndo ocorre o fato de cada y € Y estar associado a
um unico x € R). Por outro lado, temos que ¢ é injetiva e ndo sobrejetiva, um vez que, a
relacdo inversa de ¢ associa cada y > 0 a y*, satisfazendo a condicéo (ll), mas néo a (l).
Concluimos entao que essas fungdes ndo sdo invertiveis.

1.2.4 Funcao Exponencial

As funcdes exponenciais, assim como as afins e as quadraticas, sdo as mais comuns
em problemas do cotidiano, ou seja, fazem parte da descricao de diversos fenébmenos. A
utilizamos para descrever a variagdao de duas grandezas em que o crescimento da variavel
independente é muito rapido. Para podermos reconhecer a fungao adequada a determinados
fenbmenos, precisamos obter o conhecimento prévio da caracterizagéo e propriedades
especificas das funcdes. Nesta subsecao, falaremos da caracterizacdo e propriedades
das fungdes exponenciais segundo o livro de (LIMA, 2013), e fecharemos fazendo uma
comparacao com as fungdes afins.

Definicao 1.12. Dado um numero real a (sendo 0 < a # 1), denomina-se funcdo exponen-
cial de base a, uma fungdo f : R — R™ definida por f(x) = a® ouy = a®.

As condicbes dadas em que a deve ser maior que zero e diferente de 1 fazem
sentido, pois:

e se a < 0, teriamos f(x) igual a um nimero real negativo elevado a x. Nesse
caso, quando = assume valores pares, f(z) apresenta resultados positivos, porém, se
assumir valores impares, f(x) serd menor que zero. Note ainda que se = assumir valores
racionais de denominador par, ndo obteremos uma correspondéncia f(x), desse modo nao
poderemos definir uma fungéo.

e se a = 0, quando z for menor que zero, ndo sera definida uma fungéo em R, pois
n&o é real uma expressdo como 0~2 por exemplo. Nesse caso, teriamos correspondéncias
f(z) apenas para x > 0, gerando uma fungéo constante em zero.

esea =1, entdo em f(z) = a” teriamos f(z) = 1*. Assim a Unica correspondéncia
para f(x) seria 1, gerando uma fungédo constante em 1.
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1.2.4.1 Caracterizagao

Segundo Lima (20183), as funcbes exponenciais se caracterizam como monotona
e injetiva, ou seja, crescente ou decrescente. Sendo assim, seja f : R — R*, ha
equivaléncia entre as seguintes afirmacdes:

() f(nz) = f(z)" qualquer que sejan € Z e todo z € R;
() f(z) = a™ qualquer que seja x € R, onde a = f(1);
(M f(z+y) = f(z)- f(y) paratodo z, y € R.

Teorema 1.1. Sgjag : R — R, uma fungdo mondtona injetiva, Vx, y € R quaisquer, o

_ h _ 1
g(z g()x) g(l’>, depende apenas de h e ndo de x. Entdo se b = &

tem-se g(x) = ba” para todo x € R.

acréscimo relativo

Teorema 1.2. Para cadab e cadat reais, suponhamos dado um numero f(b,t) > 0 com as
seguintes propriedades:

I) f(b,t) depende linearmente de t e é mondtona injetiva em relagdo at;

) f(b,s+t) = f(f(b,s),t) (comegar com o valor b e deixar passar o tempo s +t é
0 mesmo que comegar com o valor f(b, s) e deixar passar o tempo t).

Ento, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,t) =b- a

Para a demonstracao dos teoremas 1.1 e 1.2 veja-se (LIMA, 2013) paginas 184 a
187.

1.2.4.2 Propriedades gerais

Na definicdo de fungdes exponenciais encontramos as seguintes propriedades
fundamentais.

Para quaisquer z, y € R:
(I) a* - a¥ = aaH'y;
ma =a;

(M)zx <y=a*<aYquandoa > 1e
r<y=a®>a’quando 0 < a < 1.

(IV) A fungéo é ilimitada superiormente e limitada inferiormente
(V) A funcgéo exponencial é continua.

(V1) E injetiva

(VIl) E sobrejetiva

(VINl) E bijetiva
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Segundo Elon Lages,

E interessante observar que se uma funcéo f : R — R tem a propriedade
() acima, isto é,f(x +y) = f(x) - f(y), entdo f ndo pode assumir o valor 0,
a menos que seja identicamente nula. Com efeito, se existir algum zg € R
tal que f(x¢) = 0 entdo, para todo = € R teremos,

f(z) = f(xo + (x — x0)) = f(z0) - f(x —20) =0 f(x —20) =0,
(LIMA, 2013, p. 179)

Assim f sera identicamente nula.
Podemos ir mais além,

Considerando uma funcao f : R — R que tenha a propriedade (l), e ndo seja
identicamente nula, entdo, f(x) > 0 para todo = € R.

Justificativa:

=1 (5+5)=1(5)1(G) =] >0

Desse modo, pelas propriedades (I) e (ll), segue que o contradominio de f pertence
ao conjunto dos nimeros reais positivos, R*.

Seja f : R — RT, uma funcdo que possui as propriedades (l) e (ll), tal que
f(1) = a, entdo: Vn € N, tem-se

fn)=fQA+1+4---1)=f1) f(1)....f(1)=ga... g=a"

N~
n vezes n vezes

n vezes

Em geral, usando argumentos mais refinados da analise, Elon (LIMA, 2013, p. 179)
provou que: f(z) = a®, VxR

A propriedade (lll) nos diz:
e sendoa €R,a>1, z1, 2 € R, temos: a** > a*2 se, e somente se, x1 > xs.

Veja
1

aml>a"”2<:>72>1<:>a””1_9”2>a0<:>a:1—:v2>0<:>351>a:2
a

Assim, a fungdo f(x) = a” é crescente.
e sendoacR,0<a<1,z, 2z €R,temos: a® > a*2 se, e somente se, x; < T».

Veja
1

af“>a’32<:>72>1<:>a“1_“32>a0<:>x1—x2<0<:>x1<x2
a

Assim, a fungdo f(x) = a® é decrescente.

A seguir, vamos conhecer outras propriedades caracteristica da fungdo exponencial.
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A propriedade (IV) se justifica pelo seguinte argumento:

Se a > 1 entdo a” cresce sem limites quando x > 0 é muito grande (lim,_,,, a® = oo
elim,, a®”=0).Ese( <a < 1entdo a” torna-se arbitrariamente grande quando x < 0
tem valor absoluto grande. (lim,_,,, a* = 0 e lim,_,_, a® = o).

Portanto, a funcao exponencial é ilimitada superiormente e limitada inferiormente.

Entendemos da propriedade (V) que:

Dado z( € R, é possivel tornar a diferenga |a® — a™| to pequena quanto se deseje,
desde que z seja tomado suficientemente préoximo a xy. O limite de a* quando x tende a zq

éigual a a™. (lim,,,, a® = a™).

Propriedade (VI) E injetiva, pois na funcdo exponencial se z; # =5 = a** # a", e
se a™ = a™ = x; = x, pois para todo y € f(X), existe um Unico z € X tal que f(x) = y.

Propriedade (VII) Segundo Lima (2013, p. 182), é sobrejetiva, uma vez que, para
todo numero b > 0, existe algum = € R tal que a” = b. Para prova-la, escolhemos, para

1 1
cada n € N, uma poténcia a', com r,, € Q, no intervalo (b ——, b+ —), de modo que
n n
1
|b—a'| < —.
n

Portanto o lim,,_,,, a™ = b. Para fixar as ideias, supomos a > 1. Escolhemos as
poténcias a' sucessivamente, tais que

alt<a?<a¥d <o <am<--<b

Certamente, podemos fixar s € R tal que b < a®. Entdo a monotonicidade da funcao
a® nos asseguraque r; < 7T <13 < - <71y < --- < S.

Assim, r,, € uma sequéncia mono6tona, limitada superiormente por s. A completude
de R garante entao que os elementos da sequéncia r,, sado valores aproximados por falta
de um numero real x, ou seja, exite um z € R tal que lim,, ,, 7, = x. a funcdo exponencial
sendo continua, garante que a® = lim,,_,,, a’™ = b.

Propriedade (VIII) E bijetiva. A justificativa € ébvia. Como a fungao exponencial
apresenta as caracteristicas de injetividade e sobrejetividade, ela se define bijetiva. Dessa
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maneira, podemos afirmar que a funcao exponencial admite a funcao inversa, que conhece-
mos como funcao logaritmica.

1.2.4.3 Comparacgao entre a fungao afim e a fungao exponencial

Quando estudamos juros simples e compostos na Matematica Financeira, percebe-
mos que ha uma diferenga de crescimento do montante produzido por uma mesmo capital
a uma mesma taxa e a um mesmo periodo de tempo, se compararmos os dois regimes.
Sabemos que o crescimento no primeiro caso, se da linearmente, ou seja, podemos repre-
sentar graficamente por uma funcao afim. Enquanto no juro composto, o crescimento do
montante dar-se exponencialmente, nos levando a uma outra representagao. Para entender-
mos melhor como uma funcao exponencial se diferencia da funcao afim, estudaremos suas

caracterizagoes.

Definigcdo da fungéo afim:

Definicao 1.13. Dada uma fungcdo f : R — R, temos que f é afim se, e somente se,
existe a € R tal que f(x + h) — f(z) = a- h para qualquer variagao h da variavel x.

A definicdo nos diz que as fungdes afins se caracterizam como aquelas para as
quais a variacao da variavel dependente depende somente da variavel independente. Esta
caracteristica € exclusiva para esse tipo de fungao.

Alguns alunos de Ensino Médio podem fazer confusdo com relagdo aos esbogos
graficos de funcgdes afins e exponenciais, possivelmente trocando as operag¢des destinada
alei y = a” pelas operagdes da lei y = ax. Fato como esse descreve que o0 aluno nao
consolidou os conceitos relacionados as fungdées exponenciais ou que no minimo nao sabe
efetuar os calculos de potenciacao. Portanto, € importante frisar essa base para que ele
ndo cometa esse tipo de erro. Assim, ao identificar que certo fendmeno em uma situagao-
problema se trata de uma relacao exponencial, ap6s coletar as informacdes e diagnosticar
uma lei que leve a solugéo, nao se perdera nos calculos, tornando-se ainda mais capaz de
descrever tal fenbmeno em uma representagao grafica.

Outra maneira que pode ajudar os estudantes a diferenciar as fungdes afins das
exponencias, seria através da comparac¢ao dos esbogos graficos como mostra a figura 3.
Explorando-se o carater visual, possivelmente a diferenciacao torne-se ainda mais clara
para os alunos.
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Figura 3 — Esboco gréafico das fungdes afins e exponenciais.
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Fonte: Autoria prépria
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Capitulo 2

O GeoGebra e as Funcoes Exponenciais

Neste capitulo fazemos uma descricdo do software GeoGebra juntamente com as
ferramentas e comandos que serao utilizados nessa dissertagdo. Apds o reconhecimento
do programa, apresentamos algumas aplicagdes ligadas as janelas "planilha"e "geométrica".
O programa é uma ferramenta muito eficaz para a construcdo de quadros, calculadoras
eletrénicas e graficos. Um dos objetivos é dar ao educando autonomia e agilidade no
desenvolvimento de atividades escolares quando nao tiver por perto a quem consultar. A
partir do que propomos no trabalho com as fun¢des exponenciais, desejamos que o aluno
se torne apto a elaborar suas préprias estratégias de estudo em até mesmo outros assuntos
da matemaética.

2.1 Sobre o Programa

Segundo, Brandt e Montorfano (2008) o GeoGebra (aglutinacdo das palavras Ge-
ometria e Algebra), foi criado por Markus Hohenwarter da Flérida Atlantic University nos
Estados Unidos em 2001. O software é gratuito e oferece um tratamento dinamico para o
ensino de diversos temas da matemética. Foi desenvolvido para o ensino e aprendizagem
em niveis que vao do basico ao universitario.

O GeoGebra reune recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade,
estatistica e célculos simbdlicos em um Unico ambiente, permitindo realizar construgoes
geométricas com a utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos etc., nele é
possivel inserir fungdes e alterar todos esses objetos dinamicamente mesmo apds a finali-
zacao da construcao. Equacdes e coordenadas também podem ser diretamente inseridas
na sua forma explicita.

O GeoGebra é capaz de lidar com variaveis para numeros, pontos, vetores, de-
rivacoes e integracdes de fungdes, além de oferecer comandos para encontrar raizes e
pontos extremos de uma fungdo. Com isto, o programa reune as ferramentas tradicionais
de geometria com outras mais adequadas a algebra e ao calculo. Isto tem a vantagem
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didatica de representar, a0 mesmo tempo e em um Unico ambiente visual, as caracteristicas
geométricas e algébricas de um mesmo objeto, o estudante pode ver, tocar e experimentar
a matematica, portanto, é uma ferramenta que pode auxiliar de forma eficiente o ensino de
diversos conteudos matematicos. Um dos objetivos do programa é conceder maior motiva-
cao aos estudantes possibilitando a conquista de melhores resultados na aprendizagem. A
figura 4 ilustra algumas das atribui¢ées do programa.

Figura 4 — Aplicagbes do Software GeoGebra
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Fonte: Autoria prépria

A partir da versao 5.0 também foi possivel trabalhar com geometria em trés di-
mensdes. Além dos aspectos didaticos, o software é uma excelente ferramenta para se
criar ilustragcdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word, Open Office, LaTeX
entre outros. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma
e, portanto, ele pode ser instalado em computadores com Windows, Linux e Mac OS ou
utilizado diretamente na internet pelo link https://www.geogebra.org/m/h7Vg2G4g. Também
encontramos disponivel para download o aplicativo do programa para Smartphones e
tablets.

2.2 0O GeoGebra como software

Agora conheceremos melhor o programa em sua versao para computadores e 0s
principais menus e comandos que serdo utilizados nesta proposta de trabalho.
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Ao acessar o programa, sera aberta uma janela como a apresentada na figura 5. A
tela inicial se divide em duas janelas: a esquerda a parte algébrica, que pode ser fechada
se necessario, e a direita a parte geométrica. Para reativar a parte algébrica basta ir ao item
exibir do menu e clicar em “janela de algebra”. Neste mesmo item podemos ativar/desativar
0 campo de entrada, janela de visualizacao 2, janela de visualizagao 3D e a planilha. Assim
que abrimos o0 GeoGebra, observamos também no lado direito da janela as disposi¢coes
que o software disponibiliza como Algebra, Geometria, Planilha de Calculos e outras.

Figura 5 — Interface do Programa
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Fonte: Autoria prépria

Podemos observar também que na tela inicial aparece uma barra de ferramentas de
acesso rapido como mostra a figura 6.

Figura 6 — Barra de Ferramentas
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Fonte: Autoria prépria

Cada icone desta barra tem varias opgoes relacionadas com as fungdes descritas
em seu simbolo. Estas op¢des sdo acessadas clicando na seta do canto inferior direito de
cada icone.

Exploraremos algumas delas na sequéncia, para conhecermos seus nomes e utili-
dades. A exploracao das ferramentas € fundamental para execugao dos exercicios. Para
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ativar cada fungéo na parte geométrica é necessario primeiro clicar no icone e depois na
janela geométrica, conforme as instru¢des do menu de conversagao que esta localizado ao
lado da barra de ferramentas.

Devemos ficar alerta para dois aspectos especiais do programa: o sistema decimal
recebe ponto em vez da virgula, e a cépia de qualquer figura da tela (para colar no Paint,
por exemplo) deve ser feita selecionando a regido desejada com o botéo direito do mouse e

”

clicar em “editar”, “copiar para a area de transferéncia (Ctrl+Shift+C)”.

Para inserir a malha no plano de fundo da janela cartesiana, clicamos em qualquer
uma das ferramentas dispostas na figura 6, em seguida, com a seta do cursor sobre o plano
cartesiano, clicamos com o botao direito do mouse e selecionamos “malha”.

2.3 Esboco grafico de uma funcao

O gréfico de uma funcédo f € um subconjunto do plano cartesiano formado pelos
pares ordenados (z,y) onde y = f(x). Para fazer seu esbogo, digitamos na caixa de
“entrada” localizada na parte inferior da janela do programa, as leis correspondentes as
funcdes que desejamos visualizar no plano cartesiano. Por exemplo, as fungdes f e g
cujas leis sdo dadas por f(z) = 2z + 3 e g(x) = 2* + 3 podem ser digitadas diretamente
ou trocando as notagdes f(z) e g(z) por y. Porém, para indicar que um componente
da expresséo inserida opera como expoente, devemos digitar o simbolo (") antes desse
elemento. Assim, a lei y = 2x + 3 equivalera a y = 2” + 3. J& para indicar uma multiplicacao
utilizamos o simbolo (x), mas, ndo serd necessario quando o coeficiente vier seguido da
variavel z, pois o software reconhece automaticamente que ha uma multiplicagéo entre os
fatores. O simbolo (/) repzresenta a divisgo entre o elemento que anteceder e suceder a

x , . -
barra. Por exemplo, y = 3 equivale a y = x"2/3. Para mudar uma equagao podemos dar
um clique duplo sobre ela e alterar conforme desejado.

E possivel visualizar os graficos de duas ou mais fungées no mesmo campo geo-
métrico, mas se quisermos ver apenar uma delas sem ter que deletar a outra, basta clicar
sobre o marcador que aparece antes férmula referente a funcdo na “Janela de Algebra”.
Assim, desabilitamos ou reabilitamos a exibicao dos graficos.

Outra acao interessante é a demarcacao de pontos pertencentes ao grafico da
funcao inserida. Para isso, selecionamos o menu “ponto”, e clicamos nos locais desejados
na janela geométrica (sobre o gréafico ou plano). Com a ferramenta “mover” selecionada, é
possivel arrastar os pontos inseridos para qualquer outro local do plano, porém, se este
foi inserido sobre o grafico, ele s6 serd movido sobre a reta ou curva gerada pela funcgao.
Outra maneira de inserir um ponto é digitando suas coordenadas na caixa de entrada, ao
teclar “enter” seré possivel ver se 0 ponto pertence ou ndo a fungdo em questéo.
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Na construcdo manual de gréaficos de funcdes exponenciais usando lapis, régua e
papel, os educandos poderiam ter a falsa impresséo que a partir de certo ponto, a curva
"coincide" com o eixo das abscissas até o infinito. Para esclarecer visualmente o que de

x

1
fato acontece, digitamos por exemplo a fungdo dada por f(z) = (5) na caixa de entrada

(y = (1/2)"x) e teclamos "Enter", aumentando o zoom gradativamente na curva proxima
ao eixo x, sera possivel ver que a mesma nao esta sobre ele, apenas a cada instante mais
proxima. Note que quanto mais x caminha ao infinito, mais proximo de zero fica a funcao,
porém nunca interceptard a ordenada. Portanto, toda funcédo exponencial do tipo y = a*
Nao possuira raiz, ou seja, nao existirda um valor para x que torne y = 0, logo, essa funcao é
limitada inferiormente por uma reta imaginaria chamada assintota . Para este tipo de fungéo,
essa reta € a representacdo da fungao constante y = 0. Com uma constru¢gdo como essa
espera-se que o aluno compreenda que a imagem e o contradominio de funcdes desse
modelo, é representado pelo conjunto dos nimeros reais acima de zero, e entenda também
que o dominio esta definido para todo z real.

2.4 Planilha

Além das simples constru¢cbes de quadros e tabelas, também podemos inserir
funcdes baseadas em uma ou mais variaveis em planilhas eletrénicas. Basta definir as
células que receberdo os valores varidveis, e fixar a fungdo em outra na qual sera aplicada
as operacdes com essas variaveis. Veja na figura 7 um exemplo de constru¢cdo de uma
"Calculadora de Poténcias" no GeoGebra.

Figura 7 — Calculadora de Poténcias

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
o 3| s
v v
* Janela de Algebra #| | = Planilha P
=l S~ EEEEERE=N
: Texto g v
- A1="Base"
B1 ="Expoente" A B c D
C1="Poténcia" 1 Base Expoente | Poténcia
2 1} 1] 1
3 2 1 2
4 . 2 4
5 2 3 8
3] 2 4 16
7 2 5 32
g 2 3] 64
T
Entrada;

Fonte: Autoria prépria
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Os passos para a elaboracdo dessa calculadora se iniciam com a ativacado da
janela Planilha ao clicamos no menu "Exibir", "Planilha". Posteriormente, podemos fechar a
"Janela de Visualizagao" para obtermos uma visdo mais agradavel da janela em que vamos
trabalhar. Nas células da primeira linha, digitamos o0 nome correspondente a cada elemento
da potenciacao (base, expoente e poténcia), para mais tarde serem inseridos seus valores
em cada coluna.

Para atribuirmos a operacao de potenciacao na planilha, inserimos a férmula dessa
funcdo nas células da coluna "Poténcia". Na figura 7 por exemplo, em C2 digitamos:
= A2 B2. Note que a letra C' e 0 numero 2 indicam respectivamente, o enderego da coluna
e linha para a qual desejamos configurar a férmula. Para as demais células dessa coluna,
basta repetir 0 mesmo comando alterando apenas o numero da linha. H4 também uma
forma mais rapida de repetir o comando nos demais enderegos. Copiamos a célula que ja
possui a férmula da potenciacdo e colamos nos outros campos da mesma coluna.

Com a elaboragéao dessa "calculadora”, em poucos instantes o professor apresenta a
seus alunos o comportamento das poténcias quando variamos a base e/ou expoente numa
potenciacao. Podera também envolver seus alunos nessa construcao se tiver a disposicao
um laboratério de informatica. Com esse aprendizado, espera-se que os alunos busquem a
desenvolver suas préprias "calculadoras" para outras formulas ligadas a sua vida escolar
ou cotidiana, como nas operagdes ligadas ao controle financeiro por exemplo.

Nao podemos deixar de observar que o programa é inconsistente para o célculo da
poténcia 0°. Diferentemente das calculadoras cientificas, o software trabalha com célculo
avangado, quando inserimos uma base nula com expoente nulo, ele apresenta 1 como
resultado, porém, sabemos que essa situagdo é uma indeterminagéo, logo, essa potenciagao
ndo tem um resultado particular. Em algumas situacdes estudadas no curso superior pode-
se obter esse resultado. Mas, explicar isso para o aluno do Ensino Médio seria inviavel.
Melhor dizer que nao existe um Unico valor definido para essa poténcia, e quando depararem
com essa situacao, basta escrever "indeterminado”. Assim, esperamos que a classe entenda
a definicdo de que "todo numero diferente de zero elevado a zero é igual a um".

Agora veja na figura 8 um exemplo de como configurar na planilha o célculo de
poténcias com expoentes reais. As células da primeira linha destinam-se aos nomes de
cada coluna e, na segunda linha deixamos os simbolos referente a cada componente
da expressao. As entradas livres sdo aquelas correspondentes a "Base da poténcia ou
Radicando"”, "Numerador do expoente ou expoente da radiciacdo" e "Denominador do
expoente ou indice". Os valores da coluna "Resultado" sdo obtidos automaticamente. Na
célula £'3 por exemplo, inserimos a férmula: = B3"(C3/D3) (que é equivalente a expresséo

/a™ ou a* . Repetimos os mesmos procedimentos até a célula F9.

Observe que na coluna A, é possivel visualizar a expressdo matematica que leva
ao resultado da coluna E. Mas para isso, deve-se digitar na célula desejada, tal expressao
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Figura 8 — Planilha para o célculo de poténcias com expoente real

A B c D E
1 |Expressao RE:ich::o OI::UE?( ;?:;re D:::(}:c;;lidor Resultado
2 W/ am a m n v am
3 V25 25 1 2 5
4 V64 64 1 6 2
5 %/ 26 2 6 6 2
6 5 5 -1 3 0.58
7 25° 25 2 4 5
5/26 2 6 6 2
9 v 23 2 3 m 1.94

Fonte: Autoria prépria

como texto na linguagem de comandos utilizados em ambiente LaTex como nos exemplos
abaixo

o /252 = \sqrt [4]{25"{2}}
e 5% — 5~{~{-\frac{1}{3}}}
o /23 =\sqrt[n]{2"{3}}

em seguida, teclamos "enter" para sair da célula e clicamos novamente sobre ela com o
botao direito do mouse seguindo em "propriedades"”. Ao clicar no menu "texto" na janela
que surgiu, ficara visivel em uma caixa de texto a férmula digitada inicialmente na célula.
Entdo marcamos a opg¢ao "Formula LaTex" e clicamos em "ok". Feche a janela e veja na
planilha a sua expressao.

Outra forma de inserirmos uma expressao matematica é digitando qualquer palavra
na célula e teclar "enter", assim, ao clicar com o botéo direito do mouse sobre ela, aparecera
a opcao "propriedades". Clicando no menu "texto", surgira uma caixa de dialogo com
a palavra digitada. Apague a palavra nessa caixa € marque a opg¢ao "Férmula LaTex".
Aparecera a frente do nome da opgdo marcada, um simbolo parecido com uma seta para
baixo, clicando nele sera possivel escolher uma expressdo matematica como fracoes,
radiciagdes, matrizes entre outras. Feita a escolha, basta substituir as variaveis pelos
valores desejados, clique em "ok" e sua expressao aparecera na célula.

2.5 Esboco grafico de uma funcao e a lista pontos

O software nos oferece a opc¢ao de trabalhar simultaneamente com duas ou mais
janelas. Portanto, € possivel criar uma planilha com uma lista de pontos e verificar se eles
pertencem ou nado ao grafico da fungdo como mostra a figura 9. Onde consideramos uma
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x
fungdo f cuja lei de formagéo é dada por f(z) = (%) , Visualizamos seu grafico digitando
na caixa de entrada y = (1/2) "z teclamos “enter” posteriormente. Na planilha, criamos
0 quadro de correspondéncias entre x e y atribuindo valores aleatérios para x. Na célula
B2 digitamos (1/2)" A2 para encontrar o valor correspondente a y onde z é igual ao valor
indicado em A2. Repetimos o mesmo procedimento nas demais células da coluna 2. Agora
selecionamos os valores dispostos no quadro e clicamos em seguida com botéo direito do
mouse, selecionamos “criar” e “lista de pontos”. Assim aparecerao no plano cartesiano os
pontos encontrados no quadro de correspondéncias.

Figura 9 — Construcao grafica e a lista de pontos

Fonte: Autoria prépria

2.6 Construcao grafica com animacao

Para elaborar uma constru¢ao grafica com animag¢ao como ilustra a figura 10,
seguiremos 0s passos descritos abaixo.

(1) Digitamos na caixa de entrada a lei y = a" através do comando y = a’z,
em seguida teclamos "Enter". Surgirda uma janela com a opg¢ao de menu "Criar Controles
Deslizantes". Clicamos sobre ele. Assim estara visivel na "Janela Algebra" uma funcéo cuja
lei se apresenta como f(x) = 1*. Como essa funcéo é constante, o grafico sera uma reta
paralela ao eixo das abscissas cortando a ordenada no ponto (0, 1).

(2) Com a ferramenta "mover" selecionada, arrastamos o controle deslizante para
onde desejarmos. Desse modo, colocaremos a base a sobre a condi¢gdes de maior, igual e
menor que zero, para que observemos o que acontece com o grafico quanto a abertura da
curva.
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(3) Clicamos agora com o botao direito do mouse sobre o0 "controle deslizante" se-
guindo em propriedades. Surgird uma janela onde escolheremos o menu "controle desli-
zante" para alterar o intervalo para um minimo de 0 e maximo de 5. Assim os valores de a
irdo variar apenas de 0 a 5. Por fim, clicamos no “quadradinho” no canto superior da janela
proximo ao (X) cuja funcao é exibir na janela principal.

(4) Novamente clicamos com o botéo direito do mouse sobre o "controle deslizante" e
marcamos a caixa "Animar". A partir de entdo, a base a sera alterada automaticamente en-
quanto seu grafico se movimenta. Surgira préximo a caixa de entrada uma nova ferramenta
com a fungéo de "pausar" a animacao. Basta clicar sobre ela para parar e iniciar.

(5) Pausamos a animagao e arrastamos o controle deslizante até uma das extremi-
dades. Clicamos com o botéo direito sobre a lei da fungéo expressa na "Janela Algebra" e
selecionamos "Habilitar Rastro" (o procedimento é o mesmo para desabilitar). Agora
reativamos a animacao para observar o0 comportamento grafico da funcao.

Figura 10 — Animagéao Gréfica

Fonte: Autoria prépria

OBS: Ao pausar o video e efetuar qualquer acado que movimente o grafico, seus
rastros serdo apagados automaticamente.

2.7 A definicao da funcao exponencial no GeoGebra e no Excel

Faremos uma comparacao entre as planilhas do GeoGebra e Excel como ferramenta
na definicdo das fungdes exponenciais. Veremos que nesse caso, € melhor trabalhar com o
Excel, pois 0 GeoGebra comete um equivoco no calculo da poténcia 0* onde x < 0.
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Nosso objetivo € usar diversos exemplos para fazer os alunos perceberem que uma
fungédo dada pela lei y = a”, sera do tipo exponencial se, e somente se, 0 < a # 1.

Criaremos nos dois softwares um quadro formado por 10 linhas e 5 colunas como
mostra a figura 11. Nas colunas A e B serdo exibidos as comparagdes de a e x em relagdo
a 0. Ja nas colunas C' e D atribuiremos quaisquer valores para a base a e o expoente x de
modo que satisfaca as condi¢des explicitas em A e B. Em E2 inserimos a féormula =C2~D2
(que é equivalente a a”) e repetimos esse comando nas demais células dessa coluna. Assim
veremos o que acontecerd em cada um dos casos indicados nas duas primeiras colunas.

Figura 11 — Planilhas para compreenséo da definicao de funcao exponencial

A | B c D E A B C D E
1 casos Base | Expoente | Poténcia 1 Casos Base Expoente | Poténcia
2 x>0 -4 0.5 ? 2| a<0| x>0 4 0,5 ENUM!
3 x=0 -4 0 1 3| a<0 x=0 -4 0 1
4 -4 05 ? 4| a<0 4 -0,5 HNOMI
5 a=0 |x>0 0 15 0 5| a=0| x>0 0 15 0
3 a=0 | x=0 0 0 1 6| a=0| x=0 0 0 #NOM!
7 a=0 0 -15 £ 7| a=0 0 -15 #DIV/0!
8 a>0 | x>0 4 B 8 a>0 | x>0 4 2 16
9 a>0 |x=0] 4 ! 9 a>0 | x=0 4 0 1
10 a>0 . 4 5 0.25 10 a>0 B 1 0,25

Planilha do GeoGebra Planilha do Excel

Fonte: Autoria prépria

Observamos na planilha do GeoGebra, diferentemente do Excel, que as células E6
e E'7 apresentam resultados equivocados para as poténcias 0° e 0%, sabemos que nesses
casos o célculo € indeterminado. O Excel é o mais indicado para fazer esse tipo de trabalho
por ndo cometer o mesmo equivoco. Nele, a indeterminagéo é representada pelo cédigo de
erro #NUM! ou #DIV/0!.

E muito importante ficarmos atentos aos softwares ou aplicativos utilizados para
auxiliar na compreensao de contetdos da matematica, as vezes, o programa usado pode ter
um banco de dados voltados para apresentar resultados que s6 compreendemos num curso
de modalidade superior, cujo nivel de complexidade é tao elevado que nao cabe explicar no
Ensino Basico. Sem essa ateng¢ado, um recurso que deveria ser usado para contribuir no
processo ensino-aprendizagem, causaria efeito contrario.

Trabalhando com o Excel, o professor podera fazer alternagdes de valores para base
a e 0 expoente x para exemplificar que:

e nas linhas 2, 3, e 4 onde a < 0, ndo constituiremos uma fung¢do exponencial, pois
a poténcia é indeterminada nos casos em que x < 0 e x > 0. E sendo = = 0, a poténcia
sera igual a 1 para todo a, tornando a fungcao constante.

e nas linhas 5, 6, e 7 onde a = 0, também nao constituiremos uma funcao exponen-
cial, uma vez que, a poténcia é indeterminada para x < 0 e x = 0. E sendo x > 0, teremos
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uma funcgéo constante, pois 0 elevado a qualquer nimero positivo, sera sempre igual a 0.

enaslinhas 8,9 e 10 onde a > 0 e z € R, sb constituiremos uma fun¢éo exponencial
sea # 1,pois 1¥ = 1,Vx € R.

2.8 O GeoGebra como aplicativo

Nesta secao, veremos algumas das aplicabilidades do GeoGebra em celulares e
tablets que operam com o sistema operacional Android. O aplicativo nesses aparelhos
apresenta a mesma interface como mostra a figura 12.

Figura 12 — Aplicativo GeoGebra

Fonte: Autoria prépria

O aplicativo do GeoGebra, além de ser mais completo do que muitos outros dis-
poniveis, por ser totalmente gratuito ndo traz desconforto aos usuarios com anuncios
indesejados. Apesar de nao oferecer todos 0s recursos disponiveis que ha em sua versao
para computadores, ele apresenta diversas fungdes em sua "Janela de Visualizagao", que
sao de grande utilidade no estudo da matematica. Além disso, disponibiliza um sistema de
busca por temas ja elaborados com animacgéao grafica como a Rosa Polar, Curvas Senoidais,
Teorema de Pitagoras entre outros.

Ao abrir o aplicativo pelo celular ou tablet, vemos sua janela "Algébrica" e "Geomé-
trica" como mostra a figura 13 na sua disposicao vertical e horizontal. Na parte inferior da
janela ha uma caixa de entrada para inserir a notagao algébrica de uma fungao, pontos
ou equagodes. Na parte superior, temos a disposicao cinco menus: o primeiro abre a barra
de ferramentas como a apresentada anteriormente na figura 6; o segundo com o logo
em forma de uma engrenagem, dispde cores, estilo de linhas e espessura do objeto; o
terceiro expresso por uma seta em curva, tem a fungdo de desfazer sucessivamente as
Ultimas acdes realizadas; o quarto cujo simbolo é uma lupa, abre um campo de busca
online por temas ja disponiveis na internet; e o quinto menu com icone em forma de trés
tragos horizontais, disponibiliza as ferramentas: criar nova janela, abrir, salvar, compartilhar
e ajuda.
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Figura 13 — Interface do aplicativo

Fonte: Autoria prépria

Ao tocar na caixa entrada surgira um teclado para digitagdo como mostra a figura 14.
Através do teclado inicial, acessamos os teclados de funcdes e alfabeto usando as teclas
"%" e "ABC" respectivamente. Ao abrir o teclado do alfabeto, temos a op¢do de mudar para
o alfabeto grego pela tecla "a3v". A tecla "a*" do teclado inicial é utilizada para possibilitar
a escrita de um expoente, as teclas "<" e ">" fazem voltar ou avangar com o cursor de
digitacao, e a tecla maior (enter) que aparece nesse teclado tem a funcéo de entrar com o
valor digitado. Logo, para fazermos o esboco gréafico da funcao obtida pela lei y = 2* — 3
por exemplo, teclando "y", "=", "2", "a®, ">", "—", "3" e "enter".

Figura 14 — Teclados do aplicativo

Fonte: Autoria prépria

Tocando na regido do plano cartesiano, o teclado sera recolhido pela caixa de
entrada deixando visivel apenas as janela do campo algébrico e geométrico. Podemos
ocultar a janela algébrica tocando na seta similar ao simbolo ">" ou "<" que aparece no
canto superior direito da janela algébrica. Neste mesmo procedimento conseguimos ativar a
janela algébrica novamente para tornar visivel a fungéo. Tocando sobre a lei que descreve o
gréfico, surgira uma caixa de edi¢cdo onde ponderemos altera-la.
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As construcdes elaboradas no aplicativo sé poderéo ser salvas apos a realizagéo
de um cadastro de e-mail e senha de acesso como mostra a figura 15. Isso pode ser feito
tanto pelo celular quanto por um computador. Uma das vantagens desse cadastro, € poder
acessar as construcdes salvas pelo aplicativo através do site do programa diretamente de
qualquer computador conectado a internet. Ao entrar na pagina https://www.geogebra.org/,
efetuamos o login (pelo nome de usuario ou e-mail e senha). Ao clicar no nome do usuario
que aparecera no canto superior da janela de navegagao, encontraremos as construgoes
salvas. Veja o apéndice C.

Figura 15 — Cadastro no site do Geogebra

< Entrar.

wooodl oCUS Al YUIvL

Conta GeoGebra )
"’ Google

) office 365

=. Microsoft

Entrar
. “ Facebook

Fonte: Autoria prépria

Observacao 2.1. Os demais comandos ndo especificados para o aplicativo sdo ativados
de forma similar a versdo do GeoGebra para computadores.
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Capitulo 3

Proposta de atividades para a sala de
aula

3.1 Procedimentos Metodologicos

As atividades propostas nesse capitulo estao direcionadas a alunos de 1° ano do
Ensino Médio uma vez que a grade curricular prevé o trabalho do conteido Funcdes Ex-
ponenciais nesta série. Apresentamos uma sequéncia didatica elaborada para o uso de
materiais basicos (caderno, régua, lapis borracha e caneta) e computadores no desenvol-
vimento das cinco primeiras atividades cuja previsdo € para cinco aulas de 50 minutos.
Para a realizacao da sexta atividade sera necessario celulares ou tablets onde os alunos
poderdo se juntar em duplas ou trios durante duas aulas de 50 minutos. Nosso principal
objetivo é contribuir de forma significativa no ensino de fungdes exponenciais trazendo uma
analise mais completa das suas particularidades através do GeoGebra, instrumento pelo
qual, usamos com intencao de realizar um estudo mais detalhado, dindmico, e atrativo do
tema em questéao.

Sabemos que a palavra exponencial significa "o que tem expoente" ou "relativo a
expoente". Portanto o aluno deve conhecer os conceitos basicos da potenciagédo e suas
propriedades operacionais a fim de aprender com eficiéncia esse conteudo. Portanto, as
trés primeiras situagdes problemas foram escolhidas com o objetivo de solidificar esse
principio basico, por serem contextualizadas, podem despertar maior interesse do educando
sobre o assunto. A primeira atividade é desenvolvida de forma ludica estabelecendo o
contato do aluno com crescimento exponencial. A segunda e terceira, tratam de situacdes
problemas que requerem a nog¢ao conceitual das fungcdes exponenciais para resolvé-las.
Esperamos com as trés atividades levar o aluno a reconhecer situagdes de crescimento e
decrescimento exponencial e atingir os objetivos especificos de cada exercicio. Na atividade
4 trabalhamos com o numero e fazendo uma relagdo na matematica financeira no que diz
respeito aos juros compostos. Nessas quatro atividades utilizamos a planilha do GeoGebra
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para auxiliar na formacgao conceitual de cada situacéao.

Segundo os PCNs, "E importante destacar o significado da representacéo gréafica
das funcdes, quando alteramos seus parametros, ou seja, identificar os movimentos rea-
lizados pelo grafico de uma fungao quando alteramos seus coeficientes"(BRASIL, 2006,
p. 72). Portanto nas duas ultimas atividades apresentamos diversas constru¢des graficas
relacionadas as funcdes exponenciais, utilizando o GeoGebra para Desktop na atividade 5
e o aplicativo desse programa na atividade 6 com objetivo principal de realizar as analises
referidas pelos PCNs. Os dispositivos portateis utilizados na ultima atividade € mais comum
que computadores na vida escolar de boa parte dos alunos, portanto faz-se importante o
uso de tais instrumentos como ferramenta de trabalho do tema em questéo.

3.2 Atividade 1: Potenciacao

Objetivos

- Reforgar o conceito de potenciacéao;

- Reconhecer e interpretar informacdes do problema e expressa-lo como poténcia;

- Formalizar a lei que descreve o fenébmeno;

- Compreender a defini¢cdo para o calculo de poténcias com expoente 1 e 0;

- Criar um quadro no GeoGebra que descreva a situacao-problema

- Familiarizar-se com a aplicagéo de formulas em planilhas do GeoGebra.
Descricao

Iniciamos a atividade fazendo uma experiéncia por dobraduras, proposto por (DANTE,
2011): Dobre uma folha retangular pela metade, paralelamente a sua largura e, em seguida,
abra-a e anote o numero de retangulos que aparecem marcados; continue dobrando su-
cessivamente o retangulo encontrado, sempre pela metade e no mesmo sentido. E, a cada
etapa, abra totalmente a folha e anote a quantidade de retangulos menores que aparecem
marcados nela. O esquema da figura 16 d4 uma ideia do processo:

Figura 16 — Potenciagao com dobraduras de papel

Fonte: (DANTE, 2011)
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a) Complete o quadro 2 com os resultados obtidos. Vamos chamar de niumero de
dobraduras a quantidade de vezes que o papel foi dobrado a cada etapa.

Quadro 2 — Quadro para potenciagao com dobraduras

Numero de dobraduras | Numero de retangulos resultantes
1
2

AWM =IO

Fonte: (DANTE, 2011)

b) Se forem feitas 6 dobraduras, quantos retangulos ficardo marcados na folha?

c) Generalize, encontrando a expressao que da o numero de retdngulos marcados
na folha original. Quantas dobraduras ela fez?

Neste exercicio o0 aluno reforga a ideia de potenciagao. Percebe que a cada vez que
ele dobra a folha, ao abri-la vé o dobro de retdngulos em relacao a abertura anterior. Ou
seja, cada dobra corresponde a multiplicacdo por 2 do nimero de retangulos formados pelas
marcas em uma dobra anterior. O professor pode estender o quadro 2 com uma coluna da
representacao da quantidade de retdngulos na forma de poténcia como mostra o quadro 3.

Quadro 3 — Quadro da relagcao base, expoente e poténcia

N.° de Dobraduras | N.° de Retangulos | Forma de Poténcia
0 1 20
1 2 2!
2 4 22
3 8 23
4 16 24

Fonte: Autoria prépria

Na forma de poténcia temos que a base vale 2, pois este é o fator em questao uma
vez que a cada mudanga dobramos a folha mais uma vez. Exemplo: 24 =2-2-.2.2 = 16.
Logo os expoentes seguem a ordem das dobraduras, pois ao dobrarmos a folha 4 vezes,
representamos o expoente com o nimero 4. E fundamental diagnosticar que toda a classe
veja a potenciagdo como uma forma simplificada de escrever n produtos de um mesmo fator.
Assim, ficara mais facil para o aluno responder o item (b) sem ter que mostrar na pratica
que em 6 dobraduras serdo obtidos 64 retangulos. Seguindo 0 mesmo raciocinio, espera-se
que eles respondam o item (c), dizendo que o numero de retangulos podem ser obtidos
ao elevarmos a base 2 ao numero de dobraduras. Geralmente os alunos conseguem ter
uma ideia como essa para responder questdes assim, porém, apresentam dificuldades em
expressar seu raciocinio na linguagem matematica. Portanto, € muito importante que o
professor oriente sua classe como expressar uma linha de raciocinio em termos matematicos.
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Pode dizer aos alunos que em casos como este, devem escolher uma letra para representar
cada grandeza variavel, ou seja, uma incognita pra identificar o nimero de vezes que se
dobrara o papel e outra incégnita para indicar o numero de retangulos que serao formados
pelas marcas dessas dobras. Possivelmente eles escreverdo uma expressao do tipo y = 2*.

Também com a analise do quadro construido, espera-se que fique mais facil para
o educando entender o porqué da poténcia de expoente 0 ter como resultado o valor 1, e
a poténcia de expoente 1 ter a prépria base como resultado. Podemos explicar esse fato
mostrando para a classe a operagao reversa no préprio quadro. Note que na coluna do
meio, de tras para frente, obtemos os resultados 16, 8, 4, 2 e 1. E na dltima coluna obtemos
24,2322 22 2! e 20 respectivamente. Ou seja, para fazermos a regressdo na coluna das
poténcias, basta efetuarmos uma divisao por 2 para passarmos de uma linha para outra.

Veja:
21 -2 =23 =
23 +2=292=
22 :2=2=2
21 = 2=20=1

A "calculadora de poténcias" que construimos na pagina 7 pode ser aplicada junto a
essa atividade para auxiliar na definicdo das poténcias de expoentes 0 e 1. Nela podemos
mostrar aos alunos que a propriedade € valida para qualquer base real diferente de 0. Seria
interessante propor a classe que o uso dessa ferramenta para descobrir quantas vezes é
preciso dobrar a folha para obter 256, 512, 1024, ... retdngulos. Por tentativas, ao alterar os
valores em uma das células na coluna expoente, automaticamente sera obtido o nimero de
retangulos formados na coluna da poténcia até chegar ao valor desejado. Desenvolver a
aula com essa metodologia, tem por objetivo despertar maior interesse da classe e levar a
uma compreensao mais significativa do assunto em questao.

Considerando que até aqui os alunos ja tenham compreendido também uma das
aplicag6es da planilha eletrénica, propomos a elaboragéo da "calculadora" no GeoGebra
pelos préprios alunos como ilustra a figura 17, com o objetivo de familiariza-los ao software
e deixa-los mais habituados para o desenvolvimento de outras atividades decorrentes ao
longo desse capitulo, das quais, utilizaremos a insergao de formulas mais complexas no
programa e que também, poderdo ser usadas em outras planilhas eletrénicas como no
Excel e BrOffice por exemplo. A principio, alguns deles poderéo até questionar dizendo que
seria mais facil usar uma calculadora simples ou cientifica, no entanto, o professor deve
apresentar os objetivos citados no inicio do capitulo e mostrar que o software sera mais
pratico para expressar e de forma instantanea, resultados de expressées matematicas que
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apresentam maior niumero de operacoes e variaveis, como nas constru¢cées dos quadros
das figuras 21 e 22 por exemplo.

Figura 17 — Planilha para potenciagdo no GeoGebra

o GeoGebra = =
Argquiva Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
R4l oz X
» Janela de Algebra < | ¥ Planilha o [X
- Texto Se|n 1 |EEE|o> | B
o A1="Base" .
: B1 = "Expoente” | H13 G
e C1 = "Poténcia A B c o £ F G
1 Base Expoente | Poténcia Base Expoente | Poténcia ~
2 2 1] 1 1 0 1
q
3 2 1 2 2 0 1
4 2 2 4 3 0 1
i} 2 3 8 4 0 1
4} 2 4 16 i 0 1
T 2 ] 32 [} 0 1
8 2 1] 64 0 0 1
q W
£ >
Entrada: =

Fonte: Autoria prépria

Podemos observar na "calculadora de poténcias" como mostra a figura 17, através
do quadro de fundo cinza o aluno verifica que a cada unidade aumentada no expoente,
obtemos uma nova poténcia cujo valor € igual ao anterior multiplicado pela base escolhida.
Ja no quadro de fundo amarelo, ele percebe que mantendo o expoente zero e variando
apenas a base, sempre ira obter 1 como resultado da poténcia. Como ja comentamos
anteriormente na se¢do 2.4, o professor devera ficar atento para a possibilidade do aluno
realizar na planilha o calculo de 0 elevado a 0, pois o software comete um erro conceitual
para alunos do ensino basico.

3.3 Atividade 2: Meia-vida

Objetivos
- Efetuar calculos de potenciagcdo com base racional;
- Reconhecer e interpretar informacdes do problema e expressa-lo como poténcia;
- Formalizar a lei que descreve o fenémeno;
- Criar um quadro no GeoGebra que descreva a situagao-problema;

- Reconhecer que o decrescimento exponencial ndo depende da massa da substan-
cia, mas sim da relagao entre o periodo e a propor¢gdo com que ela se reduz;
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- Através da lei de descricdo de um problema, desenvolver formulas em planilhas
eletrbnicas que expressem um fenémeno.

Descricao

(DANTE, 2011) Um remédio contém uma substéncia radioativa que apresenta meia-
vida de 2 horas. Se uma pessoa tomar 50 mg desse remédio, qual a quantidade restante
em seu organismo depois de 12 horas?

Devemos levar o aluno a perceber que 12 horas equivale a 6 intervalos de 2 horas,
e que para cada um desses intervalos a quantidade dessa substancia se reduzira a metade.

Em seis intervalos ela reduzira a 1 1 1 1 ! ! ue é o mesmo que
2) \2)\3)\2)\3)\2)9 g
6

1 1
(5) , OU seja, havera (6_4> dessa substancia no organismo da pessoa. Assim, tomando

50
50 mg, depois de 12 horas a quantidade restante sera de (6_4) mg, que corresponde a
0,78 mg.

Propomos nessa atividade uma construgdo no GeoGebra como mostra a figura
18, na qual, o primeiro quadro é capaz de expressar a quantidade restante da massa a
cada intervalo de 2 horas. Em seguida, apresentamos um segundo quadro em funcao da
"quantidade inicial da substancia”, "tempo decorrido em horas" e "quantidade final da
substancia".

Figura 18 — Planilha demonstrativa - problema de meia-vida

C16 GO =BT IMB6 D)
A B c D
1 Quantidade de Tempo decorrido Fator de Descrigdo
2_ Substancia em horas reducio
3 a0 a 0.8 estado inicial
4 25 2 0.4a apds o 1°intervalo
5 124 4 0.a apias 0 2* intervalo
g £.25 g 0.& apds 0 3° intervalo
7 313 8 0.5 apds o 4% intervalo
g 1.56 10 0.4 apds o 5 intervalo
9 nra 12 04a apds o B intervalo
10 .
11 SOOIy n 045 apas on®intervalo
12
13 |
14 | Quantidade INICIAL | Tempo decorrido | Quantidade FINAL
? da Substancia em horas da Substancia
16 a0 12 0.78

Fonte: Autoria prépria
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Selecionamos as células a partir de Al até D11, em seguida clicamos na ferramenta
"espessura" para realcar o contorno das linhas que limitam cada célula. Preenchemos o
fundo das linhas 1 e 2 com uma cor a fim de destacar o cabegalho de cada coluna. Em A3,
B3 e ('3, inserimos os valores 50, 0 e 0.5 respectivamente, correspondentes a "quantidade
inicial da substancia", "tempo decorrido em horas" e "fator de reducao" para cada intervalo
nesta mesma ordem. O valor numérico inserido na coluna C' é 0.5 por indicar o fator de
reducdo que se mantém constante a cada intervalo. Na coluna B o aluno ira digitar o tempo
referente aos intervalos contados a cada duas horas. Os resultados expressos nas células

da primeira coluna que vdo de A4 até A9, sédo obtidos através da expresséo 50x[(1/2)"(n/2)]

1 2
que é equivalente a 50 - (5) . Podemos generalizar ainda mais, chamando as quantidades

de massa inicial e final dessa substancia de m, e m respectivamente, obtendo a expressao:

(&)
m =myg - 5

onde n representa o tempo em decorrido em horas.

O primeiro quadro descreve a quantidade restante da substancia ap6s cada intervalo
de duas horas. Com ele, o aluno consegue ter uma melhor visualiza¢do sobre o que de fato
acontece nesses periodos, ao ver a massa da substancia reduzindo-se a metade quando
passa de uma linha para outra.

No segundo quadro dessa planilha, inserimos o comando = A16+(1/2)(B16/2) na
célula C'16. Assim, fazendo a variacao da quantidade inicial de massa dessa substancia
e/ou do tempo decorrido em horas, obtemos a quantidade de massa restante. Agora, o
proprio aluno pode conferir os resultados expressos no quadro, fazendo a alteragao do
tempo em horas na célula B16 da planilha. Também sera possivel encontrar resultados
para fracées de tempo como 2, 5; 1, 3 e 4, 02 horas por exemplo. Criamos uma "Calculadora
de meia-vida".

Essa metodologia tem por objetivo despertar a atencdo do aluno quanto a importan-
cia das expressdes matematicas. Espera-se que ele perceba, como uma analise pode ser
feita de forma simples e rapida sem grande esforco. Mas apesar dos recursos existentes
para efetuar calculos como esses, faz-se necessario entender o processo pelo qual geramos
uma expressao matematica capaz de solucionar determinada situagao-problema, e como
traduzi-la para outra linguagem (da informatica por exemplo). Como nem sempre seguimos
um mesmo modelo, o aluno entendera que nao é suficiente apenas tomar para se uma
programagcao criada por alguém, pois no seu dia a dia, surgirdo novas situagdes que levarao
a outras expressdes matematicas, onde cada uma se distinguira da outra fazendo com que,
sejam atribuidos também comandos distintos em planilhas eletrénicas.
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3.4 Atividade 3: Crescimento exponencial

Objetivos
- Reconhecer e interpretar informagdes do problema e expressa-lo como poténcia;
- Formalizar a lei que descreve o fenémeno;
- Criar um quadro no GeoGebra que descreva a situacao-problema;

- Reconhecer que a duplicagao continua de elementos a intervalos fixos esta relacio-
nada a potenciagao de base 2;

- Através da lei de descrigdo de um problema, desenvolver formulas em planilhas
eletrénicas que expressem um fenémeno,

- Saber aplicar a lei que descreve um fenémeno em planilhas eletrénicas.
Descricao

Sabemos que as bactérias podem se desenvolver sobre uma camada de alimentos
onde sua populacdo da-se pela area que ocupa. Consideremos certa cultura onde a
populagédo de bactérias dobra a cada hora. Se inicialmente haviam 10 bactérias, faga o que
se pede:

a) Construa no GeoGebra um quadro que permite identificar o nUmero de bactérias
em funcao do tempo. Determine quantas bactérias existirdo depois de 2, 3, 4, ... 10 e =
horas. Expresse também essa quantidade na forma de poténcia de base 2.

b) Escreva a expressao matematica que permite calcular o niumero (V) de bactérias
em fungao do tempo (¢) em horas.

A figura 19 ilustra um modelo de quadro que podemos criar na planilha para respon-
der o item (a). Com ele, deixamos explicito o comportamento da variagdo do niamero de
bactérias em fungé@o do tempo.

Figura 19 —item (a) da questéo 3

SN 1 o~ |H~
A4
A B € D | E |

1 Tempo Quantidade de | Forma de poténcia -
T em horas Bactérias de base 2

3 0 10 10-2°

4 1 20 10-2!

5 2 40 10- 22

6 3 80 10- 23

7 4 160 10-2*

8 5 320 10-2°

9 6 640 10-2°

10 7 1280 10-27

11 8 2560 10- 28

12 9 5120 10-2°

13 10 10240 10. 2%

Fonte: Autoria prépria
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Apds a construcao, espera-se que o aluno tenha facilidade para responder o item
(b), onde devera perceber que: a base 2 esta relacionada ao fato do nimero de bactérias
dobrar de hora em hora; o valor do expoente corresponde ao intervalo de tempo para o qual
se deseja saber a quantidade de bactérias; e o numero 10 aparece como um fator constante
nas potenciacdes por representar a quantidade inicial de bactérias dessa cultura. Portando,
o numero N de bactérias existentes ap6s um tempo ¢ em horas sera dado por:

N=10-2¢

Pode-se também criar uma "calculadora" para verificar a variagdo do numero de
bactérias para fragées de tempo. A figura 20 representa um modelo.

Figura 20 — Numero de bactérias em funcéo do tempo

2 Fv |=B2 (27A2)
A B ©
tempo |Quantidade inicial | Quantidade final
1 . - .-
em horas de bactérias de bactérias
2 9 10 5120

Fonte: Autoria prépria

O comando aplicado na célula C2 é = B2 x (2°(A2)). Com essa fungdo, ao variar o
tempo em horas, o aluno verifica os resultados obtidos no item (a). Ele pode também encon-
trar os resultados para diferentes valores relacionados a quantidades inicial de bactérias.

De forma geral, o modelo matematico usado para resolver situagdes como essa
é dado pela fungdo de tipo exponencial f(x) = b-a®, em que b é a quantidade inicial de
certo material, substancia ou populacao, a representa a progressao de crescimento ou
decréscimo que pode ser se duplicando, triplicando, quadruplicando e etc ou reduzindo-se a
metade, um tergco, um quarto e etc, e x indica o intervalo de tempo para o qual, a quantidade
dos elementos em questao sofrem variagées. No caso do exercicio acima, a fungéo é do
tipo f(xz) = 10-27.

Neste caso, vimos que, se calcularmos a populagao das bactérias nos
instantes g, xg + h, xg + 2h, ..., isto é, em intervalos de igual duracgéao h,
obteremos que cada populagao é igual a do instante anterior multiplicada
pela mesma constante K: f(zo+h) = f(xo)-k, f(zo+2h) = f(xo+h)-k,
etc. (No item a acima, h = 1 hora e k = 2). Esta é a caracteristica
fundamental da fungao exponencial e, mais geralmente, da funcéo do tipo
exponencial. (DANTE, 2011, p. 230).

3.5 Atividade 4: O niimero e e o juro composto

Nessa atividade apresentaremos para o aluno a definicdo do nimero e e sua relagao
com o Juro Composto.
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Objetivos
- Reconhecer a lei que define 0 numero e;

- Conhecer os aspectos historicos relacionados ao nimero e e sua relagdo com os
juros compostos;

- Perceber que o juro composto possui comportamento exponencial.

- Compreender através do GeoGebra as leis que definem o nimero e e o montante
do juro composto.

Descricao

Construiremos em duas planilhas quadros que tem por finalidade facilitar o aprendi-
zado dos alunos com relagéo ao estudo do numero de Euller e sua relagdo com a férmula
do juro composto.

. o . . - 1\"
O numero e representa um valor irracional originado do limite da expressao (1 + —
n

quando n tende ao infinito. Aumentando n indefinidamente, a sequéncia adquirida pela
expressao, caminha lentamente para o numero 2, 7182818284..., ao qual atribuimos o nome
de e. Veja:

1+1 1 1+1 2 1+1 3 1+1 4 1+1 5 1+1 10 1+ 1 100
1)’ 2)" 3)" 1) 5) 10) " 100)
1 1000 1 50000 1 n
(1= . (1+— (12, =
< +1000> ( +50000> ( +n)

2,000; 2,2500; 2,3703...; 2,4414...; 2,4883...; 2,5937...; 2,7048...; 2,7169...; 2,7182...

Iremos agora obter os resultados expressos acima, através de uma planilha como
mostra a figura 21.

Figura 21 — O numero e no GeoGebra

A B C D E F
1 n 1 2 3 4 5

> [(1+3) | 2,0000 | 2,2500 | 2,3704 | 2,414 | 2,4883
3

4 n 10 100 | 1000 | 50000 | 100000
o (1+2) | 2,5037 | 2,7088 | 2,7169 | 2,7183 | 2,7183

Fonte: Autoria prépria

O comando aplicado na célula B2 é: =(1 + (1/B1))"B1 equivalente a expresséo
dada em Al escrita pela entrada de texto LaTex

\left ({1 + \dfrac{1}{n}}}"{n} \right) {n}
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Para repetir a regra nas demais células das linhas 2 e 5, basta copiar a célula Bl e
colar nos campos referentes a esta fungao.

Nas linhas 1 e 5, o aluno podera atribuir diversos valores para n, assim percebera
que a aproximacgao torna-se cada vez melhor quanto maior for o nimero inserido. Porém,
devemos ficar atentos, se atribuirem a n valores acima de 100000000, o programa cometera
erros de aproximagado excedendo o numero 2, 718281828459 . ... Isso ocorrera devido a
limitacao do software com relacdo ao niumero de algarismos aplicados a calculos como
esse. O professor deve deixar claro para seus alunos que na realidade n € um numero que
tende ao infinito, portanto possui valor ilimitado.

Para o professor passar essa ideia a sua classe, podera construir numa plani-
Iha como ilustra a figura 22, uma "Calculadora de Montante" do juro composto. Inici-
almente vamos atribuir 1 como valor para capital, tempo e taxa. Inserimos a formula
=A2x(1 + D2/B2)~(B2*C2) na célula £2, para obter o montante (M) produzido. Agora, é
s repetir o comando nas demais células dessa coluna.

Figura 22 — O namero e no juro composto

A B Cc D E

N° (n) de vezes | Prazo (1) | Taxa(r)

1 | Capital (C) composto ao ano | em anos | anual

Montante (M)

2
2.25
2.3703703704
244140625
248832
2.5937424601
2.6915880291
2.7048138294
2.7155685207
2.7169239322
2.7180100501
2.7181459268
2.7182546461
2.7182682372
2.7182791103
2.7182804691
2.7182815552
2.7182816941
2.7182818149

g AW =

—
o

50
100
500
1000
5000
10000
50000
100000
500000
1000000
5000000
10000000
50000000

—_
-

JEEN IFR (NG PN NFR (N U T (SN NG P NICQN [N U VT (U QN UG VIS U Y

JEEN IFR (NG PN NFR (N U T (SN NG P NICQN [N U VT (U QN UG VIS U Y

alalalalalalalalalalalalalalalalala|a

Fonte: Autoria préria

Com essa construcdo, espera-se que o aluno perceba a relagdo do numero e
com a matematica financeira e entenda que esse regime de juros possui comportamento
exponencial.

Observe que nas linhas 2 e 3 constatamos que, um capital composto uma unica vez,
dobra seu valor ao ser aplicado a uma taxa de 100% ao ano durante 1 ano, e aumenta em
2,25 vezes se composto 2 vezes ao ano. Constatagdes como esta poderdo ser simuladas
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com outros valores nas entradas para capital, prazo e taxa, a fim de observar o montante
produzido.

Para ficar mais claro a questao da composi¢ao do juro anual em n periodos ao ano,
veja 0 exemplo dado por Eli Maor em seu livro "e: A Histéria de um NUmero".

Alguns bancos calculam o juro acumulado ndo uma vez, mas varias vezes
por ano. Se, por exemplo, uma taxa de juros anual de 5 por cento € com-
posta semestralmente, o banco usard metade da taxa de juros anual como
taxa por periodo. Dai que, num ano, um principal de $100 sera composto
duas vezes, cada vez a uma taxa de 2,5 por cento. Assim, teremos 100
x 1,0252 ou $105, 0625, cerca de seis centavos a mais do que o mesmo
dinheiro renderia se fosse composto anualmente a cinco por cento. (MAOR,
2008, p. 36)

A matematica financeira € apenas um dos diversos ramos em que aplicamos o
namero e.

3.6 Atividade 5: Construcao de graficos

O GeoGebra é uma ferramenta muito eficiente para o entendimento grafico da funcao
exponencial. Com ele o professor poderd envolver ainda mais seus alunos no processo
de construgao dos conceitos referentes ao crescimento, limites, continuidade, reflexao,
sobrejetividade e injetividade.

Objetivos

Com relacao as construgoes graficas das fungdes exponenciais temos 0s seguintes
objetivos:

- Construir e reconhecer uma representacgao gréfica;

- Identificar por suas leis e graficamente como crescente ou decrescente;

- Reconhecer o sentido de crescimento quando as bases forem inversas;

- Reconhecer graficamente as propriedades que definem a fungé@o exponencial;
- Identificar a imagem, dominio e contradominio pela representacao grafica;

- ldentificar a assintota através de sua representacdo grafica ou por sua lei de
formacéo;

- Identificar se um conjunto de pontos pertencem ou ndo a uma determinada funcao
exponencial;

- Reconhecer graficamente ou pela lei de formacéao para quais valores de x o gréfico
intercepta o eixo das ordenadas;

- Reconhecer sobre quais condi¢des existira raiz;
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- Compreender o comportamento da curva exponencial quanto a variagcao da base

da poténcia;

- Reconhecer os aspectos relacionados a simetria, reflexao e translagéo de graficos;

- Reconhecer o grafico de uma funcao de base e;

- Identificar a lei de formagéo atraves da representacao grafica.

Descricao

Trabalharemos agora, com os procedimentos pelos quais podemos seguir a fim de

representarmos graficamente as fungdes exponenciais. Iniciaremos com aquelas expressas
pela lei do tipo f(z) =a” emquea € R/ 0 < a # 1.

Todos os graficos de fungdes exponencias sdo descritos por uma curva crescente ou
decrescente de dominio real e imagem definida por valores acima ou abaixo de uma linha

horizontal chamada assintota, que por sua vez, limita a "altura maxima ou minima" dessa

curva. Nos graficos da figura 23, temos que as assintotas corresponde a reta y = 0.

Aparentemente a curva toca o eixo das abscissas, porém, com o auxilio do GeoGebra,

podemos dar aos alunos uma nocao de que isso ndo acontece. Para isso, aumentamos

gradativamente o zoom préximo ao eixo x.

Figura 23 — Modelo grafico de funcdes exponenciais paraa > 1el<a <1

f(x) = 2*

¥

Grafico de uma funcdo exponencial Crescente

g(x) = (

2

1)"

-2

Grafico de uma funcao exponencial Decrescente

Construcao

Fonte: Autoria prépria
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Para construirmos os gréaficos da figura 23 cujas leis de formacdo sao y = 2% e
1\” . ~ .
Yy = (5 , @ primeiro momento faremos a construgdo manual através de um quadro de cor-

respondéncias entre as variaveis x e y. Por ele, encontraremos alguns pontos coordenados
pertencentes a curva exponencial.

Pela lei y = 2” encontramos a seguinte relacao:

x -2 -1 0 : 1 2
y

1 | v2x1,41] 2 4

=
DO [#—=

Agora marcamos estes pontos no plano cartesiano para vermos por onde a curva
passa. Em seguida fazemos o esbogo interligando os pontos como descrito na figura 24.

Figura 24 — Grafico da fungao y = 2°

Y f

4 ) 4

3 3

2 . 2

[ ] A\/E
1 /
L ]

L ]

0 0
-2 -1 0 1 2 ¥ -2 -1 0 1 1 2y

Fonte: Autoria prépria

Note que para qualquer x pertencente ao conjunto dos numeros reais, 2% € sempre
maior do que zero, logo, dizemos que Im = R’ . O mesmo fato ocorrera no caso da lei

1\®
-(2)

Novamente encontraremos os pontos coordenados como expressos no quadro
abaixo.

-2 -1 0
y 4 2

=1 N

N[ —t

Mais uma vez localizamos esses pontos no plano cartesiano e os ligamos através
de uma curva como ilustra a figura 25.
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1 x
Figura 25 — Grafico da fungéo y = (5)

Fonte: Autoria prépria

Perceba que os graficos acima sédo contrarios quanto ao crescimento, esse fato
deve-se a base da fung¢ao. Observe na figura 24 onde a base a > 0, quando os valores
no eixo x crescem, também crescem os valores correspondentes no eixo y, logo a fungao
y = 2" é crescente. Isso pode ser observado também no quadro utilizado para identificar
as coordenadas. Ja na figura 25 de base 0 < a < 1, enquanto os valores no eixo das
abcissas crescem, no eixo das ordenadas decrescem, portanto = e y possuem sentidos

L , - 1\" .
contrarios, assim, a funcédo y = <§ se diz decrescente.

E muito importante ensinar o aluno a classificar uma fungéo de forma analitica, ou
seja, através da sua lei de formacéo ou por sua representacao grafica. Assim também,
a identificar o dominio e a imagem da fung¢ao. Esse conceito, o deixa melhor preparado
para responder questoes de avaliagbes externas como provas estaduais, concursos e
vestibulares, auxiliando na interpretacéo da lei de formagao ou representacéo grafica em
situacdes-problemas.

Das construgdes acima, extraimos as seguintes caracteristicas:
1) O gréfico é representado por uma forma chamada curva exponencial;
2) o grafico nao toca o eixo das abcissas e ndo tem pontos nos 3° e 4° quadrantes.

3) a curva exponencial passa pelo ponto (0, 1), pois atribuindo-se 0 como valor de X,
teremos y = a” = 1 sendo a € R*, e diferente de 1;

4) Im(f) = R, f(1) =a, f(x1 +22) = f(x1) - f(z2), D(f) =Re CD =R%;
5) para a > 1 a fungao é crescente (r; > xo = a™ > a™2);

6) para 0 < a < 1 a fungao é decrescente (x; > x5 = a™r < a™2);
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7) a fungédo exponencial é injetiva: (se x; # x5 entdo temos a”: # a*2, se a*1 = a*2
entdo temos x; = x,) ela é crescente se (a > 1) e é decrescente se (0 < a < 1);
8) a fungdo exponencial é sobrejetiva: Im(f) = CD(f), ou seja, para todo nimero

real b > 0, 3z € R/ a® = b, isso quer dizer que todo nimero real positivo € uma poténcia
de a.

9) dos itens (6) e (7), concluimos que a fungao é bijetiva, portanto, ela admite funcao
inversa;

10) é limitada inferiormente por uma assintota representada pelaretay =0, e é
ilimitada superiormente.

Apos fazer essas duas construgdes graficas de forma tradicional, o professor podera
dar continuidade a esse estudo usando 0 GeoGebra para esbocgar graficos de outras fungdes
exponenciais similares a desse exercicio.

3.6.1 Comportamento da funcao quanto a variacao da base a

Espera-se que com a préxima construcao, levemos nossos alunos a compreender
como a curva exponencial se comporta quando variamos a base a.

Para a > 1, percebemos que quanto mais o valor da base se distancia de 1, mais
fechada torna-se a curva exponencial. Ja com 0 < a < 1, a cura se fecha quanto mais se
aproxima de 1 o valor da base. Veja a figura 26.

Figura 26 — Comportamento grafico sob a variagcao da base a

f(x) = 2* r(x) = (%)
g(x) = 3* x
h(x) = 4 s(x) = ( )
p(x) = 5 1\
q(x) = 1000*

a<0 O<a<1

Fonte: Autoria prépria

Observe também que para todo numero real a diferente de 1 e positivo, a fungao
exponencial f : R — R’ sempre sera positiva e ilimitada superiormente.
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Observe na figura 27, quanto mais a se aproxima de 1, menos fechada torna-se a
curva até se confundir com uma reta. Isso ocorre nos casosemquea >1e(0<a < 1.

Figura 27 — Comportamento grafico quando a se aproxima de 1

TT7 \ " 3
fx) = 2 [f /8 rx) = (._)
X / f \ 2
g(x) = 1.7 \ T 5 F3*
h(x) = 1.4 5 \ s(x) = ( )
I
il /b S i
I x \ ] 7
q(x) = 1.01 . \ s i) = | =3
(19"
p <L 2 u(x) = { =5 JII
e u ol N {
== e [
— | 0 . 5 ; —0 B B S B
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 4 3 2 A o 1 2 3 4
/99 \*
a>1 1 D<a<1 1 v(x) |._ 100/

Essas andlises ainda podem ser feitas no GeoGebra com o recurso de animacao
e habilitacao de rastros como vimos na pagina 45. Assim, faremos uma demonstracéo
mais interessante com relagdo ao comportamento grafico da funcao exponencial quanto a
variagao da base a. Veja a figura 28.

Figura 28 — Comportamento grafico da fungéo exponencial

Fonte: Autoria prépria

3.6.2 Funcoes do tipo f(z) =b-a" + ¢

Os mesmos conceitos aplicados nas fungdes do tipo f(z) = a”, também séo
aplicados em fungées do tipo f(x) = b - a” + ¢, como por exemplo em f(z) = 3 - 5%,
flz)=7"+3, f(x) =3"—4, f(z) =32+ 5 e etc. Alterando os valores de a, b e c,
veremos que a representacao grafica da funcao sofrera algumas variagdes como translagoes
horizontal e vertical.



Capitulo 3. Proposta de atividades para a sala de aula 67

Abaixo seguem-se exemplos para o professor aplicar em sala de aula. A primeiro
momento, os alunos tentariam fazer os esbocgos graficos sem a utilizacao dos recursos
tecnoldgicos. Posteriormente, em um laboratério de informética ou com um construtor
graficos em celulares ou tablets, poderdo conferir os resultados encontrados e simular
variagdes para os elementos a,b e ¢ das fungbes, afim de entender o comportamento
grafico.

Exemplo:

Seja f afungdode R em R definida por f(z) = 2* + 1, encontre y para
r=-—2,—1,0,1e 2. Esboce o grafico dessa fungao, determine o dominio e a imagem.

Solucao
1 1+4 5
—92) = -2 1= — 1= - l=——8M = —
f(=2) tl=g+l=7+ . ;
1 1 1+2 3
f(=1) tl=grtl=g+ : 5
f0)=2"4+1=1+1=2

=2'+1=2+1=3

(
(
(
f2)=241=4+1=5

Agora vamos construir um quadro com esses valores correspondentes para z e .

x|-2]-110]1]2
y% 213|5

Assim como nos exemplos realizados anteriormente, o dominio da fungéo ainda

N

continuara real, porém, a imagem € o conjunto dos niumeros reais maiores que 1. Como
ndo existe a funcéo para y = 1, essa expressao representa a sua assintota.

Algebricamente podemos verificar esse fato. Supondo que exista valor real de z
para y = 1. Teremos:

fla) =27 +1
1 =2% 4+ 1 (subtraimos 1 de ambos 0os membros)
2* =0

E evidente que ndo existe valor real de = de modo que 2* seja nulo, portanto a
imagem da funcéo é definida a partir de valores reais acima de 1 conforme o gréafico da
figura 29.

Através do GeoGebra é possivel mostrar aos alunos que variando o termo ¢, o
gréfico juntamente com sua assintota sofrerdo uma translagéo vertical, logo, esse termo
define o valor de y para o qual x tende ao infinito. Também vale observar que para z = 0,
obtemos o ponto em que a fungao corta o eixo das ordenadas, e que esse ponto varia de
acordo com o fator aplicado a poténcia da funcao juntamente com o valor atribuido ao termo
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Figura 29 — Grafico da funcado y = 2* + 1

Fonte: Autoria prépria

c. A variacao do termo a (base da poténcia), é indiferente quanto a essa interceptagao.

E importante observar se o aluno consegue ligar a propriedade ja estudada ante-
riormente (V a € R*, temos que o’ = 1) as analises gréaficas da fungcéo. Objetivando a
solidificagdo deste conceito, podemos utilizar o software para alterar a base para qualquer
outro valor diferente de zero considerando o expoente x igual a zero. Veremos que o grafico
sera representado por uma reta cujo dominio é real e a imagem é definida por um Unico
ponto.

Na figura 30 observaremos que alterando o termo ¢ ou b da fungéo, ocorrera uma
variagdo do ponto de intersecg¢édo do grafico com o eixo y.

Figura 30 — Translagéo de graficos

f(x) = 2*

2

E(x) =2 -1
hix}) = 2*

pix) =2 +1
qix) = 2* 42

fijx) = 2*+1

Elx) =2-2+1
hix) =3.2°+1
plx) =4-22+1
qx) =5-2" 41

q L 3

— /
il r///l/ /

—— Q / 0/ 3
L3 4 3 2 1 0 A 2 3 4 6 5 4 3 2 1 o 1 2 3 4
o
. .

e 2 #

Graficodafungdoy =2*+c, parac=(-2,-1,0,1e 2) Graficodafungdoy=b-2¢+1, parab=(1,2,3,4e5)

Fonte: Autoria prépria

No primeiro caso ocorre uma translacao vertical, ou seja, aumentando o valor do
termo c, eleva-se todo o conjunto de pontos que determinam o gréafico. Ja no segundo caso,
a curva se torna cada vez mais fechada quanto maior for o valor do fator b, mas mantém a
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mesma assintota. Logo, a imagem da funcao continua sendo o conjunto dos numeros reais
acima do valor de ¢, enquanto o dominio permanece real.

No lado esquerdo da imagem, mostramos que alterando os valores de ¢, o grafico
translada horizontalmente. Enquanto no lado direito, onde alteramos apenas o valor de b,
ocorre uma translagéo horizontal.

Agora veremos na figura 31, o que acontece em fungdes do tipo f(z) = a®**, onde
ke R.

Quanto maior for o valor de k, mais a curva se fecha. No caso em que 0 < a < 1,
ocorre o inverso, quanto maior o valor de k&, mais a curva se abre no sentido da direita para
esquerda. Esse fendbmeno, atrela-se ao fato da variacao do fator que multiplica a base da
poténcia. Por exemplo,

g(r) =27+ =27 .24 =16 2°

Figura 31 — Gréafico de fungdes do tipo f(z) = a®**

f(x) = 2¥ B PR f(x) = G)
g(x) = gt 14 1)\ *+1
B = @8 : g(x) = (5>
x) = i x
oo ] - (1)
i = (;)x+3
ax) = (;)x+4
-8 2 4 2 4 6 SA
a>1 O<a<1

Fonte: Autoria prépria

Como vimos anteriormente, esse fator muda a posi¢ao da curva por uma translacao
horizontal, alterando o ponto de interseccao do grafico com o eixo das ordenadas. Na figura
31 temos que 1,2, 4,8 e 16 sdo os pontos correspondentes para z = 0 em f(x), g(z), h(x),
p(x) e q(x) respectivamente, cujos valores usados para K foram 0, 1,2, 3, e 4 nessa mesma
ordem. Portanto, em f(x) = a®**, obtemos os ponto de intersegdo do grafico com o eixo ,
calculando apenas a”. A demonstracdo dessa andlise é muito simples, pois esse ponto s6 é
existe para x = 0, logo,

f@)=a""*" — f(z)=a" - d*" — f(z)=d"-a* — f(z) =1 -d* — f(x) =d".
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O professor pode até fazer essa demonstragdo numa sala de aula, ao constatar que
os alunos conseguiram compreender essa ocorréncia através dos graficos. Eles perceberao
e entenderdo o porqué da variavel k£ ou do fator da poténcia, serem os responsaveis pela
translacao horizontal do grafico da fungao exponencial.

3.6.3 Reflexao da funcao exponencial

O software nos ajudara a analisar as propriedades que levam as reflexées horizontal
e vertical da funcao exponencial.

Observe os graficos da figura 32.

Figura 32 — Grafico da reflexdo horizontal entre fungdes exponenciais

8 . x 8

6 2 6

4 4

=2 =2 \—

—% ——————————— ! ————————— Al Y I S A 24 e

0| AN il
6 4 -2 0 N\ 2 4 6 8 12 10 -8 -6 4 -2/./ 0o 2 4

) \\‘. ‘_‘f'd -2

-4 “"'x AT :"; -4

\p(x) = —2 42 ) = —(5) +2f
6 "‘-‘Ip = : / -6
a=>1 O<a<1

Fonte: Autoria prépria

Para todo a € R* e diferente de 1. Percebemos que a assintota € o eixo de reflexao
entre essas fungdes. A localizagdo de h(z) se encontra na parte superior a assintota,
enquanto a da funcédo p(x) fica totalmente exposta na parte inferior desse eixo. Vale
observar que os pontos por onde o grafico intercepta o eixo das ordenadas sao simétricos
em relagao a assintota. A reflexdo horizontal ocorre quando duas funcdes exponenciais se
diferenciam apenas pela simetria entre os coeficientes de suas potenciagdes.

Agora observaremos pelas figuras 33 e 34 o caso de reflexdo vertical com limites
inferior e superior.

Na reflexao vertical as fungdes descritas em cada quadro sdo simétricas em relacao
o eixo OY . Esse fenbmeno deve-se ao fato das fungdes se diferenciar apenas pelo sinal
atribuido ao expoente z. Podemos dizer entdo que para toda fungéo na forma f(z) = b-a”+c
existira uma reflexao vertical definida pela funcéo f(—x).
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Figura 33 — Gréfico da reflexado vertical entre fungbées exponenciais (limitada inferiormente)

/ \
f(x)\: a—= | g(x) =/ 2" h(x) =\27*+2

\

" pix) :‘.4';2‘ +2

Fonte: Autoria prépria

Figura 34 — Grafico da reflexao vertical entre fungbes exponenciais (limitada superiormente)

hy(x)

Fonte: Autoria prépria

3.6.4 Grafico da funcao exponencial na base e

Outro tipo de funcao exponencial ligada a matematica aplicada e a descricao de
fendbmenos naturais é a de base ¢. Ela descreve perfeitamente situacdes de crescimento
ou decréscimo continuo. Esta presente em estudos referentes a Demografia, Arqueologia,
Psicologia, Biologia, Industria e etc. Veja sua notagao:

f(x) =e"

A calculadora cientifica ja traz a tecla e” que é de grande ajuda na construcao do
grafico dessa funcado. Com elas, fica facil criar um quadro de correspondéncias entre x € y.
Os alunos com Smartphones ainda tem a opg¢éo de usar aplicativos como ferramenta de
estudo na elaboragédo desse quadro. Por exemplo, um deles é o "RealCalc"onde digitamos
o valor atribuido a z, teclamos "SHIFT" (funcao inversa) e em seguida "In".

Com a calculadora, podemos encontrar alguns pontos pertencentes a curva expo-
nencial da funcao estabelecida pela lei y = e* através de um quadro de correspondéncias
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como 0 que segue abaixo.

2
7,389...

0 1
2,718...

-1
0,367...

Agora marcamos 0s pontos no plano cartesiano e tracamos o grafico para termos

uma ideia do esbogo dessa curva como mostra a figura 35.

Figura 35 — Grafico da fungao exponencial y = e*

3 ’
e 'C e J
/
2 2
J
&
142 b

Fonte: Autoria prépria

A planilha do GeoGebra também & um 6timo recurso para construirmos um qua-
dro de correspondéncias para fungdes cuja poténcia possui a base e. Como mostra a
figura 36, podemos atribuir para x quaisquer valores, onde instantaneamente obteremos a

correspondéncias da funcdes dadas pelas leisy = e* e y = e™ ™.

Figura 36 — Numero e no GeoGebra

~ Propriedades - Texto A3 X

~ Planilha
BT EES :

AN/ EEE =~ B~

A B (o3 D E F G H | J K L -
.| Avangado | Programag&o
1 X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1 Basico Texto | Cor | Posicio
2 e* 1 1.1052(1.2214(1.3499|1.4918 | 1.6487 | 1.8221|2.0138|2.2255|2.4596|2.7183 =
= Sans Serif v Pequeno
3 |e ™ 1 0.9048/0.8187(0.7408|0.6703 | 0.6065|0.5488|0.4966 | 0.4493 | 0.4066 | 0.3679
4 Arredondamento:
| 5 | er-x}
6
BN “Férmula LaTeX~ | Simbolos

Fonte: Autoria prépria

Escolhemos uma linha x para atribuir valores aos expoentes, outra para a funcéo e”
e a terceira para e~* onde vamos inserir os comandos de calculo. Por exemplo, ao digitar
=e~ (-C3), configuramos a base e para se elevar ao oposto do expoente apresentado na
célula C1. Ainda no GeoGebra, podemos abrir a janela de visualizacao , e inserir ambas as
fungdes (y = e e y = e~ *) na caixa de entrada para exibir seus graficos como vemos na

figura 37.
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Figura 37 — Gréfico das fungbes y = e* ey = e~ *

gx) = ¢

Fonte: Autoria prépria

Exemplo de aplicacao:

Dado o grafico da figura 38 cuja assintota é coincidente com o eixo das abscissas,
descubra:
a)Sea>1loul<ac<l. b) Sua lei de formacao.

Figura 38 — Descobrindo a lei de formagao

4
27 A
8
3_
2.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
_1 E

Fonte: Autoria prépria

Solucao:

a) Observamos no grafico que a medida que x cresce, y também cresce, portanto a
funcao é crescente. Assim temos a > 1.

b) A assintota indica o limite inferior da funcéo e esta sobreposta ao eixo das abcissas,
logo a poténcia é positiva e o termo independente (c) igual a zero. Entdo, podemos dizer

que a funcéo é da forma y = a*, onde aplicaremos as coordenadas do ponto A para

descobrimos a base dessa fungao.
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—a”—)ﬁ—&3—>a—3§—>a—§
v 8 V3 T2

3 x
A lei de formacao dessa fungao € dada pela expressao y = (—) .

2

3.7 Atividade 6: Anéalise grafica pelo aplicativo GeoGebra

Possivelmente o aplicativo do GeoGebra esteja mais acessivel aos alunos do que o
software para computadores, uma vez que, continua cada vez mais crescente o numero de
pessoas que possuem Smartphones. De acordo com o globo.com (2015), matéria publicada
em Janeiro, até entdo ja se somavam 38,8 milhdes de usuarios no Brasil, evidentemente,
esses aparelhos ja fazem parte da vida de boa parte dos estudantes. Portanto, nesta secéao
apresentaremos algumas atividades que podem ser aplicadas em sala de aula com o uso do
aplicativo para celulares ou tablets. Para esta agao, sera necessario que os alunos tenham
o programa instalado em seus aparelhos. A previsdo dessa aula deverd ser informada
com antecedéncia para que eles possam previamente fazer a instalagao do aplicativo. As
atividades poderao ser realizadas em grupos ou trios, pois € provavel que alguns alunos
ndo tenham a disposicao tais recursos tecnolédgicos ou até mesmo o aplicativo instalado.

Objetivos
- Efetuar construgdes graficas das fungbes exponenciais através do aplicativo;
- Reconhecer uma representagao grafica da fungao do tipo exponencial;
- Identificar por suas leis e graficamente como crescente ou decrescente;
- Reconhecer o sentido de crescimento quando as bases forem inversas;
- Reconhecer graficamente as propriedades que definem a fungédo exponencial;
- Identificar a imagem, dominio e contradominio pela representacao grafica;

- ldentificar a assintota através de sua representacdo grafica ou por sua lei de
formacéao e reconhecer que ndo ha interseccéao entre o grafico e sua assintota;

- Identificar se um conjunto de pontos pertencem ou ndo a uma determinada funcao
exponencial;

- Reconhecer graficamente ou pela lei de formacao para quais valores de x o gréfico
intercepta o eixo das ordenadas;

- Reconhecer sobre quais condi¢des existira raiz;
- Compreender o comportamento grafico quanto a variagao da base da poténcia;

- Reconhecer os aspectos relacionados a simetria, reflexdo e translagéo de graficos;
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- Reconhecer o grafico de uma funcao de base ¢;

- Identificar a lei de formacao através da representagao grafica.

Descricao

Nas atividades a seguir serdo trabalhadas as fungdes exponenciais do tipo f(x) = a”,
fx)=a"+ce f(z)=0b-a"+c.

1) Construa o grafico da funcao gerada pela lei y = 2% e responda:
a) Qual é o dominio, imagem e contradominio?
Comentario:

Nesse item o espera-se é que o0 aluno reconhega que o dominio da fungao exponen-
cial pertence ao conjunto dos numeros reais (DD = R) e que o contradominio e imagem sao
0s numeros reais positivos (C'D = R*).

b) Aumente gradativamente o zoom do plano cartesiano e descreva a relacéo da
curva exponencial com o eixo das abscissas.

Comentario:

Inicialmente o aluno poderia pensar que a curva exponencial tocaria o eixo x, mas
através do zoom vera que isso ndo ocorre. Assim, esperamos que ele compreenda o porqué
da imagem ser maior que zero e ndo maior ou igual a zero em fungdes exponenciais desse
género, chegando a conclusado de que a curva exponencial ndo possuira raiz.

Ainda neste item podemos dar ao aluno a nogao de limite, uma vez que ele vera que
a curva tende a se sobrepor na abscissa, mas o que ocorre de fato € uma aproximagao
cada vez maior. E preciso chamar a atengéo quanto a mudanca da escala do grafico quando
0 zoom ¢ alterado, para que haja uma melhor compreenséao dos fatos.

c¢) Agora diminua o zoom gradativamente e observe o comportamento da curva e se
h& alguma falha sobre ela.

Comentario:

Desejamos que 0 aluno entenda o porqué da curva exponencial ser continua, ou
seja, graficamente o que a define existente para o conjuntos dos niumeros reais em seu
dominio e reais positivo em sua imagem. Ele também pode observar que em zoom muito
elevado a curva se confunde com duas retas perpendiculares sobre a parte positiva do eixo
y e a parte negativa do eixo x, portanto, nessa escala nao efetuamos satisfatoriamente
uma representacao grafica da fungao exponencial no aspecto visual, assim, devemos ficar
atentos as escalas utilizadas para analisar devidamente cada fungéo.
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2) Ainda no mesmo plano cartesiano faca o esboco gréafico dalei y = (%)x e compare
com a representacao grafica da fungdo dada na questao anterior.

Comentario:

O objetivo dessa questao € levar o aluno a associar a mudanga de crescimento da
funcéo a inversao de suas bases. Perceber que ela é crescente quando a > 1 e decrescente
se 0 < a < 1. Também podemos explicar que fungdes diferenciadas apenas por bases
inversas sdo simétricas em relagdo ao eixo das ordenadas.

3) Faca o esboco grafico das fungdes definidas pelas leis abaixo e verifique se as
observacdes realizadas nos itens anteriores sdo as mesmas.

a) f(z) =3° b) f'(z) = (3)°
c) g(x) =5° d)g'(z) = (3)"
e) h(x) =e” f) (x) = (%)x

Comentario: O objetivo é levar o aluno a compreender que o comportamento grafico
€ padrao pra fungdes definidas pela lei y = a”.

4) Faga o esboco grafico da lei f(x) = a” e use a ferramenta "player" da animagéo
para analisar seu comportamento. Em seguida continue a andlise usando o movimento pelo
toque sobre o controle deslizante.

Comentario: Desejamos solidificar os conceitos adquiridos com as questdes anterio-
res e reforcar a definicdo da fungdo exponencial. O aluno vera que ndo existe representagao
grafica para base menor que zero; que o grafico sera constante com dominio definido
apenas dentro do conjunto dos numeros reais nao negativo se a base for nula; e que a base
1 gera uma fungéo constante de dominio real. Portanto, a fun¢ao sera dita exponencial se
sua base for um numero real positivo diferente de 1 e obtida por equagdes do tipo y = a”.

Ainda nesse exercicio podera ser observado que a curva exponencial onde a > 1 se
torna cada vez mais fechada quanto mais distante de 1 estiver a base. Se a < 0 < 1 a curva
se torna cada vez mais fechada quanto mais proximo de 1 estiver a base. Possivelmente
percebera que o ponto (0, 1) é a intersecgao do grafico com o eixo y, onde o professor
podera justificar esse fato obtendo y para x = 0 na resolugao da lei.

5) Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungdées exponenciais
dadas pelas leis abaixo e registre suas observacoes;

a)y=3" b)y=3"+1
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c)y=3"+2 dy=3"-1
e)y=3"—2
Comentario:

Pretendemos com esse exercicio levar o aluno a compreender que variando apenas
o termo independente da funcao do tipo y = a” + ¢, ocorrera uma translagao vertical,
portanto a curva ndo sobre deformagdo. E mostrar que o termo independente nos da a
assintota horizontal da funcéao exponencial.

6) Construa num mesmo plano cartesiano os graficos das fungées exponenciais
dadas pelas leis abaixo e registre suas observagoes;

a)y =3 b)y=2-3°+1
c)y=3-3"+1 dy=4-3"+1
e)y=>5-3"+1

Comentario:

Agora o objetivo é levar os alunos a compreenderem que em fungdes do tipo
y = b-a”+c, avariagdo do termo b leva a uma translagao horizontal sem qualquer alteracao
na abertura da curva exponencial. E que o ponto de interse¢cao da curva com o eixo y sera
dado por (0,b + ¢) (esse fato pode ser justificado algebricamente para o aluno).

7) Faca o esbogo das fungdes abaixo de R em R em um mesmo plano cartesiano
para cada item e registre suas observagoes:

a) f(r) =3"+1e fl(x) = =3"+ 1,

b) g(z) = (%)x +leg(z) = (%)w + 1.

Comentario:

Esperamos que nesse exercicio o aluno reconhega que a reflexdo horizontal da
funcdo exponencial esta relacionada a duas fungcdes exponenciais que se diferenciam
apenas por fatores simétricos em suas potenciacdes. E perceba que a assintota ndo sofre
variagao, porém, ocorre uma mudanca no limite, deixa de ser inferior e passa a ser superior
quando o fator da poténcia é menor que zero.

8) Em um mesmo plano cartesiano construa os graficos das funcdes f e g ambas de
R em R onde f(z) =5z — 1 e g(z) = 5* — 1. Registre suas observagdes sobre a diferenga
grafica entre essas fungdes.
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Comentario:

Desejamos com esse exercicio que o aluno reforce a distingdo entre crescimento
linear e exponencial, perceba que para cada valor x atribuido a essas equacgdes, na funcéo
g encontramos uma correspondéncia y cada vez maior em relagdo a funcao f. Seria
interessante comentar que na matematica financeira essa ideia € aplicada na comparagao
entre os juros simples e compostos, produzidos por uma aplicacdo nesses dois regimes.

Também é importante esclarecer para o aluno que enquanto na fungao exponencial
temos uma imagem pertencente ao conjunto dos niumeros reais tal que essa imagem é
maior do que o termo independente da equagao, na funcao afim a imagem é real. Essa
€ uma importante caracteristica que diferencia essas fungées. Quanto as semelhancgas
podemos citar:

l) a imagem é igual ao contradominio;

[I) o dominio é real;

[ll) s&o continuas;

IV) injetiva e sobrejetiva, portanto, bijetiva;

V) crescimento:
x1 < x93 = f(x1) < f(z2) quando a > 1 na fungdo exponencial.
Na fungéo afim, z1 < zo = f(21) < f(z2) quando a > 0 sendo f(z) = ax + b

e

1 < xe = f(x1) > f(x2) quando 0 < a < 1 na fungéo exponencial.
Na fungéo afim, z1 < zo = f(z1) > f(z2) quando a < 0 sendo f(x) = ax + b.
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Consideracoes Finais

A matematica é uma das mais importantes ferramentas da sociedade moderna, pois
esta inserida de forma direta ou indireta em diversas atividades humanas. Encontra-se ligada
ao mundo do trabalho, relagdes socais, culturais e politicas. Saber organizar, comprovar,
argumentar logicamente, analisar e interpretar criticamente as informagdées, fazem parte
do exercicio pleno da cidadania. Despertar os alunos para a matematica é uma tarefa
desafiadora, porém, de suma importancia, uma vez que ela se faz presente em diversas
atividades cotidianas. Devemos compreendé-la como um processo em continua evolugéao
aberto a novas descobertas e novos campos de aplicagoes.

Novas competéncias requerem novos conhecimentos. Atender satisfatoriamente os
interesses dos consumidores que exigem em ritmo cada vez mais acelerado, € um dos
maiores desafios encontrados hoje. Com a transformacéao social ao decorrer dos anos, o
mercado de trabalho exige pessoas cada vez mais capacitadas e preparadas para o uso
das mais diversas tecnologias. Mediante a essa realidade, cabe ao professor preparar seus
alunos para que se tornem aptos a atender essa necessidade, visando ndo somente a
formacao escolar, mas sim sua capacidade de aprender e executar novas fungdes ao longo
de sua carreira profissional.

Devido a evolucédo da sociedade com relacdo aos recursos disponiveis hoje e a
acessibilidade que se torna cada dia mais comum na vida dos estudantes, criar aulas
que despertam a atencéo dos alunos, ndo € uma tarefa simples, pois as metodologias
nao se resumem apenas a instrumentos Iudicos como era no passado, mas também,
a inclusao de recursos tecnolégicos. Portanto, nesta dissertacdo apresentamos o uso
do GeoGebra como instrumento no processo de ensino-aprendizagem para o estudo
de funcdes exponenciais, com a finalidade de tornar o tema mais agradavel, atrativo e
envolvente, tanto para o aluno, quanto para o professor. Alcangando esse objetivo, talvez as
sugestdes aqui aplicadas, sirvam de fonte inspiradora para desenvolvimentos similares em
outros assuntos da matematica.

Softwares e aplicativos para celulares e tablets, sdo ferramentas de grande valia
no ensino. O GeoGebra, por sua vez, esta entre os mais adequados para o trabalho com
qualquer tipo de funcao, pois, além de ser eficiente, o software se encontra disponivel para
diversas plataformas. Com ele, o aluno podera expandir seus conhecimentos, tornando-se
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capaz de usa-lo em diversos assuntos da matematica. Planilhas eletrobnicas como as do
proprio GeoGebra e Excel podem também auxiliar no processo da constru¢ao do conceito de
funcbes de modo geral juntamente com suas aplicagées. No presente trabalho mostramos
que é possivel elaborar uma "calculadora" para cada férmula, aprimorando a obtencao
de resultados para as mais diversas situacdes. Provavelmente essa habilidade tornara o
aluno mais independente na pratica escolar e cotidiana. Desejamos que o presente trabalho
possa contribuir de forma a amenizar as possiveis dificuldades que os alunos possam
apresentar no que diz respeito ao reconhecimento grafico de uma fungao a partir de sua
lei de formacao e vice-versa; melhorar o reconhecimento de uma situagao problema como
uma ocorréncia de crescimento ou decrescimento exponencial e associar a devida lei que
descreve o fenbmeno. Com as atividades propostas, esperamos tornar menos abstrato o
conteddo aqui em questdo, de modo que os alunos fagam a devida associagao a contextos
sociais.

Assim, esperamos que o presente trabalho, mostre aos discentes que o GeoGebra
€ uma ferramenta que servira de suporte no estudo das fungdes exponenciais e fungoes
de modo geral, visando ndo somente seu uso em sala de aula, mas também, na execucao
de atividades ligadas ao dia a dia. Desejamos que esse contato com o programa possa
tornar o aluno capaz de aprimorar seus conhecimentos, pois com essa aproximacao,
procuramos despertar o seu interesse pela busca e exploragdo do software em fatores que
sejam relevante a sua vida escolar. A medida com que os eles forem se familiarizando
e consequentemente adquirindo habilidades de manuseio, possivelmente responderao
de forma positiva e satisfatéria aos conteudos ja abordados e a serem trabalhados pelo
professor.
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APENDICE A

Sequéncias, Monotonicidade e Funcoes
Exponenciais

E comum em nosso cotidiano algumas situagées que envolvem sequéncias: nos
nameros que identificam as casas de uma rua, percebemos que de um lado sé aparecem
nameros impares enquanto do outro, nimeros pares; a distancia que um automaovel ainda
tem que percorrer para chegar ao seu destino diminui em um ritmo proporcional a velocidade
em que ele se encontra; a evolugdo do numero das bactérias de certa colonia pode ser
obtido em proporcéao ao intervalo de tempo gasto para que elas se dupliquem; e os conjuntos
dos numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais; etc, sao determinados por alguma
lei que define a sequéncia. Desde a antiguidade, matematicos e cientistas observavam
e registravam fenbmenos que ocorrem segundo um padrao, que lhes davam previsao e
controle desses fenémenos. No estudo a seguir, vamos conhecer algumas definicdes para
sequéncias e quando elas sao consideradas monétonas, também veremos essa definigcao
aplicada na definicao geral de fungdes e especificamente nas fungbes exponenciais.

A.0.1 Definicoes de Sequéncias

Definicao A.1. Uma sequéncia (ou sucessao) de numeros reais é uma funggo x : N — R
onde cada numero natural n associa um numero real x,, = x(n), chamado o n-ésimo termo
da sequéncia.

Definicao A.2. As sequéncias podem ser classificadas como constante, se x,.| = x,,
V n € N; estacionaria (ou mais precisamente estaciondria a partir de certo indice), se
existep € N tal que x,,,1 = x,,, YV n > p; ou periddica, se exite p € N tal que x,, = x,,
VneN.
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Exemplos:

1. Seja a sequéncia (z,) cujo termo geral é dado por z, = (—1)", n € N. A imagem
desta sequéncia é o conjunto formado por {—1, 1}.

2. A sequéncia (z,) cujo termo geral é dado por x,, = 5, n € N, é constante, pois

| :In,Vn e N.

3. A sequéncia (z,) onde ©1 = 2, x5 = 4, x5 = 6, x, = 8, V n > 4, é dita estacionaria,
pois existe p € N tal que, z,,1, = x,, V1 > 4.

4. A sequéncia (x,)onde x1 =2, 20 =4, 23 =06,x4 =2, x5 =4, x5 = 6,-- -, é periddica,
pois existe p = 3 € Ntal que, x,,.3 = x,,, Vn € N.

Definicao A.3. Seja (z,,), ¢ n € (Yn)n e N, duas sequéncias numéricas. Dizemos que estas

sequéncias séo iguais, se x,, = y, para todon € N.

Exemplo: Considerando n € N*, as sequéncias (x,) cujo termo geral é dado por
x, = n° e (y,) cujo termo geral é dado por y,, = 1, podemos afirmar que as duas sequéncias
séo iguais, pois para todo n € N* teremos z,, =y, = 1.

Definicao A.4. Uma sequéncia x,, pode ser identificada como limitada, se exite um ¢ > 0
tal que |z, | < ¢, para todo n € N; ou ilimitada, quando n&o for limitada.

Exemplo: A sequéncia (x,) onde =, = (—1)", n € N é uma sequéncia limitada, pois
|z, =|(-1)" =1<1,VneN.

Definicao A.5. Seja uma sequéncia (x,) C R, dizemos que a sequéncia (x,) é:
(i) ndo decrescente se x,, <z, + 1,V n € N.
(i) ndo crescente se x, > x, . 1,Vn € N.

Se z, < x,+1, Vn € N dizemos que a sequéncia (r,,) € chamada estritamente
crescente. Se x,, > x,.1, V n € N denominamos a sequéncia (r,) como estritamente
decrescente.

A.0.2 Sequéncias Mono6tonas

As sequéncias (z,,) de nimeros reais 1 < 19 < T3 < -+ Ty < Tpa1 < Tpao < -+
ouentdo xy > x9 > T3 > - Ty > Ty > Tpao > - -+ SA0 chamadas mondtonas. A primeira
€ chamada monétona crecente e, a segunda, monétona decrescente.
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As sequéncias (x,,) de numerosreais r1 < o < 23 < -2y < Tpyy < Tpyo < -0
ouentdo ry > x9 > x3 > Ty > Ty > Ty > - - - também sdo chamadas mondtonas.
A primeira € monotona ndo-decrecente e, a segunda, mono6tona ndo-crescente.

Veremos a seguir os conceitos relacionados as sequéncias monétonas nao-decrescente.
O caso oposto é analogo.

Uma sequéncia monétona nao-decrescente (z,,) se diz limitada, se existir um ndmero
real ¢ de modo que x,, < c. Assim, a partir de uma certa ordem, ela sera constante. Isto &,
existira um indice k, tal que nj, = ny, paratodo £ < k.

Definicao A.6. Um conjunto X C R chama-se um conjunto de valores aproximados por
falta do numero real o« quando cumpre as seguintes condicées:

(l) Para todo x € X tem-se x < «;

(ll) Dado qualquer ¢ > 0, pode-se acharumx € X talque (0 < a —z < e.

O conjunto X = {0,9;0,99;0,999;0,9999; - - -} é formado por valores aproximados
de 1. Nesse exemplo, onde a = 1, teremos a — x maior que 0 e a0 mesmo tempo menor
que qualquer numero real acima de 1. Observamos que 1 é o limite da sequéncia. Podemos
dizer que toda sequéncia monétona nao-decrescente limitada de numeros reais, possui
limite.

De acordo com Elon Lages

Se a > 1, sabemos que a sequéncia a, a2, a>,---, a”,--- é crescente.

Se 0 < a < 1, a mesma sequéncia é decrescente, pois multiplicando os
termos dessas desigualdades por a™ obtemos 0 < a"t! < a™. Neste caso,
tem-se lim,, .., a™ = 0, ou seja, dado arbitrariamente ¢ > 0, podemos
obter ng € N tal que a™ < € (e, com razdo, a" < ¢ para todo n > ny).
Basta fazer b = 1/a, logo b > 1. Entdo existe ng € N tal que b™ > 1/¢, 0
que nos da 1/a™ > 1/e e dai a™ < e. (LIMA, 2013, p. 78)

A.0.3 Monotonicidade e Limite de uma Funcao

No ensino basico é comum ensinar aos alunos a classificar fun¢gdées como crescentes
ou decrescentes e a calcular valores maximos ou minimos em fungdes quadraticas por
exemplo, porém, as caracteristicas relacionadas as fungdes vao além disso.

Seja f : D C R — R, definimos:

1. f é monétona (estritamente) crescente se ¢, x5 € D,

r1 < o = flx1) < f22);



APENDICE A. Sequéncias, Monotonicidade e Fungées Exponenciais 86

2.

10.

pelas leis f(z) = 2%, g(x) — (%) h(z) = —27 e plz) = — (§>

f é mon6tona nao decrescente se x1, x9 € D,

Ty < xo = f(x1) < f(22);

f é monétona (estritamente) decrescente se xy, x5 € D,

r1 < 9 = flx1) > f(22);

f é monétona nao crescente se 1, x5 € D,

r1 < xo = f(x1) > f(22);

f ¢é limitada superiormente se existe M € R tal que f(x) < M, para todo = € D;

f é limitada inferiormente se existe M € R tal que f(z) > M, para todo x € D;

. o € D é um ponto de maximo absoluto de f se f(zq) > f(x), para todo x € D;
. o € D é um ponto de minimo absoluto de f se f(xy) < f(z), para todo = € D;

. o € D é um ponto de maximo local de f se existe r > 0 tal que f(xy) > f(z), para

todoz € D N]xg —r, o+ 1;

xo € D é um ponto de minimo local de f se existe r > 0 tal que f(zo) < f(x), para
todoz € D Nxg —r, o+ 7[;

Agora observe os graficos da figura 39 representam fungdes exponenciais obtidas
‘ 1

Figura 39 — Grafico da Funcao Exponencial

Fonte: Autoria prépria
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Pelos esbocos, percebemos que a fungao exponencial pode apresentar as caracte-
risticas (1), (3), (5) e (6), mas de modo algum ela podera ser considerada monétona nao
decrescente ou ndo crescente uma vez que para cada valor atribuido ao seu dominio tera
apenas uma unica imagem correspondente. Também € notavel que ela ndo possuira ponto
maximo ou minimo absoluto ou maximo local, uma vez que a curva exponencial sempre
mantém o mesmo sentido.
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APENDICE B

: Dy _ (D (ﬁ)
A formula D, =\

E fato que ndo devemos cobrar de nossos alunos a memorizagao de férmulas, mais
sim, leva-los a compreender o processo pelo qual chegamos a muitas delas. Memorizar, é
apenas consequéncia do exercicio e pratica sobre as mesmas. Em funcao exponencial, ha
um mecanismo muito eficiente na solugédo de problemas, que ainda néo foi apresentado
em livros didaticos. Algumas situagcdes problemas que requerem até o uso de logaritmos
em sua solugdo, podem simplesmente ser resolvidas com essa férmula, e de forma mais
simples e rapida. Veja os exemplos a seguir.

1. (ENQ 2012.1) Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°. A agua, que
fervia a 100° numa panela, cinco minutos depois de apagado o fogo ficou com a temperatura
de 60°. Qual era a temperatura da agua 15 minutos apés apagado o fogo?

Solucao:

Sejam:
t, o tempo transcorrido de 5 minutos;
t, 0 tempo transcorrido de 15 minutos;
D, a diferenga de temperatura inicial e a temperatura ambiente;
D, a diferenca de temperatura entre a 4gua e a temperatura ambiente em #;
D, a diferenca de temperatura entre a agua e 0 meio ambiente em t,;
x a temperatura da agua apés os 15 minutos.

Temos entéo,

ty =5min; t3=15mim; Dy=100-30=70°;, D;=60-30=30°, e Dy=x-30

15

5= (g—;)<“> = Lz = (%)<?) = Dy =T70- (%)3:1)2%5,510

Portanto, x = 35, 5°.

Essa situagdo-problema apresentou duas variagées exponenciais. Uma é a diferenca

D .
entre a primeira variagdo de temperatura e a temperatura inicial (Fl) , € aoutra a diferenca

0
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0

. (D
entre a segunda variagdao de temperatura e a primeira (F . Em casos como este, a
0

formula apresenta torna-se bastante usual.

2. (PUC/MG) O numero de bactérias em um meio duplica de hora em hora. Se,
inicialmente, existem 8 bactérias no meio, ao fim de 10 horas o niumero de bactérias sera:
a) 2¢
b) 27
c) 210
d) 215
e) 213

Solucao:

Obviamente podemos resolver esse problema sem o uso da férmula, mas vou
utiliza-la para mostrar que ela funciona também em situagdes como essa.

Nesse caso:
P, é o niumero inicial de bactérias
P, é o numero de bactérias apdés um tempo 1 (no caso 1 hora)
t; =1 hora
O problema diz que "o numero de bactérias em um meio duplica de hora em hora", isso
quer dizer que a razao entre o numero existente de bactérias apds 1 hora e o nimero inicial,

P
equivale a 2, ou seja: Fl = 2, parat; = 1 hora, onde F, =8
0
P, é o que procuramos, o numero de bactérias apdés um tempo 2 (no caso 10 horas)

to = 10 horas.

10

%=(%)<%>:>%=2(T>:>P2:8~210:P2:23~210$P2:213

Alternativa (e).

3. (PROFMAT - AV2MA11 2014) Observagdes por longo tempo mostram que, apés
periodos de mesma duracao, a populacdo de uma cidade fica multiplicada pelo mesmo
fator. Sabendo-se que a populagdo de uma cidade era de 750 mil habitantes em 1990 e 1
milh&ao de habitantes em 2010, calcule:

(a) A populacao estimada para 2020;
(b) Em que ano a populacao da cidade alcancara a marca de 2 milhdes de habitantes?

Observacao B.1. Caso julgue necessario, use as igualdades aproximadas a sequir: In 4 =
1,386, In 3 = 1,098, "4 = 1,154

Solucao:
P, = 750000 habitantes em 1990
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‘ Do Dy

P, = 1000000 de habitantes em 2010, onde ¢; = 20 anos
P, =7 habitantes em 2020, onde ¢, = 30 anos.

Py _ 2y (B) P, (1000000 (35) P (4
Py (Fo) = 750000 — ( 750000) = 750000 — (5

3
) = P, = 750000 - 8\/?_

[SI[9)

)(
= P, = 1154701 Habitantes.

O item (a) desse problema foi resolvido sem o uso do conceito de logaritmos devido
a aplicagao da férmula. Porém, o item (b) requer o uso do logaritmo natural, pois a incognita
esta no expoente.

Py = 750000
P, = 1000000 ¢t; = 20
P, = 2000000
to =7
P _ P (2 B ty B ty B ty
7= (Fo)( 1> = 2705000(?0000 _ (1;)5000000000)(20) = % - (17_(?)(20) — g — (%)(20) -
12
3 8 4\ 20 t
2 = (%)(2) = In <§ =In 3) = In8 —In3 = 2—3([712 —In3) =

20(Ind + In2 — In3) = t5(Ind — In3) = 20(1, 386 + 0,693 — 1,098) = £,(1,386 — 1,098) =

19, 62
20-0,981 = 0, 288t tyg = ——
) ) 2 = la 0,288

Portanto, a populacao alcangara 2 milhées de habitantes no ano 2058.

=ty = 68,1 anos.

4. (PROFMAT - AV2MA11 2011)

(a) 24h apés sua administragédo, a quantidade de uma droga no sangue reduz-se a
10% da inicial. Que percentagem resta 12h apés a administragdo? Justifique sua resposta,
admitindo que o decaimento da quantidade de droga no sangue é exponencial.

(b) Em quanto tempo a quantidade de droga no organismo se reduz a 50% da dose
inicial?

(c) Se a mesma droga for administrada em duas doses de 10 mg com um intervalo
de 12h, qual é a quantidade presente no organismo apo6s 24h da primeira dose?

Solucao:
(a)
Ql le%deQ0:> %:0,1
Qo
t; = 24 horas

to = 12 horas

Q2=$Q0=>%=93

Qo

- 1\? 1 10
CO (RPN T O 3 IO
0 0
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‘ Do Dy

Logo, apds 12 horas restara aproximadamente 329, da droga no sangue.

(b)

t2:
Q- —5O%deQ0:>@:0,5

Qo
tg

Q2 (O 2 5) 1\ 1 775_2 i
@—(@> =0,5=0,1 :>log(10) log(10> :>l0g(§)—24log(10>:>

24(log 1 —log 2) = to(log 1 — log 10) = 24(0 — log 2) = t2(0 — 1) = to = 24log 2
=ty = 7,225 horas

Em aproximadamente 7 horas e 13 minutos, a quantidade de droga no organismo
se reduzira a metade.

(c)
Q V10 \/_0

Do item (a) temos que — = = ()2 = Qo - ——. Apds 12 horas, 10 mg equivalera

Qo 10
Q2 =10 - \{—1_00$Q2 V10.

Aplicando mais 10 mg, apds 12 horas novamente, teremos )y = (10 + +/10) mg.

Assim, Q2 = Q - @ = @y = (10 +/10) £ = @y = (1 ++/10) mg, que equivale

aproximadamente a 4,2 mg.

Q2 _ <Q1> <%>

B.1 Demonstracao da formula o o0

O teorema 8.6 do livro de "Numeros e Fungdes Reais"da SBM trds a seguinte
definicao:

Seja: f : R — R uma fungdo monétona injetiva (isto &, crescente ou

decrescente) que transforma toda progresséao aritmética x1, za, ..., Tn,. ..

numa progressao geométrica y1, ¥, - - -, Yn, - - - s Yn = f (). Se pusermos
1

b= f(0)ea= ;EO; teremos f(z) = ba” para todo z € R. (LIMA, 2013,

p. 188)

Assim, no caso em que certa substancia cuja massa inicial Dy varia para uma
quantidade de massa D, apds um periodo de tempo ¢, estabelecemos a seguinte relagéo:

Q1 = QuC™

onde C* é a raz&o exponencial de crescimento ou decréscimo dessa massa, sendo k uma
constante.
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‘ Do Dy

Quando a massa da substancia sofrer alteracées, existira uma razao (a) entre as

quantidades inicial e final dessa massa. Temos a = % = Q1 = a- Qy. Assim,
0
Qi=QuC* = L = ot o CQ0 i o= 0 5 log 0 = log OF =
Qo Qo
1 loga

1
ktilog C'=loga =k = — - = k= —-log.a
t1 logc t

Agora suponha que essa mesma substancia varie novamente para uma quantidade
de massa (), relacionado a um periodo de tempo t,, teremos entéo:

Q= Quere = B = otmarn 5 B oyt L
0 0 0

@ _(2) i
Qo Qo
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APENDICE C

Plataforma on-line do GeoGebra

Neste apéndice segue-se um passo-a-passo sobre como fazer o cadastro e salvar
construcdes na plataforma on-line do GeoGebra utilizando um smartphone ou tablet. A ultima
janela exemplifica como podemos escolher uma das construgdes salvas para visualizagao.
Ainda nesta janela, caso o arquivo desejado nao esteja visivel, basta digitar seu nome no
campo de busca e tocar na lupa para efetuar a pesquisa.

Figura 40 — Passos 1,2e 3

& Entrar.
GeoGebra
Abeir
| I =
@ Auda
s g

Janela do GeoGebra Janela do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria

Janela do GeoGebra

Figura 41 — Passos 4,5e 6

B
2 Ar+an a A+ a A +at
; dbar S0u L o
Cadastre-se |- r—-‘ Mo 30u 125
Mo Qo /
= - >
i e fobd e

Janela do GeoGebra

Janela do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria

Janela do GeoGebra
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Figura 42 — Passos 7,8 e 9

Selecione todas as
‘comidas.

ke
n-l

cao

comidas.
o |
e
B G TN
S &
H-U

cao

sl
" Nio sou um robé

Janela do GeoGebra

Janela do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria

Janela do GeoGebra

Figura 43 — Passos 10, 11 e 12

Entrar...
GeoGebra

Cadastre-se

Confirma o seu endereco de e-mall

* no-reply@gecgebra.org
Berm-vindo a0 Gealebral Por favor, o

HiperContas LTDA
. Ugloaded Oficial por Apenad RS 1259,

» Edighes SM
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* Divulga Cursos EAD
P Graduagho Promeg e pata Prof

* Americanas.com
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~. *Tricae
{ W APROVEITA 4 hens por APENAS 5.

€ Cawadeertrads W B &

Bernvindo 0o GecGebra! Poe lavoe, confirme o
B endereco de &mail

. netopBgeogetes cg

Bem-vindo ao GeoGebra!

Ativar sua conta

b agin | feoninm/s!
ke 773

-
Informagio da conta

Por favor,
Nome

Janela do GeoGebra

Janela do e-mail

Fonte: Autoria prépria

Janela do e-mail

Figura 44 — Passos 13, 14 e 15

[ > /logingeogebra.arg [ i
GeaGebra

”

0 :=/login.geogebra.org [

@ a +4a

Perfil de
atoisc20

T Deseja que Google Chrome X

salve sua senha para este site? :

Perfil de
atoisc20

Informago Pessoal

Janela do navegador

Janela do navegador

Fonte: Autoria prépria

Janela do navegador
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Figura 45 — Passos 16, 17 e 18

B 1s./login.geogebraorg’s [

0 o= vlogingeogebraorg: [@ i
o a o+«

Janela do navegador

Janela do navegador

Fonte: Autoria prépria

Janela do navegador

Figura 46 — Passos 19, 20 e 21
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Janela do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria
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Figura 47 — Passos 22, 23 e 24

Novo

Abrir

+
Q,
B Gravar

Compartilhar

@ Auda

o
=
a
ol=|&|~
o
o
*

+

Novo

o

Abrir

Gravar -

Compartilhar

A D

-]

Ajuda

Janela do GeoGebra

Janela do GeoGebra
Fonte: Autoria prépria

Janela do GeoGebra
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Figura 48 — Passos 25, 26 e 27

Gravar

fungdo exponencial

CANCELAR oK

e 4
qwe'r‘t'y'u i.o'p
asdfaghijk.I
4 2z xecvbnm@a
ne . e
v o o a

ENTRAR.

Nowva

Ao g
B Gravar

Compartilhar

@ Auda

Janela do GeoGebra

Janela do GeoGebra
Fonte: Autoria prépria
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